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J'ai   transporté  dans  la  troisième  Édition  de  la 
première  Section  de  l'Algèbre ,  quelques  Chapitres 
de  la  seconde  Section  ^  qui  en  faisaient  naturellement 
partie  ,  ensorte  qu'on  ne  trouvera  ici  que  des  choses 
absolument  étrangères  au  programme  d'admission  à 
ITEcole  Polytechnique  :  une  refonte  totale  de  la  pre- 
mière Édition  et  des  additions  considérables  font  de 
ce  second  volume  un  ouvrage  entièrement  neuf,  dont 
je  vais  rendre  compte  leplus  succinctement  possible^ 
Ce  Traité  se  compose  de  vingt-^neuf  chapitres.  Le 
premier  sert  d'introduction  au  second  ^  q^i  a  pour 
titre  :  des  Racines  imaginaires^  et  qui  est ,  à  quelques 
développemens  près ,  extrait  de  la  Résolution  des 
Equations  numériques  de  l'illustre  I^hgrange.  Dans  le 
troisième  chapitre,^  on  trouve  la  suite  et  le  complé- 
ment de  l'importante  doctrine  des  fractions  continues 
dont  j'ai  reporté  les  élémens  dans  la  première  Sec-- 
tion  y  où  ils  devenaient  nécessaires  à  l'effet  d'estimer 
le  degré  précis  d'approximation  sous  lequel  on  obtient 
chaque  racine  incommensurable.!  en  ne  prenant 
t^a'une  portion  de  la  fraction  continue  et  infinie  qui 
^représente  exactement.  Le  quatrième  chapitre,  qui 
ttt  irès-élendu ,  contient,  i*  la  suite  de  l'Analyse 
^'^^rminée  déjà  ébauchée  dans  la  première  Section  ; 
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2**  la  résolution  de  ce  problème  général  de  l'Analyse 
indéterminée  qui  a  pour  énonce  ^  Étant  données 
entre  des  inconnues  des  équations  du  premier  degré  en 
moindre  nombre  quç  ces  inconnues  ,  trouver  pour  ces 
inconnues ,   les  valeurs  entières  et  rationnelles   les 
plus  générales  qui  puissent  satisfaire  aux  proposées; 
Z"*  assigner  tous  les  nombres  entiers   qui  peuvent 
satisfaire  à  l'équation  la  plus  générale  du   second 
degré  entre  deux  inconnues  x  etjr  ^et  les  plus  petits 
nombres  qui ,  substitués  pour  ces  mêmes  lettres  a? 
eij"  y  rendent  la  même  fonction  la  plus  petite  pos- 
sible. Le  chapitre  cinquième,  qui  a  pour  objet  l'éva- 
luation des  sommes  des  puissances  entières  positives 
et  négatives  des  racines  d^une  équation,  prépare  au 
suivant  où  Ton  démontre  que  toute  fonction  symé- 
trique pu  invariable   des  racines  d'une  équation  , 
peut  toujours  être  exprimée  en  coef&ciens  de  cette 
équation.  Le  huitième  chapitre  a  pour  titre  :du  degré 
de  V équation  Jinale  donnée  par  V élimination  de  toutes 
tes  inconnues  y  moins  une  y  entre  wi  nombre  quelconque 
d'équations  de  degrés  quelcorufues  et  le  même  nombre 
d'inconnues  :  il  contient ,  outre  la  démonstration  du 
théorème  énoncé,  due  à  M.  Poisson  y  une  méthode 
donnée  par  Lagrange ,  qui  a  l'avantage  de  réduire 
réliraination  des  inconnues  à  des  formules  générales 
et  très-simples,  et  une  autre  méthode  pour  le  même 
objet ,  de  M.  Kramp ,  Professeur-Doyen  de  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Strasbourg.  Le  chapitre  neu-» 
vième  offre  quelques  théorèmes  sur  les  racines  de 
}'é(|uatioi\  y^ — ^"i  :?=;o,  auxquels  n,ou^  parvenons^ 
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par  une  autre  voie  dans  le  onzième  chaprlre  î  et  ce 
théorèioe  de  Fermât  démontre  par  Eulery  savoir^ 
qae  p  étant  un  nombre  premier^  et  a  un  nombre 
xnoiadre  que  p  f  le  nombre  û^""' —  i  est  nécessai- 
rement diTisible  par  p.  Les  théorèmes  établis  dans 
ce  chapitre  étant  nécessaires   et  même  indispen*- 
sables  pour  Fintelligence  des  chapitres  suivans ,  nous 
avons  cm  devoir  plutôt  les  réunir  en  un^  corps  de 
doctrine  y  que  de  les  donner  à  mesure  que  le  besoin 
Texigerait.  Le  dixième  chapitre ,  Fun  des  plus  éten- 
dus de  l'ouvrage^  moins  peut-être  pour  Futilité  que 
pour  la  dignité  de  la  Science ,  est  consacré  à  la  réso- 
lution générale  des  équations.  Lagrangej  après  avoir 
examiné  et  comparé  les  différentes  méthodes  con- 
nues et  relatées  dans  ce  chapitre  ^  pour  la  résolution 
des  équations  des  quatre  premiers  degrés  j  a  trouvé 
que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes  ^  en  dernière 
analyse  9  à  employer  une  équation  secondaire  qu'il  a 
appelée  équation  résolvante  y  et  dont  il  a  cherché  y 
à  priori  y  le  degré  et  les  diviseurs  qu'elle  peut  avoir  ^ 
et  il  a  ùit  voir  pourquoi  cette  équation  d'un  degré 
pins  élève  que  la  proposée  y  est  toujours  susceptible 
d^abaissement  pour  les  équations  des  troisième  et 
quatrième  degrés^  et  peut  servir  à  les  résoudre. 
On  trouve  plus  loin  une  application  de  cette  méthode 
'^U  résolution  des  équations  binômes.  Je  donne  dans 
V  diapitre  onzième^  la  résolution  par  les  lignes  trigo- 
>i«aélriqacs  des  équations  j:"zt:tf"=o,af*  —  2px^ 
4- 1  =  o  ,    la  construction   des  racines    de    ces 
e^paàms  ,  due  aux  géomètres  Cotes  et  Moivre  ^ 
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et  Qne  démonstration  du  théorème  de  Cotes ,  uni*- 
quement  fondée  $ur  des  principes  connus  à  Tépoque 
où  ce  Géomètre  écrivait.  Ainsi  que  je  Tai  annoncé, 
plus  haut,  je  reviens  ici  sur  quelques  théorèmes 
déjà  démontrés  dans  le  neuvième  chapitre.  La  réso-* 
lution  trigonométrique  des  équations  des  second  et 
troisième  degrés ,  et  la  trisection  de  l'angle ,  font 
le  sujet  du  douzième  chapitre^  qui  ofire  les  moyens 
les  plus  simples  de  réduire  en  nombres  ,  avec -le 
secours  des  tables  trigonométriques ,  les  racines  des 
équations ,  et  même  celles  du  troisième  degré ,  lors- 
qu'elles tombent  dans  le  cas  irréductible  ;  ce  qui  ne 
peut  se  faire  autrement ,  à  moins  de  développer  les 
formules  générales  qui  les  représentent ,  en  séries 
infinies,  pour  les  avoir  sous  forme  réelle  et  conver- 
gentes ,  à  l'effet  de  les  calculer  avec  l'approximation 
désirable,  tl  est  remarquable  que  les  équations  du 
troisième  degré ,  lorsqu'elles  tombent  dans  le  cas 
irréductible  ,  peuvent  toujours  être  ramenées  à  une 
forme  telle  qu'elles  deviennent  comparables  à  l'équa* 
lion  que  fournit  le  problème  de  la  trisection  de 
l'angle.  J'ai  repris  dans  le  treizième  chapitre ,  l'équa- 
tion a:^ —  I  =  o,  pour  la  traiter  par  la  méthode  de 
Lagrange  j  àé\k  employée  dans  le  dixième ,  et  qui 
peut  être  regardée ,  dit  ce  Géomètre,  comme  une 
simplification  de  celle  que  M.  Gauss  a  indiquée 
d'une  manière  générale  dans  l'article  56o  de  sçs 
Disquisitiones  Arithmeticœ  :  puis  j'ai  décomposé  im- 
médiatement ,  et  de  diverses  manières  ,  en  facteurs 
qu'on  ^ache  résoudre ,  les  quotiens  de  la  division  de 
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jp*— ^  I  par  or—  I ,  depiii^  mz=zià  jusqu'à  i»=  i5. 
Cependant  il  sera  toujours  plu$^  ayantageux  d'em- 
ployer^  pour  la  résplutîon  de  toutes  les  équations  de 
ce  genre^  les  formules  epsinus  et  cpsiuus  ^  comùie  on 
J  a  fait  dans  le  onzième  chapitre.  Dans  le  quatorzième 
chapitre ,  j'ai  exposé  quelques  procédés  de  décom^ 
position  des  polynômes  en  facteurs  réels  d'un  degré 
supérieur  au  premier  ;  décomposition  dont  la  possi- 
bilité a  été  démontrée  dans  le  premier  chapitre  de 
cet  OuTrage.  Ceux  qui  veulent  approfondir  cette 
matière  y  doivent  consulter  la  note  X  de  la  restitu- 
tion des  équations  numériques ,  note  que  Lagrangç 
termine  par  cette  obsenratioa  :  a  II  faut  avouer  qu'à 
a  J'exception  de  qnelques  cas  particuliers  où  la  dé- 
D  composition  de  l'équation  est  facile ,  la  méthode 
ai  que  je  viens  d'exposer  est  impraticable  par  la 
»  multiplicité  et  la  longueur  des  opérations  qu'elle 
»  peut  exiger.  *>  On  voit  donc  que  de  quelque  mar 
nière  qu'on  ait  attaqué  la  résolution  des  équations  ^ 
les  efforts  ont  été  infructueux.  J'ai  généralisé  dans 
le  quinzième  chapitre  y  la  question  de  l'extraction 
des  racines  des  quantités  en  partie  ccmmiensurables 
et  eo  partie  incommensurables  ^  qui ,  dans  la  pre- 
mière Section  j  avait  été  restreinte  à  la  racine  carrée 
de  ces  sortes  de  quantités.  Dans  le  seizième  j  il  est 
gestion  de  l'évanouissement  des  radicaux  dans  les 
^oatioDS  J  quels  que  soient  leur  nombre  et  lenrs 
m^ces  :  quelques  exemples  montrent  que  les  opéra- 
tî<^  par  lesquelles  on  fait  disparaître  ces  radicaux  , 
iotroWsent    des  racines   étrangères  à  l'équation 
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proposée.  Le  chapitre  dix-septième  ^  consacré  à  la 
résolution  des  équations  littérales  ,  est  enrichi  d^un 
mémoire  de  Lagrange,  dont  le  nom  s^attache  à  toutes 
les  théories  importantes.  Le  chapitre  dix-huitième  ^ 
où  je  donne  les  développemens  en  séries  des  quan- 
tités exponentielles  et  logarithmiques,  offre  Ten- 
semble  des  moyens  que  fournit  l'Algèbre  pour  calcu- 
ler les  logarithmes  des  nombres  premiers ,  avec  une 
approximation  qui  dépasse  tous  les  besoins*  Entre 
autres  applications  de  ces  développemens ,  une  des 
plus  utiles  est  celle  qui  a  pour,  objet  le  calcul  d'un 
terme  quelconque  d'une  puissance  définie  d'un 
infinitinome  ordonné  suivant  x;  et  comme  cette 
question  est  d'un  grand  intérêt ,  j'en  ai  fait  la  ma- 
tière d'un  chapitre  de  cet  Ouvrage.  Dans  le  chapitre 
dix-neuvième  9  qui  fait  naturelkment  suite  au  précé- 
dent y  on  trouve  les  séries  qui  expriment  le  sinus  , 
le  cosinus ,  etc.  par  l'arc ,  et  réciproquement  l'arc 
par  le  sinus  y  la  tangente  y  etc.  ;  j'y  donne  aussi  les 
développement  suivant  l'arc  y  des  logarithmes  du 
sinus  y  du  cosinus  et  de  la  tangente  ;  et,  à  la  suite  , 
un  aperçu  des  moyens  employés  à  l'ancien  Bureau 
du  Cadastre  pour  obtenir  les  sinus  et  tangentes  na- 
turels avec  une  très-grande  approximation.  Un  des 
plus  grands  avantages  de  l'emploi  de  ces  méthodes 
que  les  Géomètres  de  ce  Bureau  ont  étendues  aux 
logarithmes  des  nombres  el  des  lignes  trigonomé- 
triques  y  était  de  pouvoir  mettre  à  la  fois  en  œuvre 
un  grand  nombre  de  calculateurs  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  que  la  pratique  des 
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premières  opérations  de  TArithmétique  ;  suivent 
eotiin  plusieurs  conséquences  curieuses  des  formules 
tlémontrées  dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent. 
IVoas  avions  prouvé  dans  le  chapitre  premier ,  que 
toute  fonction  algébrique  de  la  forme  a  db&  (/ —  i^ 
est  de  la  forme  P  d=  Q  v/ —  i  j  dans  le  chapitre' 
vingtième  ^  nous  étendons  cette  proposition  aux 
fonctions  transcendantes.  Le  chapitre  vingt-unième 
qui  a  pour  titre  ^  Formules  diverses  ^  a  le  double 
avantage  d'exercer  au  calcul  trigonométrique  ,^et 
d*offirirsous  forme  finie^  les  logarithmes  de  binômes 
élevés  a  des  puissances  fractionnaires  j  ou  de  fonc- 
tions de  ces  binômes  ,  ce  qui ,  dans  plusieurs  cas  ^ 
favorise  des  réductions  et  donne  lieu  à  des  transfor- 
mées précieuses  ,  en  ce  qu'elles  se  prêtent  a  des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  labo- 
rieuses sans  leur  secours.  Le  chapitre  vingt-deuxième 
offre  diverses  formes  de  développemens  du  sinus 
et  du  cosinus  du  multiple  d'un  arc  ^  démontrées 
dans  le  Calcul  des  Fonctions  par  Lagrange;  le 
développement  de  la  tangente  du  multiple  d'un 
arc  suivant  les  puissances  de  la  «tangente  de  l'arc 
simple  y  ceux  de  la  puissance  m''"*'  du  cosinus  et  du 
sinus  d*un  arc  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  mul- 
tiples de  cet  arc  ,  et  les  réciproques  de  ces  séries  ; 
la  décomposition  des  séries  du  sinus  et  du  cosi- 
nus suivant  les  puissances  de  lare  en  facteurs ' 
Vmomes^  d'où  l'on  déduit  Texpression  singulière 
àtla  demi-circonférence  trouvée  par  Wallis:  vien- 
nent ensuite  des  formules   trigonomélriques  nou- 
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-celles  ou  peu  connues  ^  dued  à  M.  Dubourguet ,  et' 
enfin  la  démonstration  d'une  série  curieuse^  due 
à  Eulery  et  qui  dontie  l'arc  suivant  les  sinus  des 
mnhipfle^  de  cet  arc.  Il  s^agit  dans  le  chapitre  vingt- 
troisième  ,  de  la  sommation  des  termes  d'une  pro- 
gression par  équi-différences  j  de  Celle  des  nombres 
figurés  et  des  inver^s  de  ces  nombres;  de  la  for- 
tnule  sommatoire  des  produits  de  la  forme  i.2.5...  p^ 
i.2.5...i.;?(;>  +  i),  etc.,  qui,  indépendamment 
de  l'emploi  que  nous  en  ferons  dans  le  dernier  cha- 
pitre, -peut  avoir  d'autres  applications  utiles ,  ainsi 
qu'il  arrive  de  plusieurs  recherches  analytiques  que 
l'on  est  quelquefois  tenté  de  regarder  comme  de 
simple  curiosité  ;  et  enfin  de  l'évaluation  des  sommes 
des  produits  diflFérens  2  à  2 ,  3  à  3 ,  etc.  qu'on  peut 
faire  avec  tous  les  termes  d'une  suite  par  différencies 
constantes,  d'où  l'on  déduit  la  résolution  des  équa- 
tions dont  les  racines  forment  une  pareille  suite.  Le 
chapitre  vingt-quatrième,  où  il  est  question  de  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles ,  est  unf^ 
inlroductiori  au  suivant  :  j'expose  les  méthodes  algé- 
briques les  plus  simples  pour  opérer  cette  décompo- 
sition ,  en  renvoyant  d'ailleurs  au  Calcul  différentiel 
qui  fournit  des  procédés  plus  expéditifs.  Le  chapitre 
vingt-cinquième  offre  la  solution  de  ces  quatre  ques- 
tions dans  lesquelles  consiste  la  doctrine  des  suites 
récurrentes  :  i*  étant  donnée  une  suite  récurrente  et 
l'échelle  de  relation,  assigner  la  fraction  génératrice 
et  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une 
telle  suite  j  2*  une  fraction  rationnelle  étant  donnée , 
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trmiYer  le  terme  gëne'ral  delà  série  récurrente  à 
laquelle  elle  demie  lieu  ;  3*  étant  donnée  une  série  ^ 
découvrir  si  elle  est  récurrente  ;  4**  le  terme  général 
d'une  série  récurrente  étant  donnée  trouver  la  frac- 
tion génératrice.  Quelques  exemples  choisis  servent 
à  familiariser  le  lecteur  avec  les  méthodes  exposées 
dauas  ces  deux  derniers  chapitres.  Le  chapitre  vingt- 
sixième  qui  a  pour  titre:  Transformation  de^  fractions, 
jesi  extrait  d'un  mémoire  fort  curieux  du  célèbre 
Lagrange  ,  mémoire   consigné  dans  le  cinquième 
cahier  du  Journal  de  VÉcole  Polytechnique  :  en 
partant  d'une  conclusion  de  l'auteur ,  je  démontre 
d'après  J7aro5)Vun  de  mes  collègues  à  l'ancien  Bureau 
du  Cadastre  y  l'importante  proposition  de  l'incom- 
mensorabUifé  de  la  circonférence  avec  le  diamètre. 
On  Uouve  dans  le  vingt-septième  chapitre,  le  déve- 
loppement dé  la  théorie  donnée  par  M.  Laplace  , 
pour  TélimBiation  au  premier  degré.  Il  parait  que' 
Cramer  est  le  premier  qui  ait  remarqué  la  loi  que 
suivent  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations 
du  premier  degré^,  et  qui  ait  indiqué  des  méthodes 
pour  construire  ces  valeurs,  sans  passer  par  le  calcul 
de  réHmination.  Postérieurement^  Bezouty  dans  sa 
Théorie  générale  des  équations  algébriques  ,  a  apporté 
<^elques  modifications  à  ces  méthodes  ;  mais  elles 
tout  denieurées  entre  ses  mains,  comme  entre  celles 
h  Cramer  ,  le  résultat  d'une  simple  induction.  Ce 
û'«t  seulement  qu'en  1772  que  M.  Laplace  y  dans  les 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  y  a  démontré 
pour  U  première  fois  y  d'une  manière  générale  et 
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rigoureuse^  Texactitude  de  ces  formules.  Nousrap-» 
portons  ici  les  démonstrations  de  MM.  Gergonne  et 
Laplaccy  dont  la  première  n'est  que  le  développement 
de  la  seconde.  Le  chapitre  vingt-huitième  a  pour 
titre  :  Théorie  élémentaire  des  probabilités ,  matière 
qui  jusqu'ici  n'a  pas  trouvé  place  dans  les  élémens. 
Après  avoir  résumé  le  plus  succinctement  possible  y 
le  discours  qu'on  trouve  en  tête  de  la  Théorie  anafy" 
tique  des  probabilités  y  par  M.  Laplace^  et  la  notice 
historique  qui  termine  YEssai  philosophique  des 
probabilités ^  parle  même  Géomètre ,  je  pose  les  dix 
principes  qui  servent  de  fondement  à  cette  partie  de 
la  science  9  et  après  avoir  éclairci  immédiatement 
chacun  d'eux  par  la  résolution  de  quelques  questions 
simples^  je  passe  à  une  série  d'applications  qui  ne 
supposent  cependant  que  les  méthodes  exposées  dans 
ce  volume^  et  particulièrement  les  développemens 
d'une  puissance  quelconque  entière  d'un  binôme  et 
d'un  polynôme ,  et  l'interprétation  de  chacun  de  leurs 
termes.  En  reprenant  cette  importante  matière  dans 
un  ouvrage  particulier,  je  lui  donnerai  desdévelçppe- 
mens  qui  ne  pouvaient  entrer  dans  le  cadre  de  celui- 
ci  ^  qu'il  était  plus  difficile  de  resserrer  que  d'étendre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Une  éqjuUion  de  degré  quelconque  ^  ne  peut  avoir 
que  des  racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires 
de  la  forme 

a  =fc  b  {/^:^j 

a  eih  étant  des  quantités  réelles. 

1 .  v/n  saîtCI'^sect. ,  ch.  XXVHI)  que  toute  équation  de  degré 
impair ,  est  divisible  par  un  facteur  réel  du  premier  degré, 
n  suffit  donc  de  prouver  que  toute  équation  de  degré  pair^ 
est  décomposable  en  facteurs  du  second  degré  de  la  formo 

a^  +  mx  +  n, 
m  et  n  étant  des  quantités  réelles. 

^  Noos  ferons  précéder  la  démonstration  de  cette  propo- 
lition ,  de  quelques  théorèmes  préliminaires. 

Si  une  équation  algébrique  a  pour  racine  une  quantité  de 
k  forme  a  -|-  b  y/ —  i ,  elle   en  aura  nécessairement  une 
«tne  de  la  forme  a  — b  |/— i . 
Sût  Véquation 

a:--Xx»-'+ Bx*-^  —  Cj-^.  . . .+ Tx  —  V  =  o. .  .(M)  ; 

«  -f-  3  y'—  1  étant ,  par  hypothèse ,  une  des  racines  de  cette 
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équation ,  le  premier  membre  s*évanopira  en  écriyant  ff+^  V^— i 
pom*  X  dans  (M)  ;  on  aura  donc 

l(a+iV^:iT)"— A(a+6V^=7)'"-'+B(a+i/:irr)"-^. . . . 
....— V  =  o (N): 

1    fauttdonc  prouver  qu*on  a  en  même  temps  » 

(a— ft  v^Zn")-^— A(a~6  v/Z:r)~-'4.  B  (a— i  v/H?)"»-* 

....— V  =  o (NO- 

Or  en  e(rectua;nt  les  déyeloppen^ens  indiqjaéa  dans  (Ny,  I^ 
résultat  sera  composé  de  deux  espèces  de  termes^  les  uns 
réels  donnés  par  tes  premiers  termes  de  chaque  binôme^  et 
par  les  puissances  paires,  de  +  J  V^ —  *  >  1^  autres  imagi- 
naires provenant  des  puissances  impaires  de  -f-  6  ^ —  i  ; 
ensorte  que  le  premiev  memlse  du  (N^  sera*  et  la  forme 
p  ^  Q  k' —  1 ,  en  représentant  par  P  la  somme  des  termes 
réels ,  et  par  Q  la  somme  des  coefficiens  aussi  réels  de 
V^^—  1.  On  aura  donc 

P  +  Qï/^^=Q;    d'où    F  =  o,    Q  =  o, 

parce  qa*i)  ne  pe^  j  avoir  destrucHo»  entre  dés  termes  réel» 
et  des  termes  imaginaires. 

Maintenant  qu'on  effectue  les  opérations  indiquées  par  (N^  : 
le  résultat  sera ,  comme  le  précédent ,  composé  de  termes  réels 
et  de  termes  imaginaîs:^  ;  les  puissances  paires  de  — *  6  |/-^i 
étant  les  mêmes  que  cettes  de  -f-  6 1/—  i  ^  et  les  premiers  termes 
4e9  bixumies  étant  en  outre  égaux  da;ns  (N)  et  (N')  ^  on  aura 
de  part  et  d'autre  P  pour  la  somme  des  termes  réels  :  les 
puissances  impaires  de  —  6  \/ —  i  ne  différant  que  par  le 
signe  de  celles  de  +  i  v/ —  i  ,  on  aura  —  Q  V^ —  i  pour 
la  somme  des  termes  imaginaires  :  ensorte  que  le  résultat  de 
h  substitution  sera  P  —  Q  y^—  i.  Mais  on  a  trouvé 
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donc  U  i]iUDtité  a  —  ft  V^^^  substituée  au  llea  de  x  d«as 
la  proposée ,  rédmt  aussi  le  premier  membre  à  zéro. 

Trnie  fonction  ulgibriqtte  de  i  dih  \/—'i ,  peut    être 

ramenée  à  la  fotm»  P  dt  Q  ^^~t ,  f  et  Q  étant  des  quan- 
tités réelles  (*^. 

On  a 

=  (a  +  a' +  etc.  )  ±  (6 +5' +  etc.  )  |/=n". 
dow        P=:a+o'  +  ctc.,      Q=ft+ft'+etc.; 

=  («'  — W)  i:  (a'fr+  ai')  l/^TT, 
donc  P=fla'— M^,       Qzzia'i+ay, 

</±à'  V^^^i       {a'±.V  •-irï  )  (a'  :p  y  i/ITT 

__  ^wHrWO^Co'i— ai')  kCTÏ) 
?r^T?ï -* 

donc  P=:2^±**:        o-^tz^ 

Le»  calculs  £ù(a  pour  démontrer  k  {marner  diéoràme  dé 
ce  titre,  prourentqoe  la  fonction  (a  ±:  i  V^^)>»  est  de  la 
forme  P  ±  Q  ^CÎ7. 

Nom  ferons  voir  dans  l'un  des  chapitres  suivans  que  |/II7 
«admet,  dans  le  Cas  de  «  nombre  pair,  que  des  racines 
w^aire* ,  et  que,  pour  n  Manhre  impair,  elle  comporta 
*»   seule    racine  réelle.    Cela    posé,  si  dans   l'exprewion 

('  tindical  imaginaire  peut  excéder  le  second  degré ,  comme  ^^^^lî^^ 

^ r ' 

«Mi^  oa  nil  <|.e  K—  A-  =  K  AI/iTT. 

1., 
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p[  (p  +  (/  V/— 0"*i  où  N  est  un  polynôme  réel ,  on  rem- 
place  V/ — 1  par  a+i  y — i,  et  qu'on  pose 

on  aura 

P  et  Q  étant  des  quantités  réelles.  On  prouverait  de  même 
que 

L„  =  P'4.Q'|/-i), 

p'  et  Q'  étant  pareillement  des  quantités  réelles. 
Considérons  la  fonction  ^a+b\/—i ,  et  posons 

V/a+&/— 1  +  Vu  —  &  V^^  =  u. . . . (i)  ; 
élevant  au  carré,  il  vient 

quantité  nécessairement  positive;  donc  u  sera  une  quantité 
réelle  :  élevant  ensuite  au  carré  la  différence 

\/a+b\/—i  —  \/a  — *V— 1  =  f . .  • . (a)  , 
ce  qui  donne 

t*  sera  une  quantité  essentiellement  négative  :  donc  on  pourra 

poser  /—— 

«•=— V,      d'où      t  =  ±V/— 1> 

V  étant  une  quantité  réelle  :  ajoutant  les  résultats  (i>et  (a), 
a  viendra  
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et  retranchant  (a)  de  (i) ,  on  aura 


^\/a  —  b\/—  i=:uq=  VV^i  ; 

ainsi  le  double  signe   de  Y  K  *—  i  répond  au  double  signe 
de  b  ^ —  1 ,  et  on  a 

Considérons  encore  la  quantité 

^y =.       *'  r- ■ 

Va  +  i/— i  +  Vû-iV'— i  =  a (3)^ 

on  obtiendra  par  l'élévation  au  carré  ^ 


Va  +  i  V^—  i  +  a  ï/a»4-6*^ 

quantité  essentiellement  pbsitiye  :  donc  z  sera  une  quantité 
réelle.  Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  de 


Y/û  +  iV/-i_Vû— iV^— i=v (4), 

on  aura 


+  Va— iV^— i  =  u— aV^a*+i»=v», 
quantité  essentiellement  négative  ;  car  on  a  fait  plus  haut 


ensoite 

qne 

ac  +  î 

<4/«' 

inc 

il/c»  +  6' 

+  A-, 

S(à 

^ 

B<3v5 

'+K 

v»  = 

—  X» 

d'où      4 

/=:±X 

/zn 
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X  étant  une  quantité  réelle  :  combinant  les  équations  (^  et 
(4)  par  addition  et  par  soustraction  >  il  viendra 


c'est-à-dire , 

4 

où  P  et  Q  sont  des  quantités  redits* 

3.  Nous  passerons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorèmc»^ 
annoncé.  Soit ,  à  cet  effet ,  Téquation 

x*  +  Ax«-*  -f  Bx*-*+. +  Tor-f-  V  =  G, 

m  étant  de  la  forme  s^,  fê  étant  un  nombre  impair  >  et  con-- 
séquemment  m  un  nombre  pair  une  fois  seulement  divisible 
par  a.  Quoique  les  racines  a ,  b ,  c  ,  etc.  de  eette  équation  , 
ne  soient  pas  connues^  on  peurra  néanmoins  exprimer,  ai» 
moyen  des  cœificiens  A  »  B .....  T  et  V  >  ceux  d*mie  autre 
équation  qui  aurait  pour  racines  toutes  les  combinaisons  ^ 
telles  que  a  -f"  ^>  ab ,  et  même  a  +  fc  +  kab ,  k  étant  im 
nombre  quelconque  (^).  Une  équation   ainsi  formée  sera  dt» 

degré  m  ,  nombre  impair  ,  puisque ,  par  hypothèse  ^ 

m  est  une  seule  fois  divisible  par  a;  donc  elle  aura,  au  moins  , 
une  racine  réelle.  Mais  pour  que  la  proposée  soit  divisible 
par  un  facteur  réel  tel  que  ar*+  mx^n,  i\  faut  que,  dana 
la  combinaison  de  la  forme  a  +  6  +  kab ,  la  somme  et  le 
produit  aient  lieu  entre  les  mêmes  racines.  Tout  se  réduit 
donc  à  démontrer  que  cette  condition  peut  toujours  être  sa- 
tisfaite. En  effet ,  puisqu'on  peut  assigner  à  k  une  infinité  de 
valeurs  différentes  ,  on  pourra  donc  former  une  infinité  de  ces 
équations  dont  chacune  aura,  au  moins,  une  racine  réelle  ; 


(*)  Cette  qutttioa  fera  nftolue  dans  l'an  des  chapitres  suiTans ,  qui  né 
tnppose  tu  «ucone  ttaai^ce  la  doéuine  tXfoUe  dans  ccht^€i4 
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et  si ,  par  exemple ,  la  proposée  est  du  sixième  degré  »  dki  fie 
pourra  nier  que  quinze  fois  de  suite  que  la  raciue  réelle  ol>« 
tenue ,  soit  Ik  même  ^  à  la  dîHerence  du  nombre  k,  que  Tune 
des  racines  réelles  ééjk  th>utéeB  :  conséquèmmeiit ,  il  existera 
deux  racines  réelles  telles  que 

a  +  b  +  kab, 
a  +  b  +  k'ab, 

qui  se  composeront  des  mêmes  lettres^  ensorte  qu'on  aura 

«  +  *  +  *«*  =  «> 

a  +  b  +  k'ab  =  C , 

•  et  ff  étant  des  quantités  réelles  :  on  déduit  dé  là 

Donc  t équation  du  degré  %« ,  ft,  étant  un  nombre  impair  quelt 
conque  f  admet  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Si  la  proposée  est  du  degré  4f^,  f*^  étant  un  nombre  impair 
quelconque ,  Téquation  d*où  dépendra  la  fonction  des  racines 
a  -|-  fr  -f"  1^  >  fl^f^  au  dftgré  a*  f  9  étant  un  nombre  impair  ; 
cette  équation  aura  >  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré  » 
un  furteur  réel  de  la  forme 

u*  •+•  fn'u  4-  n\ 

qui,  par  sa  résolution ,  donnera  l'une  des  fonctions 

a  -+-  b  -+-  hab ,      o  +  e  +  kac,      etc. 

Parmi  toutes  ces  racines  ^  il  y  en  aura  une  de  la  forme 

A  +  B  V^=^  , 

À  èonnant  à  k  Une  inGnité  de  valeurs  successives  ,  cbacune 
des  4qaations  résultantes  admettra  un  facteur  réel  du  second 
àegk  qui  donnera  une  racine  de  la  même  forme  :  on  re^ 
trôufca  donc^  néeeisairement  deux  combinaisons  entre  leS' 
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mêmes  lettres 

a  +  b  +  kabz=zA  +  'B  V^^i 
a  +  i  +  fe'ai  t=  A'  +  B'  V"— 1, 

d*où  on  déduit 

a  +  6  =  M  +  N  v/^^>      ci  =  M'  +  N'  V^  V 

donc  la    proposée  am-a  un   facteur  du  second  degré  de  la 
forme 

d*où 


x: 


mW-.^  ^^M+Nv/-.y__^.^^,  ,^^ 


réductible  à  la  forme 

X  =  P  +  Q  k^=7. 

Mais  une  racine  de  cette  forme  a  toujours  ^  d*après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment  ^  une  conjuguée  telle  que 

a^=P-Q  i/=:T, 

et  le  produit  des  facteurs  correspondana  est  a:*  +  'ï*^  +  '^  > 
m  et  71  étant  des  quantités  réelles. 

Donc  une  équation  du  degré  4^,  f*  étant  impair ,  admet 
un  facteur  réel  _  du  second  degré. 

On  étendrait  facilement  cette  analyse  à  une  équation  d'un 
degré  trois  ^  quatre  >  etc^  fois  divisible  par  2 ,  et  on  en  con- 
clurait y 

l^  Quune  équation  de  degré  pair,  est  décomposahle  en 
facteurs  réels  du  second  degré  ;^ 

^^,,  Quune  équation  ne  peut  avoir  que  des  racines  réelles 
ou  des  racines  imaginaires  de  même  forme  que  celles  du 
second  degré. 

Cette  (Jémonstratioo  ^  observe  M«  Lagrange  j^  ne  laisse  rien 
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à  désirer  comme  simple  démonstration  :  mais  si  on  voulait 
résoudre  effectivement  mie  équation  en  ses  facteurs  réels  de 
deirx  dimensions ,  il  serait  comme  impossible  de  suivte  le 
procédé  indiqué  par  cette  analyse.  (  Voyez  résoL  des  équat. 

nitmér.f  note  X    sur  la  décomposition  des  polynômes  iun 

degré  quelconque  en  facteurs  réels,  ) 

4.  On  peut  déduire  de  la  proposition  précédente  que  toute 
fonction  algébrique  de  a  +  b  K —  1  est  de  même  forme  :  car 
égalant  la  fonction  que  Ton  considère  à  une  inconnue ,  et  fai-* 
sant  disparaître  les  radicaux  qu'elle  contient  par  l'élévation 
aux  puissances  ^  on  aura  pour  déterminer  l'inconnue  y  une  équa- 
tion de  degré  pair  ^  dont  les  racines  imaginaires  seront  de  la 
forme  P  ±:  Q  1/ —  1 .  Si  la  fonction  est  transcendante  ,  mais 
développable  en  une  suite  de  termes  qui  soient  algébriques^ 
on  du  moins  développables  eux-mêmes  en  séries ,  jusqu'à  ce 
90 Vm  n'ait  pins  qu'une  suite  de  termes  algébriques  ^  ces  termes 
«en>nt  tons  de  la  forme  P  db  Q  V^—  1  ;  donc  leur  somme  sera 
aussi  de  la  même  forme.  Il  resteriait  donc  à  prouver  que  toute 
fonction  algébrique  est  développable  en  série. 


Digitized  by 


Google 


lo  ANALYSE 


CHAPITRE  n. 

Des  racines  imaginaires. 

5.1^  ous  allons  assigner  des  caractères  qui  «ervèfet  à  recon- 
naître si  une  équation  a  des  racines  imaginaires  et  des  règles 
pour  déterminer ,  dan&  cettains  cas  ^  le  nombre  de  ces  «racines. 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles  ^ 
les  carrés  de  leurs  différences  sont  tous  positifs;  par  consé- 
quent réquation  dont  ces  carrés  seront  les  racines ,  n'ayant 
que  des  racines  positives  ^  aura  nécessairement  les  signes  de 
ces  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  (  P*  sect.  , 
chap.  XXYIU  )  ;  de  sorte  que  si  cette  condition  n  a  pa& 
lieu ,  on  sera  assuré  que  Téquation  proposée  comporte  néces- 
sairement des  racines  imaginaires. 

Réciproquement  >  si  Téquation  aux  carrés  des  différences  , 
n*a  que  des  variations  de  signes^  la  proposée  n  admettra  que  des 
racines  réelles  ;  car  si  les  racines  n  étaient  pas  toutes  réelles ,, 
il  y  en  aurait  au  moins  deux  imaginaires ,  que  nous  désigne- 
rons par  «+  ^  V —  *  ®*  *  —  ^  \/"-  1  i  le  carré  de  leur  diffé- 
rence serait  —  4^  :  donc  Téquation  aux  carrés  des  différences 
aurait ,  au  moins ,  une  racine  réelle  négative ,  et  par  con- 
séquent ,  au  moins,  une  permanence (P*  sect.,  chap.  XXK)  , 
ce  qui    est    contre  la  supposition. 

Puisque  chaque  couple  de  racines  imaginaires  de  l'équation 
proposée,  introduit,  au  moins,  une  racine  réelle  négative  dans, 
l'équation  aux  carrés»  des  différences ,  et  qu'une  racine  réelle 
négative  introduit ,  au  moins  ,  une  permanence  dans  les  signes  « 
Véquation  proposée  ne  pourra  donc  avoir  un  nombre  'de  racines, 
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îmàgMiaires  ,  plus  grand  que  le  double  du  nombre  de  penn»« 
nences  qui  se  trouyeDt  dans  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. Ainsi  on  pourra  toujours  reconnaître  à  ^inspection  des 
signes  de  cette  équation ,  ai  toutes  les  racines  de  Téquatioa 
proposée  sont  réelles^  et  le  plus  grand  nombre  de  racines 
imaginaires  que  cette  dernière  peut  admettre. 

Appliquons  ces  théorèmes    à  quelques   équations,  et  soit 
d^abord  cdle  du  second  degré 

a:*  —  Ax  +•  B  =  G  ; 

réqnation  aux  carrés  des  différences  est 

y^A'  =  o. 
dans  laquelle 

A'  =  A*  —  4B: 

or  pour  que  les  racines  de  la  proposée  soient  réelles ,  il  faut 
que  les  signes  de  Tequat 
alternatif ,  ou  qu'on  ait 


que  Jes  signes  de  Tequation  aux  carrés  des  différences ,  soient 


A'>o      ou      :^_B>o: 
4 

«Des  seront  imaginaires  dans  le  cas  de 

A'  <  o      ou      :^  —  B  <  G  : 
4 

pour  qu'elles  soient  égales ,  il  faut  qu'on  ait 

A* 

A'  =  G      ou      -—  -—  B  =  o , 
4 

coGclttsions  que  nous  ayons  déduites  immédiatement  de  Texa- 
«a  des  racines  (I"  sect. ,  cbap.  XIX). 
^oor  que  les  racines  de  l'équlKtion 

a:3_Ajc*  +  Bjp  —  C=o, 

«oient  vntes  réelles ,  il  fant  que  l'équation  aux  carrés  des 
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difTérencés  des  racines ,  savoir , 

y  _  j^y  +  B'y  —  C  =  o  , 
ne  contienne  qne  des  variations  de  signes ,  ou  qu*on  ait 
A'>o,      B'>o,      C'>o; 

si  Tune  de  ces  conditions  manque  ^  la  proposée  ne  pourra 
avoir  toutes  ses  racines  réelles;  elle  en  aura  donc  deuxim»* 
ginaires. 

Nous  avons  trouvé  {V^  sect. ,  chap.  XXVHI)  que  l'équation 

x3  _  207  —  5  =  o , 

avait  poiu:  équation  aux  carrés  des  différences , 

y  —  lay  +  SSj^  +  643  =  G  ; 

comme  cette  équation  n'a  pas  les  signes  alternativement  po-« 
sitifs  et  négatifs  ,  on  en  conclut  sur-]e-champ  que  la  proposée 
a  nécessairement  deux  racines  imaginaires^  et  par  conséquent 
une  seule  racine  réelle. 

7.  On  peut,  dans  certains  cas,  déterpilner  le  nombre  dos 
racines  réelles  et  celui  des  racines  imaginaires.  Soient  a^b^ 
c  y  etc.  les  racines  réelles  d'une  équation  5 

«  di  /S  \/ —  1 ,'      y  ±2,  t"  y —  1  ,    etc, 

les  racines  imaginaires  :  les  carrés  des  différences  seront^ 
1**.  entre  les  racines  réelles, 

{a  —  b)\      {a  —  c)\      (a^d)\      etc., 
ib  —  c)\       (^b^dy,       {c^d)\      etc.; 

â**.  entre  les  racines  imaginaires  conjuguées, 

—  4s»  ,      —  4J'*  ;       etc.  ; 

3".  entre  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires  y 
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te .  -  *  ) + ci/-=-i]%  [(--*)-  ff»/^?, 
r(-  -  c) + ci/-o%  c(—  c )  -  ffï/=:?. 
a-  -  <o + f /-o*.    [(—  '^)  -  «t/^3% 

etc.  etc.  ; 

J^.  entre  les  racines  imaginaires  non  conjuguées , 

etc.  etc.  t 

Soit  m  le  degré  de  réquation  proposée  :  on  sait  que  celui 
de  réquation  aux   carrés   des    différences    ded  racines,  est 

— — ^  =  n  ;  soient  p  le  nombre  des  racines  réelles  ,  2(/* 

celui  des  imaginaires /ensorte  que 

m  =  p  +  22fl  : 

il  est  facile  de  toît  que  parmi  les  n  racines  de  Véquation  aux 

carrés  des  différences ,  il  y  en  aura  nécessairement  cLl£__y 

fl 

réelles  et  positives ,  q   réelles  et  négatives  >  apq  imaginaires 

de  la  trobième  espèce  distinguée  ci-dessus  ,   et  a*;  ((/ —  i  ) 

imaginaires   de  la  quatrième  espèce  y  parce  quft  du   nombre 

-     ^ ^  des  différences  entre   toutes  les  racines  imagi- 

i&res  y  on  doit  retrancher  9  différences  déjà  prises  :  on  aura 
^  en  total ,  ^9  (p  +  9  ~~  ^  racines   imaginaires. 

^*on  effectue  partiellement  les  produits  des  facteurs  cor- 
i^^C9ÇQodui9  à  chacune  des  classes  de  racines  ci-dessus  ;  le  dernier 
tenBk^  Véquation  aux  carrés  des  différences  des  racines,  sera 
le  proàétde  tous  les  derniers  termes  des  produits  ainsi  formés, 
et  il  est  âair^ 


pf 
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1*.  Que  le  produit  des  facteurs  dus  avx  2-i£ L  racines 

Véelles  et  positives ,  aura  son  dernier  terme  positif  ou  né- 
gatif, suivant  que  le  nombre  de  ces  racines  ,  sera  pair  ou 
impair. 

a*'.  Que  celui  des  facteurs  résultans  des  racines  de  la  seconde 
classe  y  aura  toujours  son  dernier  terme  positif  >  quel  que  soit 
le  nombre  des  racines  ; 

3**.  Que  celui  des  facteurs  correspondans  à  toutes  les  racines 
imaginaires,  aura  toujours  le  dernier  terme  positif ,  puisque 
ces  racines  étant  deux  à  deux  de  la  forme  (M  +  N  1^—  i)* 
et  (M  —  N  |/ —  i  )%  les  produits  des  seconds  termes  des 
facteurs  conjugués  ,  seront  de  la  forme  (M*  +  N*)%  ensorte 
que  le  dernier  terme  sera  essentielleBKDt  positif. 

D'où  on  conclura  que  le  dernier  terme  de  Téquation  aux 
carrés  des  différences,  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 

nombre  ^-^ sera  pair  ou  impair. 

Supposons  1^.  que  ce;  dernier  terme  soit  positif,  auquel  cas 

le  nombre  -^-— i- doit  être  pair  :  Vun  des  deux  facteurA 

s^ra  nécessairement  pakr,  et  on  aura 

^  =   2A  ,         Jeu        p  =  4a  , 

2JZ1.  =  2x ,       d*où      p  =  4x  4-  1  ; 

d*où  il  suit  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  , 
sera  multiple  de  4>  s'il  doit  être  pair,  c'est-à-dire,  si  le  degré 
de  réquation  est  pair  ;  ou  multiple  de  4  augmenté  de  l'unité , 
si  le  degré  de  Féquation  est  în^MÛr.  11  sera  donc  impossible 
que  le  nombre  des  racines  réelles  ,  soit  â,  3,  6 ,  etc.  o«  de 
1^'une  des  formes  4^4"^  ou  4^  +  3. 

Supposons  a^,  que  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés 
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des  différences ,  soit  négatif,  auquel  cas  "  v.P""    )  ^^^  ^^ 
xioipbEe  impair  donc  alors  oa 

2^aA  +  i,,    d'où      pz=4?^  +  u, 

ElZl  =  aA  +  I  ,      d'où      p  =  4a  +  3; 

d'où  il  suit  que  le  noial^e  des  racioes  réelle»  de  la;  proposée 
sera  nécessaireinent  un  multiple  de  4  augmenté  de  a,  si  le  degré 
de  la  proposa  est  pair ,  on  qu'il  sera  un  multiple  de  4  aug- 
menté de  3  ,  si  le  degré  de  la  proposée  est  impair  ;  de  sorte 
cfo* il  sera  impossible  que  le  nombre  des  racines  réelles  soit 
1,4»  &»^»d»  ^^'  >  ou  X  en  général ,  de  Tune  des  forme» 
4a  et  4a  +  j. 

Supposons    maintenant   que    l'on    sache  d'avance  que  le 

nombre  des  racines  imaginaires  d'une  équation ,  ne  peut  être 

plus  grand  que  quatre,  et  que   cette  équation  soit  de  degré 

pmr  t=  oA  :  on  pourra  d*abord  reconnaître ,  d'après  l'inspection 

des  signes  de  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  si  toutes 

les  ractoes  sont  réelles  ;  si  elles  ne  le  sont  pas  ,  l'équation  doit 

donc  ay€>ir  deux  on  quatre  racines  imaginaire» ,  ensorte  qve  le 

nombre  des  racines  réelles  est  a&  -—  a  ou  aA  —  4  >  ^^  nombres 

sont  pairs,  et  ils  afférent  de  deux  unités  :  donc  l'un  des  deux 

sera    compris  dans  la  formule  4^,   et  l'autre   dans    celle-ci 

^x-l-s  ;  mais  le  nombre  des  racines  réelles  est  de  l'une  de 

ces  formes  4^  ou  4^  +  ^  >  suivant  que  le    dernier  terme  de 

{«qoation  aux  carrés  des  dilFéreik:es ,   est  positif  ou  négatif  > 

<*  saura  donc  lequel  de  ces  deux  nombres  représente  celui  des 

véa&  réelles. 

&  Véquation  proposée  est  de  degré  impair  =  aA  -f-  i ,  on 
rccQB&aitra  de  même  si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  en 
^«awBUBt  st  les  signes  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  , 
aont  a^lenatîveinent  positifs  et  négatifs  :  si  cette  condition  n'est 
pat  sadsbàe,  la  proposée  aura ,  d'après  ce  qu'on  sait ,  à  priori  , 
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deux  ou  quatre  racines  iqiaginaires  ;  donc  le  nombre  des  ra« 
cines  réelles  ,  sera  ou  aA  —  i  ,  ou  2A  —  5  ;  Tun  de  ces 
nombres  sera  de  la  forme  4^  + 1  ^  et  Tautre  de  la  forme 
4^  ^  5  :  le  signe  du  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés 
des  différences ,  fera  connaître  alors  celle  de  ces  deux  for- 
mules dans  laquelle  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  propo- 
sée ,  se  trouve  compris. 

Ainsi  y  à  la  seule  inspection  des  signes  de  Téquation  aux 
carrés  des  différences,  on  pourra  juger,  1®.  si  toutes  les 
racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles  ou  non  ;  â**.  si  le 
nombre  des  racines  réelles  est  un  de  ceux-ci,  1 ,  4>  5 ,  8,9% 
13,  i3,  etc.,  comprb  dans  les  formules  4x  et  4^  + 1  >  o** 
s'il  est  de  la  suite  a,  3,  S,  7,  10,  11 ,  etc.  donnée  par  4^+2 
et  4^+  3,  ce  qui  suffira  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  et  celui  des  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui 
ne  passent  pas  le  cinquième  degré,  et  dans  toutes  celles  à 
l'égard  desquelles  on  saura ,  à  priori ,  que  le  nombre  des  racines 
imaginaires  ne  peut  excéder  quatre. 

8.  Nous  allons  passer  à  1^  recherche  des  racines  imaginaires 
des  équations. 

On  a  prouvé  que  ces  racines  sont  toujours  de  la  forme 
ti  +  fi  {/ —  1 ,  tt  et  fi  étant  des  quantités  réelles ,  et  on  a  dér- 
montré  que  la  substitution  de  tt-{-fi  \/ —  1  pour  x  ,  donnait 
un  résultat  de  la  forme  V  +  Q\/ — 1,  P  et  Q  étant  des 
quantités  réelles ,  résultat  qui  ne  peut  être  égal  à  zéro  ,  à 
moins  qu'on  ne  pose  séparément 

P  =  o  ,       Q  =  o. 
Mais 

P  =  *«  -f.  F*"-»  +  P"««-«  +  etc.  ==  o (1)  , 

Q  =  mfim^-^'  +  Q'*"*-»  4.  q^sc"^-^  +  etc.  =0 (a)  , 

P',  P",  etc. ,  Q',  Q",  etc.  étant  des  fonctions  connues  de  fi 
et  des  coefficiens  de  la  proposée  ;  la  question  se  réduit  donc 
à  trouver  tous  les  systèmes   de  .  valeurs  réelles  de  «  et  /S  qui 
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saiiafont  aux  deux  équations  (i)  et  (â).  On  j  parviendrait 
en  éliminant  «  suivant  la  méthode  connue  (  P*  sect. ,  cb.  XXV)» 
et  che^rdMBt  les  racines  réelles  de  Téquation  en  ^3  ^  et  les  valeurs 
correspondantes  de  «. 

Or  9  on  sait  que  chaque  couple  de  racines  imaginaires  coih 
^i^ées  «-f-/SV/ — 1,  «— iS^/ — 1,  donne  nécessairement 
dans  l'équation  aux  carrés  des  différences  >  une  racine  réelle 
négative  —  ^,  d*où  il  suit  qu'en  changeant  dans  celle-ci  les 
signes  des  puissances  impaires  de  l'inconnue  >  puis  cherchant  les 
racines  réelles  et  positives  j/,  y",  y"^  etc. ,  on  aura 

y  =4^'.        /-4^,        etc.. 
aou 

<»  =  -^.  J^=:i^        «te 

Jjes  valeurs  de  fi  ainsi  connues^  on  opérera  sur  les  équations 
(i)  et  (s)»  comme  pour  obtenir  l'équation  finale  eu  fi  y  qui 
donnoait  les  valeurs  de  ^3,  i",  etc.  ;  mais  avant  d'arriver  à 
cette  équation ,  on  parviendra  à  un  reste  du  premier  degré  ^ 
de  la  forme  Â«  —  B  »  A  et  B  étant  des  fonctions  de  ^  :  ce  reste 
étant  égalé  a  zéro  ^  fournira  une  équation 

A«  —  B  =  G, 

qui  donnera  une  valeur  de  «  >  correspondante  à  la  valeur  subs- 
titaéeponrC. 

Lorsque  les  parties  réelles  «  >  y  >  etc.,  des  racines  imagi- 
naires ,  seront  inégales  entr'elles  et  différeront  aussi  des  racines 
ndies  a,  b ,  c ^  etc.  ^  il  est  évident  que  Técpiation  aux  carrés 
^  différences ,  n'aura  d'autres  racines  négatives  que  celles^i 
—  4^,  —  4^*>  etc.  ;  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines 
Mi^  prédsément  le  même  que  celui  des  couples  de  racines 
imaçaaires  de   la  proposée  ^  et ,  dans  ce  cas  ^  les  équations 
(i)  â  (a)  se  pourront  avoir  qu'une  seule  valeur  de  «^  cor^ 
respofiiiste  k  cbacime  des  valeurs  de  yS  ^  et  par  conséquent 
\e  plas  gcuâ  commun  ditiseur  né  pourra  être  que  du  premier 
degrr. 
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Mais  8*il  arrive  qne  ,  parmi  les  quantités  « ,  y  >  etc. ,  il  s^eif 
trouve  d'égales  entr*elles  et  aux  racines  réelles  a,  b  y  c,  etc.  , 
alors  réquation  aux  carré»  des  dilFérence»  aura  nécessairement 
plus  de  racines  négatives  que  la  proposée  n'aura  de  couples  de 
racines  imaginaires.  En  effet ,  soit  à  =  « ,  les  deux  racines  ima- 
ginaires [(«—a) -H^\/^^]%  [(«^c)— jSk'IIT]*  de- 
viendront —  )8*,  —  /8*,  et  par  conséquent  réelles  négatives  : 
de  sorte  que  si  la  proposée  ne  contient  que  les  deux  imagi- 
naires m  +  fi\/ —  1  ,  m  —  fi\/ —  1 ,  réquation  aux  carrés  de» 
différences  contiendra  ,  dans  le  cas  de  •  =  a  ^  outre  la  racine 
réelle  négative  —  4fi* ,  ces  deux  autres  —  ^8*,  —  ^8%  égales 
entr'elles  ;  d'où  l'on  voit  que  lorsque  l'équation  aux  carrés  de» 
différences  a  trois  racines  réelles  négatives  dont  deux  sont 
égales  entr'elles ,  alors  la  proposée  peut  avoir  on  deux  racine» 
imaginaires  ^  ou  six  |  savoir , 

Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

alors  réquation  aux  carrés  des  différences  contiendra  les  deux 
racines  réelles  négatives  —  4fi^ ,  —  /{f*  ;  mais  si  a  =  «  ^  elle 
aura  encore  les  deux  suivantes  —  fi*,  — /S*  ;  sî  de  plus  i=y  , 
die  en  aura  deux  antres  — /*,  — /"•  ;  enfin  sî  on  avait  «= y  , 
alors  les  quatre  racines  imaginaires 

[(*- y)  +  Oft-^) /=7]\       [(— y)  ^(fi^)\/^, 
deviendraient 

-(/5-c^)^  -(/5-^)%  -(fi+f)\  -(^+Ov 

c'est-à-dire ,  réelles  négatives  et  égales  devx  à  deux.. 
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b*où  A  est  aisé  de  ccmclure^ 

1**.  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  Téquah 
tion  aux  carrés  des  différences ,  sont  inégales  entr*elles ,  alots 
la  proposée  a  nécessairement  autant  de  couples  de  racines  ima« 
ginaires  qii*il  y  a  de  ces  racines  ; 

a*.  Que  si,  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  Téquation 
aox  carrés  des  différences  ^  il  s'en  trouve  d'égales  entr'elles  , 
alors  chaque  racine  inégale,  s'il  y  en  a,  donnera  toujours  , 
comme  on  vient  de  le  voir ,  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées ',  mais  chaque  couple  de  racines  négatives  égales ,  telles 
que  —  4^,  —  4^*  qui  résultent  de  /"  =  y8 ,  indiquent  quatre 
racines  imaginaires 

tandb  que  celles:!,  — /B*,— j8»,  —  (/S— J)%  —  (fi  —  ^)\  etc.' 
qui  viennent,  par  exemple  ,  de  a=«  et  de  #i  =  r,  n'en 
donnent  aucune.  Trois  racines  négatives  égales  fourniront  six 
racines  imaginaires 

8Îonaii=/=::A;oi!i  deux  seulement ,  lorsque ,  par  exemple  » 
o  =y  et  /=  %fi  y  auquel  cas  on  a  encore  trois  raoînes  égales 
diacme  â  — 4^.  Quatre  racines  négatives  égales  donneront 
hait  racines  imaginaires 

«dtf/irr,  y±,i\/ziri^  i±:aï/iit,  ^dz^v/irr, 

H  ou  a  C=:/'=A  =  f;  ou  quatre  racines  imaginaires,  si 
■=y=i ,  J^ss^,  A=  aC;  ou  enfin  elles  n'en  donneront, 
mcone,  si,  par  exemple,    les  coefficiens  yS ,  J"  de  y — i 

^ftant  égaux ,  on  a  de  plus  a  =  «,  h:=^y ,  «,  y  étant  les  termes 

^^  dans  les  racines  imaginaires. 
Or  soient  —  ^,  —  y'   deux  racines  égales    négatives   de 

ré^Bidon   aux  carrés  des  différences  *,  on  fera ,   comme  ci- 
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maiâ  il  ne  faudra  plus  substituer  cette  valeur  dans  l'équatioii 

Ai  —  B  =  o  , 

parce  que  (P*;Bect.)  on  en  déduirait  tt:=z^,ce  qui  ne  ferait 
rien  connaître  :  on  fera  donc  les  substitutions  dans  le  reste  pré- 
cédent qui  sera  du  second  degré  en  «  ;  ce  reste  étant  égalé  à. 
zéro  2  donnera  ou  deux  racines  réelles  ,  ou  deux  racines  ima- 
ginaires. Dans  le  premier  cas>  nommant  m'  et  tt"  ces  deux 
racines^  on  aura  les  quatre  racines  imaginaires 

Dans  le  second  cas ,  les  valeurs  de  «  étant  imaginaires ,  contre 
l'hypothèse  ^  on  en  conclura  que  les  deux  racines  —  J'^,  —  y^ 
ne  donneront  pas  de  racines  imaginaires  dans  la  proposée.  Si 
l'équation  aux  carrés  des  différences  comporti^t' trois  racines 
négatives  égales  —  y>  —  y>  ^y'»  *  ^*  valeur 

conrespondraient  trois  valeurs  de  «  ;  d'où  il  suit  que  si  l'on 
substituait  la  valeur  de  fi  dans  le  reste  du  premier  ou  da 
second  degré ,  on  aurait  deux  équations  qui  se  réduiraient  à 
zéro  y  indépendamment  de  «  :  on  fera  donc  la  substitution  dans 
le  reste  du  troisième  degré  en  «  ;  ce  reste  égalé  à  zéro  >  donr- 
nera^  pour  tt,  ou  trois  valeurs  réelles^  ou  une  réelle  et  deux 
imaginaires  :  dans  le  premier  cas ,  on  aura  six  racines  imagi- 
naires ^^t  deux  seulement  dans  le  second^  les  valeurs  imagi-* 
naires  de  •  devant  toujours  être  rejetées. 

g.  Appliquons  ce   qui  vient  d'être  dit ,  i**.  à  la  recherche 
des  deux  racines  ima^aires  de  l'équation 

x^  —  aa:  —  5  =  o , 

traitée  (!'•  sect.  ) ,  et  pour  laquelle  nous  avons  trouvé  Téqua* 
tion  aux  carrés  des  différences 

y  „  iQy  +  36y  +  643  =  o  : 
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changeant  y  en  ^^  y,  puis  les  signes ,  on  anra 

y  +  lay  +  56y  -  643  =  o  ; 

et  il  ne  s'agpa  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  po- 
sitî?e  de  cette  équation  qui  comporte  bien  une  telle  racine  : 
sa  partie  entière  sera  5^  et  par  la  méthode  donnée  (P*  sect.^ 
dbtp.  XXX) ,  on  trourera 

y=5  +  -^ 

6  +  -L- 

5  +  -1- 
6  4-  etc. 
d'où  Ton  tire  ces  firactioni 


etc. 


> 

5 
T 

3i 

,     -g. 

160 

37* 

Ml 
19» 

Comiaissast 

ainsi 

y,  on 

aura 

e 

9 

r 

substituant  «  -4*  ^  V^""  ^  P^^^  ^  ^^°^  '^^  proposée ,  et  faisant 
deux  équations  séparées  Tune  avec  les  termes  réels  ^  l'autre^ 
arec  les  coefliciens  de  }/—  1 ,  on  aura 

^— _(3C*  +  2)  •  —  5  ==  o,  ^    • 

g^ft  —  C*  —  a  =  o  ; 

n  Ton  cherche  le  plus  grand  C(^mmun  diviseur  de  ces  deux 
^lynomes  ,  et  qu'on  ne  pousse  la  division  que  jusqu'au  reste 

èi  premier  degré  en  «^  on  déduira  de  ce  reste  égalé  à  zér<> 

VV«  sect.  ) 

i5 

•-        4(a^  +  i)'' 
on  anra  en  nombre  les  deux  racines  imaginairea^-f  C|/-*i> 
— Cy'—  1  de  l'équation  proposée. 
^'*'  Ut  l'équation  proposée 

jc^  —  3a;*  +  4r  —  a  5=  o  i 
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composée  avec  les  facteurs  x — i ,  a>— i— l/— i ,  on-^i+I/ — ** 

et  dont  les  racines  sont  a:=  i ,  x  =  i  +  v/— i  >  x=  i — \/ — i  ; 
si  Ton  y  substitue  «-)-  ^  V^"~"  ^  pour  x,  on  aura  à  éliminer  entre 
les  deux  équations 

et  on  trouvera  pour  équation  finale  en  «  ^ 

et  pour  reste  en  C ,  « 

C»  -.  3i**  +  Gi^  —  4  : 

de  réquation  finale  qui  est  du  troisième  degré  ^  quoique  la  pro- 
posée ne  donne  que  deux  racines  imaginaires ,  on  tire  ces  troi& 
racines 

•  =i,      «  =  i±:JV^— i: 

à  la  première  répond  C  =^  dr  i  ^  et  conséquemment , 

pour  la  seconde  racine  #^  ii:  i  -f-  i  V'— *  i ,  on  trouve 

d'où  Ton  conclut 

«  +  C  V—  »  =  *  +  y—  1  >      -  +  ff  t/—  1  =  1  : 
enfin  pour  «  ==  i  —  {-  ^—  i ,  on  obtient 

C=±:5    et    «4.Cv^_in:i,    ii  +  f j/— ,1  =  1— j/~t. 

Ainsi  ^  en  définitif  4  les  valeur^  mêmes  imaginaires  de  «i^  et  C 
^  r^imènent  à  des  racines  de  la  proposée,  mais  il  est  inutile  d*ea 
tenir  compte.  «Remarquons  qu'en  posant  x:r=€-i*C  v/—  i  ,  on 
n'exprime  pas  essentiellement  une  racine  imaginaire ,  puis-< 
qu'elle  devient  réelle  par  ^  =  o,  et  par  C imaginaire  ou  de  la 
fo^ne  i'  ^-^  1  ;  loTS^  on  ne  \eut  qt^e  lea  racines  imagînaiçea 
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de  la  proposée ,  il  ne  faut  prendre   ponr  •  et  ff  que  des 
waleors  réelles. 
3».  Sok  réqoatioti 

X*  +  4x3  4-  Sx*  +  4x  4-  5  =  G  : 

en  posant  toujours  ar=  #  +  C  \/—  i ,  et  égalant  toujours  à 
zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire ,  on  obtient  ces 
deux  équations 

^4- Su»-}.  (3  —  C^)«+ 1  —  C^  =  G  : 

on  déduit  de  la  dernière  , 

C^=  1  +  fl*  +  #*  =  (!+«)•; 

cette  yaleur  substituée  dans  la  première  équation ,  donnera  la 

soirante, 

^i  +  iBm^  -f.  fl4*»  4-  i6«  =  G  , 

qui  a  pour  deux  de  ses  racines  o  et  —  a.  Ces  deux  valeurs 
de  «,  reportées  dans  l'expression  de  S ,  donnent  Tune  et  l'autre, 

C*  :=  1  ,      d'où      C  =  ±:  1  ; 
donc 

x  =  — fl^V'— 1,      x  =  ±H/— 1. 
Or, 

(x+a  — V^— i)(x-f  a  +  t/— 1)  ^  x»4-4x  +  5, 
(a;  — v^_i)  (x  +  \/— 0  =  x*4-i; 

et  ces  deux  facteurs  doubles ,  multipliés  entr'eux ,  donnent  la 
proposée  :  on  remarquera  que  les  deux  autres  racines  de  « , 
«tant  imagin^ûres ,  doivent  être  rejetées. 

On  peut  aussi  parvenir  au  même  résultat  par  les  considé- 
rions suivantes  :  le  facteur  double  résultant  du  produit  des 

factjEon  ima^aires 
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la  proposée  devait  être  divisible  par  ee  facteur  double ,  à 
on  exécute  la  dirisioii^  et  qu'on  la  fous$e  jusqu'au  reste  dit 
premier  degré  en  x ,  il  faudra  dire  que  ce  reste  est  nul  , 
indépendamment  de  toute  valeur  de  x  ;  donc  ]  ce  reste  étant 
de  la  forme  Ax  —  B ,  on  devra  poser 

A  =  o>      B  =  o, 

équation  au  moyen  desquelles  on  évaluera  «  et  C, 
Soit^  pour  exemple^  l'équation  traitée  précédemment j^  ' 

ap*  +  4x34.Gx*  +  4a?  +  5  =  o: 
en  la  divisant  par 

X*  —  2MX  -4-  «•  +  C*jj 
on  aura  pour  quotient  *« 

07*+  (4  +  2«)  x  +  6  +  8#  +  3**  —  C», 
et  pour  reste  du  premier  degré  ^ 

(44-  12«+  ia«*  +  4-^  — 4-^  — 4fi^)j«^ 
^(**  +  C»)(6  +  8-  +  3»*  — C*)+.5; 

d'où  résultent  les  deux  équations 

(1  +*)•  =  €*, 
(**  +  C»)(6+8«  +  3**--C*)  +  5  =  0. 

La  valeur  de  C*  tirée  de  la  première  et  sid>stituée  dans  la 
seconde ,  donne 

4#<  +  iS#»  +  a4#*  +  iSi*  =  o , 

d'où  on  déduira  les  valeurs  de  «  et  C  trouvées  ci-dessut . 
4°*  S,oit  enfin  l'équation 

.      aP  —  x^  +  5x  +  5  =  o, 

laquelle  divisée  par  x*  —  2«x  +  **  +  ^j  donne  pour  quotient 

:p  -fp  2^  -%  1, 
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et  pour  reste ,' 

(3 -4-i*— a- —  C*)  X  +  5  —  2-^4- **+ (  1  —  2i*)<», 
d^où  YoB  déduit ,  d'après  ce  qu'on  dit  plus  haut , 

3  +  3«*  —  2#  —  ff*  =  o, 

5  2l4g^-f-j|*  +  (i  —  2<|)  C»  =  o. 

Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  C*,  prise 
dans  la  première  y  on  trouyé^une  équation  en  «  qui  donne 

*  =  1, 

racine  à  laquelle  correspond 

Le  facteur  double  est  donc 

X*  —  ax  4-  5  =  o, 
qui  donne 

X  =  1  ±:  2  ^/—  1 

pour  les  deux  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Lorsque  l'équation  dont  on  cherche  les  racines  imagînairetr; 
est  d'un  degré  plus  élevé  que  le  quatrième^  les  équations  qui' 
donnent  m  et  Cy   scmt ,  pour  l'ordinaire,  d'un  degré  tellement 
clevéj  qv'elles  ne  sont  d'aucune  utilité  dans  la  pratique. 
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CHAPITRE  m. 

Suite  des  fractions  continues. 

io.il  008  avons  donné  (P*  sect. ,  chap.  XXXI)  les  élémens 
des  fractions  continues;  nous  allons  continuer  et  compléter 
l'exposition  de  cette  importante  doctrine* 

1 1 .  Nous  appliquerons  d'abord  la  règle  donnée  (chap.XXXI), 
au  développement  de  la  fraction 

3  4- y -f  y  4^  ^,4,  etc. 

a4.û'4.û''+a"'+etc.  ' 

dont  les  deux  termes  sont  des  suites  infinies  :  divisant  le  dé^ 
Dominateur  par  le  numérateur  ^  et  ne  prenant  qu'un  terme  au 
quotient^  on  aura 

fl  +  g^  +  Q*^  +  etc> 

6  -f-  6'  +  i"  +  etc. 

.,(°--t)+(°--'t)-^(^-'t)  +  '- 

Posant 
/      ob  -,      ab"         f  .       ab  « 

a'- — ^=c>    û — T~  '       — r~  '       ' 

on  aura  le  èecond  quotient 

fr  +  y  +  y  +  y  +  etc. 
c  +  c'  +  c" +  c''4"etc. 


b 

"c^  c-f-c'+c'  +  etc. 
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*7 


Faisant  de'bonTeaa 


etc.. 


oo  anra  le  troisième  quotient 

c  +  c'+c''  +  c''  +  etc. 
d+cf +  ^  +  cr4.etc. 

c,('--^)+('--'4)+(---i^>'- 

—  3^  ^  d  +  iT  +  d'  +  etc.  ' 

et  ainsi  de  suite.  De  ces  quotiens ,  on  conclut 

J^^V^b'  +  b'  +  etc.^t 

a+ af+ a' +  a' +  etc.      a       i 

û       c   .    1 


e      e 


^+etc. 

et  on  ava  pour  déterminer  les  quantités  c ,  d,  e,f,  etc.; 
ces  équations 


«r^o"— 


c"=o'. 


0&' 

ab 


ete. 


«i=i'  — 


Ac' 


i=b'—^ 
C 

c 


rf»=6'' 


&c» 


etc. 


■  d 

cdr 
T 

■  d 


etc. 


/=«?- 


/=«r. 


<fc' 


e 
A' 


«te. 


etc. 


9r 
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Soit  r  expression  y  .——  à  réduire  en  firactîon  contbne  r 

on  trouvera  après  avoir  développé  (y»—  i)*,  et  comparé  avec 
]a  proposée^ 

i  =  a:,    6'  =  o,  ft'  =  o,  6*=o,    etc. 

'«*'=- TÎTy-%  a-  =  -^y-9,    etc., 

d'où  résultent,  d'après  les  relations  ci-dessus, 

^=-îJ'"''   ^=-z^y-,   «=îy^>  f=rs^^>  etc.: 

faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  générale  de  la  frac- 
tion continue ,  on  trouve  d'abord 


>r' 


et,  tontes  réductions  faites,  en  donnant  la  plîu  grande  atten« 
tion  aux  signes,  on  obtient 


V  V*— 1 


y*— 1  1 

y 


i 


flv  —  —  ,  etc. 

^y 

Prenons  pour  seconde  application  la  série 

x  +  ix^  +  ^a^+^x^  +  etc.   , 
1  +    o    -f.  0   +    o    +  etc.  ^ 
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qui  représente  (P'sect.,  chap.XX)  le  développement  de  j 

i/^ldtîV   /  désignant   ici  logarithme    népérien  ,    déve-  | 

loppement  que  noua  démontrerons  autrement  dans  ce  Traité  : 
on  a  dans  ce  cas» 

a=i.  ii'  =  o.  .      a'  =  o,      0^=0,  etc., 

l 

€ 


1 


X      3  4 


^      5 9 

a5 


a:      9 


■ —  —  etc. 


Lorsque   ar=tang^,  on  a  (Trig-) 
m-  ^^nt  la  demi-circonférenoe  ;  donc 


.  -  •  Digitizedby  VjOOQI^ 
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i/tangQ4.^) 


tangç)  5  ^     4 

tang  Ç)      _5 9 

taog^  7  i6 

tang^  9  fl^ 

tang^        11 


etc 

tang^ 

Kous  démontrerons   aussi  par   la  suite  que  x  étant  un  arc 
dont  la  tangente  =<>  on  a 

X  =  t  —  \  fi  +  i  i?  —  \  V  +  \  t^  —  ttc, 
donc  \ 

a  =  i,  a'=o,     a*=:o,  a*=o, 

i=^fc'=:-^t3,    6-'  =  it5,    i"=-ir,    6-=i«5,  etc., 
c  =  it*,       d  =  ^fi,    e  =  :i^^;     etc.; 

â*où  Ton  conclut  «  après  les  réductions  ^ 
x=i 1 


tango:         5  

tangx  5 


+ 


tangx         7 i6 

tangx      _9_^,,,. 
tang  X 


Dans  l'un  des  chapitres  suiyans ,  nous  développerons  la  tan- 
gente en  fraction  continue  ^  suivant  les  puissances  de  l'arc. 

On  voit  donc^  par  ce  qui  précède^  qu'on  pourra  résoudre 
en  fraction  continue  toute  expression  qu'on  saura  développer 
«n  une  série. 

la.  Soit  —,   une  fraction  dont  le  dénominateur  m'  soit 
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moindre  que  le  dénominateur  Q^  dune  des  fractions  conver" 

gentes  ^ ,  je  dis  que  la  fraction  ^  exprimera  plus  exacte 

ment  que  —, ,  la  valeur  totale  Side  la  fixiction  continue. 
m 

Pour  que  la  fraction  -y  tombât  entre  ^  et  a  y  il  faudrait 
m  i^ 

qu'on  eût 

et,  à  fortiori, 

Q        m  i 

Q'       m'^Ô^* 

abstraction  faîte  du  signe  (  P*  sect. ,  chap.  XXXI)  :  cette 
inégalité  rerient  à 

QW        <  Q^  ' 

or  Q,  Q'.  u»,  m'  étant  des  nombres  entiers,  le  munérateur 
Qm'— C'y»  ne  peut  être,  abstraction  faite  du  signe,  un 
nombre  moindre  que  l'unité  :  on  a  d'ailleurs ,  par  h]rpothèse , 

m'  <  q',    d'où    mV  <  Q''  ; 

donc  on  aurait ,  au  contraire  , 

Qm'^Q'm  i 

donc  la  fraction  —7  ne  peut  tomber ,  comme  on  Ta  supposé , 
m 

Q 

«atre  ^  et  a. 

i3.  n  résulte  de  cette  proposition  que  la  différence  entre 
àax  fractions  consécutives  ,  est  aussi  petite  quil  est  possible , 
ensorie  qu  entre  ces  fractions  ,  il  ne  peut  tomber  aucune  autre 

fracUim  quelconque ,  à  moins  qu'elle  nait  un  dénominateur 

plus  grand  que  ceux  de  ces  fractions. 
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p     0 

En  effets  soient  les   deux  fractions  consécutiTes  p/i  ^î 

on  aura 

L  _  Q L«  .- 

mais  la  différence 


et  la  différence 


m 


7n?       -^;;;7W7> 


jn"       R' mlP         -^  m'R 

donc  la  première  différence  ne  peut  devenir  ^  ^y^/  >  qu'au- 
tant que  m'  sera  >  R',  et  la  seconde  ne  peut  être  <  "Ty^f  » 
que  sous  la  condition  m'  >  Q'. 

14.    Les   fractions^^,  g? ô^^r'O^'  ®*^*  ^°*  ^*® 

appelées  fractions  principales ,  parce  qu'elles  convergent  le 
plus  quil  est.  possible  vers  la  valeur  totale  a  de  la  fractioa 
continue  :  on  a  vu  (P*  sect.  )  que  ces  fractions  principales 
sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  a;  d'où 
il  résulte  qu'on  pourra  les  séparer  en  deux  classes , 


etc. 
etc. 


la  première  composée  de  fractions  toutes  plus  petites  que  a, 
et  qui  iront  en  augmentant  vers  a  ^  et  la  seconde  de  fractions 
toutes  plus  grandes  que  a  ^  et  qui  reviendront  en  diminuant' 
vers  a. 

Examinons  maintenant  chacune  de  ces  deux  séries  en  par^ 
ticulier. 


A     • 

C 

E 

Âf' 

C' 

Ë" 

B 

D 

F 

W 

D^' 

F" 
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bans  la  première  >  on  aura  (  V*  sect.  ) 

C        A  _  CA^— A(r  _  AXBy+ A)  -  A(BV+AO  _     y 
C"* 7""       A'C      ~  A'C  ~  A'Cr  ' 

E       C       EC—  Cr  _  C  (Df+C)— C  (lyiH-CO  _     t 
r""C^    "1^C^~""^  CE'  —  CE- 

etc. 

Dans  la  seconde  y  on  aura 

B        D  _  BD'-^DB^  _  B  (C^<^+BO  —  B^  (C^+  B)  _    i^     , 

V     &~     Biy    ~  Biy  ~  B'D'  • 

D        F  _  Dr—  Fjy  _  D(FS+DO— D'(ES+I>)  _     ? 
ly      F'~       I/F'      ~  F'D'  "FeT* 

etc. 

Si  les  nombres  y,  ^>  i ,  etc.  sont  égaux  à  l'unité  ,  il  sera  ini-« 
possible^  comme  on  Ta  démontré  ci-dessus  (i3),  qu'entre  deux 
fractions  consécutives  quelconques  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
deux  séries  précédentes  ,  il  se  trouve  aucune  autre  fraction 
dont  le  dénominateur  tombe  entre  ceux  de  ces  fractions  ,  ou , 
en  général ,  dont  le  dénominateur  soit  moindre  que  le  plus 
grand  des  deux  dénominateurs.  Mais  il  n'en  sera  plus  ainsi 
lorsque  les  nombres  y ,  ^,  i ,  etc.  seront  difFérens  de  l'unité  : 
apposons  »  par  exemple  ,  que  y  soit  4  :  on  aura 

C  =  4B  +  A , 
C=4B'+  A', 

et  on  pourra  j  entre    les    firacdons  -wi  7v>  insérer  les  trois 
fmctions  intermédiaires 

B+A         qB  +  A        3B  +  A 


W+J^'     ûB'+A'*     3B'  +  A'- 

or  û  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  forment 
une  sime  croissante  par  différences  égales  depuis  A'  lusqu'àC, 
et  les  iuuuérateiirs  depuis  A  jusqu  à  C  ,  et  nous  allons  voir 
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que  les  fractions  elles-mêmes  croissent  aussi  continuellement 

A  C* 

depui^  -p  jusqu'à  -p  y  ensorte  qu'il  serait  maintenant  impossible 
d*insérer  dans  la  série 


^/  > 


1 

-A'(B'  + 

A')' 

1 

~(B'  +  A' 

')(aB'  +  A')' 

1 

~(2B'+A 

')  (3B'  +  A')  ' 

A         B  +  A        flB  +  A        5B  +  A       4B  +  A        C 
A"  *     B'  + A'  *     flB'+A"     3B'-h  A'  *     4B'+  A'  "^  C 

aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  de  deux 
fractions  consécutives,  et  dont  le  dénominateur  se  trouvât 
aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions  ;  car  si  Ton  prend  les 
différences  entre  les  fractions  précédentes,  on  aura,  à  cause 
deBA'— AB'=i, 

A  +  B  _A 

B'  +  A'        A' 
2B+A         B+ A 
ûB'+A'        B'4-A' 
SB  +  A         flB  +  A 
3B'4-A'       âF+A' 

C        5B  +  A 

1/       gB^A'^CSB'+AOC" 

A       B  +  A 
d'où  Ion  voit  d'abord  que  les  fractions  -77  ,  s?—; — r7>  ^^c. 

A       15   -|-  A 

vont  en  augmentant ,  puisque  leurs  différences  sont  tontes  posi« 
tives  ;  ensuite ,  comme  ces  différences  sont  égales  à  Tunité  di- 
visée par  le  produit  des  deux  dénominateurs  ,  il  est  impossible 
qu'entre  deux  fractions  consécutives  de  la  série  précédente  , 

il  puisse  tomber  une  fraction  quelconque  — 7 ,  si  le  dénomi- 
nateur m'  tombe  entre  les  dénominateurs  de  ces  fractions , 
ou ,  en  général ,  s'il  est  plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux 
dénominateurs ,  comme  nous  l'avons  démontré  précédemment. 
De 'plus,  les  fractions  dont  il  s'agit  sont  toutesv  plus  petites 
que  la  vraie  valeur  de  a  :  en  effet ,  (I"  sect.,  chap.  XXXI) 

B  1 

S/  —  « 


B'       --B'(B'^+A')* 
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la  Talenr  de   y  étant  définie   {idem)  :  en  divisant  B  +  A 
par  B'-f-A',  on  trouve 


d'où  • 
donc 


B+A.  _B i 

r-f  A'~5^        B'(B'4-  A')  • 

B        B+A  1 


'\' 


B'        B'+A'~F(B'-h  A') 

B  B        B4- A 

B'~''^B'       B'+A'* 


et  comme  ces  différences  scmt  de  même  signe  >  on  doit  con^ 

1  B    .      ^^  .         B  +  A  ^ 

dure  que  =j  étant  >  a,  on  a ,    au  contraire ,    ^  ^    ^,  <C,^  » 

ce  qui  est  vrsû  des  autres  fractions      ^,      ,,  ,   etc.  :  donc 
^  aB  -f-A' 

,  ,      r ^         B  +  A     qB  +  A     3B+A 

cbaame   des  fractions    g,;^^.    -^,-p^,    ___  ,  etc., 

i> 

d'ailleurs  croissantes  ,  approchera  plus  de  a  que  de  ^,.  Or 

B 


on  tronre 

A        B        — i 
A'       B'  ~  A'B'  ' 
B  +  A        B                —1 

B'+A'        B'~  (B'-h  A')B" 
aB  +  A       B                —I 

flB'+  A'       B'  ~  (2B'  + A')  B'  ' 
3B4.  A       B               —  i 

3B'+A'        B'~  C3B'+A')B'* 
C  _B    _— j^^ 
C       B'  ""  C'B'  * 

doK  ^  puisque  ces  différences  s.ont  aussi  égales  à  Tudîté  divisée 
par  V  produit  des  dénominateurs ,   on  pourra  prouveir  de  la 

mêmt  manière  ijue  ci-dessus^  qu  aucune  fraction  —,  ne  pourra 
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tomber   entre   l'une   quelconque  des   fractions  -p ,    ,        ,  l 

A.      Xj  ^"  A, 

^f  .    ., ,  etc.  et  la  fraction  ^ ,  si   le   dénominateur  wf  est 
ai>  -f-A  b 

plus  petit  que  celui  de  la  même  fraction;    d*où  il  suit  que 

chacune  de  ces  fractions  approche  plus  de  la  valeur  a  que  ne 

pourrait  en  approcher  toute  autre  fraction  moindre  que  a  ,  et 

qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit ,  cest-d-^ire ,  qui  serait 

conçue  en  termes  plus  simples. 

Nous  n  avons  considéré  que  les  fractions  intermédiaires  entre 

A       C 

•^  et  77  :  il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires  entre 
A        Kj 

C      V  F*      r*    * 

-^  et  =>,  entre  =>  et  j^,  si  i,  n,  etc.  sont  des  nombres  plus 

grands  que  l'unité. 

B    D     F 

On  peut  aussi  appliquer  à  l'autre  série  57,  ^r?,  ^,,  etc. tout 

ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à  la  première  série 
-jTfp  pi>  etc. ,  de  sorte  que  si  les  nombres  ^,  {,  etc.  sont  plus 

B        D 

grands  que  Tunité ,  on  pourra  insérer  entre  ^  et  =77  ^  entre 

D       F 

B  et  p ,  etc.  >  différentes    fractions    intermédiaires  ,   toutes 

plus  grandes  que  a ,  mais  qui  iront  continuellement  en  dimi- 
nuant ^  et  qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront  la  quan- 
tité a  plus  exactement  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  frac- 
tion plus  grande  que  a  ,  et  qui  ser^dt  conçue  en  termes  plus 
•impies.  « 

De  plus^  si  fi  est  aussi  un  nombre  plus  grand  que  l'unité^ 

on  pourra  pareillement  placer  avant  la  fraction  ^,,  les  fractions 

A+i    aA4-i    SA-hi  ,,  CA4-1       B       ^ 

— 7— >  —^—»  — y->  etc.   jusqua  — j—  =  g?,  et  ces 

fraction!  am'ont  les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions 
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intermédiiùres.  De  cette  manière,   on   aura  ces  deux. suites 
complètes  de  fractions  convergentes  yers  la  quantité  a  : 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

A      B4- A      aB  +  A  (y— i)b  +  A 

A"     B'+A"     aB'+A' (y— 1)8'+ A' » 

C        D-4-C      aP+C  (,  — .)D4.c 

c'*   ly+c"   aiy+c (,_i)D'-|-c"" 

E        F  +E        . 

Ë'*   r+E"  * 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a. 

A+1  flA+i  5A+  1  (g_i)A4-i  , 

~ï~*         a      •  3       T:^i  • 

B  C  +  B  flC  +  B  (J-— i)C4-B  . 

B"  C  +  B'*  flC+B' (iT— i)C'+B'* 

P  E  +  D 


D"     E'+D 


?  > 


.etc. 


Si  là  quantité  a  est  irrationzielle ,  les  deux  séries  précé- 
dentes iront  à  Tinfini ,  puisque  la  série  des  fractions  principale» 

A      B 

-ry  ;  5; ,  etc.  va  d'elle-même  à  Tin&ni. 

A      iT 

Les  fractions  intermédiaires  sont  appelées  j^acf/oTi^  j^con-* 

daires. 

j5.  3fals  le  nombre  a  étant  rationnel  et  égal  à  une  fraction 
Y 
<pelcoxiqiie  ^ ,  on  sait  que  la  série  des  fractions  principales 

tAtenninée  ^    et  que   la  dernière  fraction  de  cette  série,  est 
I*feaction^;  donc  cette  fraction  terminera  nécessairement- 
aussi  Time  des  deux  séries  ci*des8us  y  mais  Tautre  série  pourra. 
tcmjcm  aller  à  Tinfini. 


r 
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En  effet,  supposons  que  ^  soit  le  dernier  dénominateur  de  la 

fraction  continue,  =r,  sera  la  dernière  des  fractions  principales, 

et  la  série  des  fractions  plus  grandes  que  a ,  se  trouvera  terminée 

par  cette  même  fraction  jy  ;  or  l'antre  série  des  fractions  plus 

petites  que  a ,  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à  la  fraction 

C  D 

^  qui  précède  «-7.  ;  mais  pour  la  continuer ,  il  n*y  aura  qu'à 

prendre  l'infini  pour  le  dénominateur  1  qui  doit  suivre  ^(l'^sect.), 

E  D 

de  sorte  que  la  fraction  =7  qui  suivrait  =y  dans  la  série  des 

fractions  principales ,  serait 

E  _  ooD+C  _D 
E'~ooD'  +  C~D'"* 

or  par  la  loi  des  fractions  intermédiaires ,  il  est  clair  qu'à 

^    E 
CE' 


C     E 

cause    de    i  =z=  00 ,   on   pourra    entre    les    fractions  ^ ,  ^v  , 

Itérer  les  fractions  intermédiaires 

D  +  C       aP+C        5D  +  C 
D'+C     aiy+C*     ZD'+C     ^^•' 

ainsi  on  pourra ,  à  la  suite  de  la  fraction  77 ,  placer  les  frac^ 
tions  dont  nous  parlons. 

16.  On  peut  donc  résoudre  cette  question  :  Une  fraction 
exprimée  par  de  très-^grands  nombres ,  étant  donnée ,  trouver 
toutes  les  fractions  en  moindres  termes ,  qui  approchent  si  près 
de  la  vérité ,  quil  soit  impossible  d'en  approcher  davantage 
par  des  fractions  plus  simples. 

D'après  la  théorie  précédente ,  le  problème  sera  résolu  en 
réduisant  la  fraction  proposée  en  fraction  continue ,  puis  for- 
mant les  fractions  convergentes  ,  et  intercalant  les  fractions 
secondaires  (Voyez  les  additions  par  l'illustre  Lagrange,  au 
second  volume  de  l'Algèbre  d'Euler). 
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17.  Représentons,  pour  plus  de  commodité,  par  p*,  p'; 
p*,  etc.  les  numérateurs ,  et  par  q^,  q\  q",  etc.  les  dénomi- 
nateurs des  fractions  principales  convergentes  vers  la  quantité 
a  résolue  dans  cette  fraction  continuel 


a'+V- 

^^  X"  4-  etc: 


nous   avons    démontré   cette  loi  de   formation  des  fracdons 
conTergentes 

(0 p'  =  *y  +  p',      9"  =  *Y  +  <r (3) . 

(3) ^  =  aV  +  P',  9-  =  aV  +  9' (4), 

(5) P"=  A>«+  p-,  </"=  aV  +9" (6)  . 

etc.  etc. , 

où  p*  =  1  et  9*  =  o.  Si  Ton  multiplie  (a)  par  a ,  et  qu'on 
retranche  ^1)  de  ce  produit ,  on  trouvera 

en  opérant  de  la  même  manière  snr  ^  et  (4)  j  (5)  et  (6) ,  etc. , 
cm  aura 

,._P'— V       p'—tuf 

^._P'-V       P"-«9" 
'^-'û9--;,--a9--p'" 
etc. 

liais  on  a  vu  (I'*  sect.)  que  la  différence  entre  la  fraction  totale  a 
d  une  firaction  quelconque ,  est  moindre  que  la  différence 
esbe  a  et  la  firaction-  qui  précède  immédiatement  celle-là  ; 
d'ot'û  résulte  que  les  quantités 

^-—  a.      2l_û,      E--^a,      ^  —  ff>      etc. 
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c'est-à-dire  (*) , 

p'^  —  aq^      p"—aq\    p'—aq",    p'^aq',      etc.  ; 

forment  une  suite  de  termes  qui  vont  en  diminuant  j  et  qui 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs  :  donc 

^-B— ^>o    et    <i,        etc., 
et  conaéquemment, 

^  aq"—p'  -^  aq'—p'         *  * 
«7  — P         <^—P: 


OH  bien 


etc., 
^  o^'  —  p'"^  a— a' 

etc. 


(*)  En  eSiet,  ayant,  par  exemple,  Ie<  inégalité*  p'  —  af'<;)*—aq«  «i 
^>«»,  on  «««  «wi  E!:^ <;  E:^,  c'ctè-dixe,  ^ -a  < El  -«. 
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où  le  signe  ^  dénote  le  nombre  entier  immédiatement 
moindre  que  la  valeur  de  la  quantité  placée  à  la  droite  de 
ce  signe. 

On  observera  que  (f  étant  =  o ,  il  est  indifférent  d'écrire 
—  û^  ou  —  q^* 

Ainsi  connaissant  déjà  p«=  i  ,  <7*  =  o,  p'=A,  nombre 
entier  immédiatement  au-dessous  de  a  ,  fl'  =  i  ,  et  conséquem- 
ment  a'  quotient  de  i  par  a— A,  on  déduira  des  relations 
(0  et  (a)  p"  et  q%  et  des  relations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de 
p"  et  q"',  puis  le  quotient  àep"  —  aq"  par  aq'—p'  donnera 
A-,  et  au  moyen  de  (5)  et  (G) ,  on  connaîtra  p'^  et  q'\  et  ainsi 
de  suite. 

Qn  on  ait  a  <  1 ,  toutes  les  relations  précédentes  ont  encore 

lieu  ,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer  :  car  d'abord  A=o, 

et  conséquemment  y 

A  <  a; 

d'autre  part ,  dans  ce  cas , 

jf=i,    q''  =  o,    f/^o,    ^'=1,    ?•=!,    q'=^'\ 

donc 

y<2;F5!<i,      d'où      a<^l 
aq — p         a  ^ 

La  troisième  inégalité  devient  , 

La  quatrième  donne 

^•<^T^'    d'où    a<-4 


et  aioù  de  suite. 
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i&.  Mais  oa  peut  avoir  la  firaction  continn* 


.Ht-1- 

C±i 


^±.  etc.  * 

ces  sortes  de  fractions    qui  procèdent   ainsi  par  addition  et 
par  soustraction^  peuvent  toujours  se  changer  en  d'autres  qui 
ne  soient  formées  que  par  addition. 
Supposons^  en  effet ^ 

p  elV  devant  être  des  nombres  entiers  ^  et  t  et  T  des  nombres 
plus  grands  que  l'unité  :  on  aura  donc 

donc,  à  cause  de  -  <  i ,  ;=<  i ,  on  aura 

conséquemment  on  ne  ppurra  faire  que  l'hypothèse 

p  —  P  ^  1 ,       d'où      P  =  p  —  1  ;   V 
donc 

1  ,1 

p  —  -  =  p_i+-, 

de  là 

et  cette  transformation 


> 
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qui  servira  à  faire  disparaître  Us  signes  momà  dans  tme  frac* 
tion  continue  quelconque. 

Soit ,  par  exemple ,  la  fraction 


c  +  ' 


y  +  etc. 
en  £aisantp  =  «i^  t=zC  +  ■  ^  cette  fraction  deyient 


y- 


^+  etc. 


et  substituant  pour  t  sa  valeur  ,  on  a  cette  transformée 

M =11—  1^ j (i). 

^+v,i,etc  '+ ~' 


yV 


^  +  etc. 
La  fraction  continue 


1 

7-1 


v+' 


i" —  etc. 
se  change  d'abord  en 


1 


y  +  etc.  • 
•  celle-ci  devient 

1  ^..W; 


.-1  + 


»     '     I  ^ 

'  b  —  a   '        ,    1 


y  —  1  4-  etc. 
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Que  la  fraction  i  tramfonner  soit 


»+y4.etc.  ^ 
on  trouvera,  en  fais^t  6:=  i  dans  (i). 


.-I+-1 


3  +  i- 


''+-k.- 


si  Ton  désigne  par  y  le  reste  de  la  fraction  continue  qui  suit  y,  et 
qu'on  multiplie  par  y  +  ^  les  deux  termes  de  la  dernière  frac- 
tion    ,  on  aura  pour  transformée  de  la  précédente, 

'+^+ J^+etc. 
La  fraction 

1  -i : 


y+  etc. 


OH 

1 


*"*"y— i+etc* 

en  faisant  dans  (a)  le  quotient  C=  22  ;  mais  d'après  la  tran»-» 
formée  (  3) ,  en  y  faisant  y  ==  1 ,  /^=y  —  1 ,  cette  dernière^ 
fraction  devient 

— +^ 

y—  1  +etc. 

on  voit  donc  que ,  dans  ce  ca3  ^  la  fraction  est  simpli- 
fiée. 
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Cette  égalité  identique 

iài't  Yoiz  qu'une  fraction  continue  dont  toua  les  tenues  ont  le 
sigoc  •+■ ,  peut  quelquefois  être  simplifiée ,  en  y  introduisant 
Ja  aigoea  —  :  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  quelques  dénomina^ 
tean  3oat  égaux  à  l'unité  :  car ,  par  exemple,  la  fraction 


-  + 


x  +  ^ 


y  +  etc. 
^xirT%.  «e  Tèdoire  par  la  formule  précédente ,  à  celle-ci 

''^  *  ~  v+i  etc.' 
qjoà  comporte  on  terme  de  moins  :  ainsi  la  fractioa 

1 


.  +  i 


i+' 


Z^+etc. 
se  réduirait  à 

.+  .--L, 

en  obsenrant  que  y  =  i. 
Et  la  suivante  4 


'^'-' 


f  *{-  etc. 
^  rédnîra  d*alH>râ  à 
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i 


+  x 


^+' 


'+.+  etc.' 


et  ensuite  à 

-+  1 


f  4-  1  ete. 


La  fraction  continue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  étant,  comme  on  l'a  tu  (I'*sect.)> 


5  + 


7  +  i 


,5+1 


i  +  i 


a9fl  +  - 


i+i 


.+1 


^  +  ^: 


fl  +  etc. , 

peut  se  réduire  à  une  autre  qui*  ait  trois  termes  de  moins  , 
et  qui  sera 

3+. 


7-f  ^ 


,6-J- 


294. 


3  + etc. 


19.  Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  formule  générale 
les  fractions  où  les  signes  sont  tous  positifs ,  et  celles  qui 
renferment  des  signes  négatifs  ,  il  est  ])on  de  transformer  ces 
dernières ,  de  telle  manière  que  les  signes  négatifs  n'affectent 
que  les  dénominateurs  »  ce  qui  est  facile  ;  car  ayant ,  par 
exemple  j  la  fraction 
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»  1 


y. 


^  +  etc., 
on  pourra  d'abord  la  changer  en 
1 


+ 

1 


y- 


l  +  etc. , 
et  ensuite  en  celle-ci 


1 


.c  +  i 


-.+^ 


i-  +  etc. , 
et  ^insî  de  suite. 

20.  Nous  arons  trouyé  (I**  sert.,  chap.  XXXI) 

B'  —  7  "*"  A'B'  • 


B       A 

B'       A'  — 

A'B' 

C        B 

^""BT  ~" 

"B'C 

r»     c 

c'iy 

etc. 

C 

c 

B           1 
—  B'       B'C  • 

D 

—  C    '  CD'* 

d'où 


etc.  ; 

(t ,  à  cause  de  A^  =  i  ^  on  aura  ^  en  désignant  par  ^  une 
^  fracrdons  convergentes 

r  —  ^  "»"  B'  ~  B'C  ^  CY^' —  Q^  • 

et  on  sait  que  Terreur  sera  moindre  que  |^  (  P*  secL). 
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Pour  la  firaction  cootinua 


3  + 


74^ 


xG  +  i 


—  394+- 


3+^ 


—  3+ etc.* 

qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre^  on  a 

A  =  3,    A'=i,     B'  =  7,     €'=7.16  +  1=113, 
iy=ii3x—  394  +  7  =  —  32^3 15; 
E'  =  —  333 1 5  X  3  +  1 1 3  =  —  99  532 , 
F'  =  —  9953a  X  —3  —  33ai5  =  a6538i  ; 

de  sorte  que  la  série  cherchée  sera 

3+i    ^       '  ' 


7   7.113   ii3.33ai5   33315.99533 
I 


99533. 36538 1 


—  etc. 


31.  Lorsqu'on  développe  une  quantité  en  fraction  continue, 
il  arrive  quelquefois  que  les  mêmes  dénominateurs  reviennent 
toujours  dans  le  même  ordre  :  dans  ce  cas ,  la  fonction  continue 
est  dite  périodique ,  et  elle  peut  toujours  être  considérée 
comme  la  racine  d'une  équation  du  second  degré.  Soit  la 
fraction  périodique 

1 

,1 


P-+^ 


p  +  etc» 


puisque  le  nombre  de&  fractions   intégrantes  est  illimité,  il 
est  clair  qu'on  peut  substituer  x  à  l'ensexuble  des  fractions 
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ffltégrantes  qui  suirept  la  première ,  ensorte  qu*on  aur^ 

1 
X  ^=i  — ^— 
p  +  x' 
cToù  

X»  +  px  =  1       et      X  =  -'P+t^P'+  4 

a 

La  fraction  continue  ci-dessus  servira  donc  à  trouver  la  ra-« 
cine  carrée  du  nombre       ^       .^ ,  puisqu'on  a 

v^Fn__p  .     1 

a  û"*"      ,   1 


P+' 


p  4-  etc. 
En  bisant  p  =  a  >  on  obtient 


-+i 


«+^ 


fl  +  etc. 
Soit  encore  la  firaction 


,    1 


9+ etc., 

dont  les  dénominateurs  reviennent  périodiquement  de  deux  en 
deux  :  oii  aura 

d'ot  résulte  l'équation  du  second  degré 

qx^  —  pqx  —  p  =  0. 
D  eo  «mit  de  même^  fi  la  période  était  composée  d*an  plu? 


y^ 
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grand  4K>mbre  de  termes  ;  o*e9t~à-dire ,  qu'on  serait  toujours 
conduit^  pour  la  détermination  de  x,  à  une  équation  du  second 
degré. 

n  peut  arriver  aussi  que  la  fraction  continue  soit  inrégu- 
lière  dans  ses  premiers  termes ,  et  qu'elle  ne  devienne  pério- 
dique qu*à  une  certaine  distance  du  conmiencemei|t.  Soit , 
par  exemple ,  la  fraction 


x  =  p  + 


^+i 


r+^ 


s-h'- 


r+" 


S  +  etc. , 


et  posons 

y 

•  =  r  + 

on  aura 

X  = 
mab 

■p 

*-; 

J'  =  '' 

+ 

1 

i'    . 

y 

s+'- 


r4^ 


^  +  etc.  , 

y  —  1— (/(x— p) 


d'où ^^ 


d'où      sy^  —  rsy  —  r  =  o 


et  remplaçant  y  par  sa  valeur ,  il  viendra 

s  (x— p)*—  rs  (x— p)  [i  —  q  (x-p)]  _  r  [i  —  ^  (^— p)]'=  o , 

équation  qui ,  développée  et  ordonnée  par  rapport  aux  puîsr 
sauces  de  x,  montera  au  second  de^é.  En  la  résolvant  et 
égalant  la  valeur  de  x  à  la  fraction  continue  qu'elle  représente  , 
on  aura  le  développement  en  frî^çtion  continue  de  la  racine 
carrée  des  nombres  représentés  par  la  formule  qui  se  trouvera 
sous  le  radica].  * 
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Soit  la  fraction  périodiqne 

q+P- 


,+'- 


9+ ^4.  etc.* 
d'où 


^^9+ etc.* 
on  en  déduira 

X  —  a  =  — \ — ; 

q  +  x  —  a 

donc  

x= ^ , 

et  conséquemment 

—  g  +V¥T4p^    p 

on ,  faisant  ç  =  sa  ^ 


fia+^ 


aa  +  etc. 

Si  on  réduit   en  fraction  ordinaire  la  portion  de  fraction 
continue  correspondante  à  sept  périodes ,  on  trouvera 

Proposons -nous  d'extraire,  par  approximation,  la  racine 
c*rw  de  a  :  nous  ferons  dans  la  formule  précédente ,  a=  1  , 
/>  =i  1 ,  ce  qui  donnera 

•^        '  "^  a56-f6. 64+ 11.164-7-4+1  ^9* 

résah^f  exact,  a  moins  d'un  cent-millième  près. 

4.  • 


>^ 
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Qu'il  s'agisse  d'extraire  la  racine  carrée  de  97  ;  on  fera 
dan^  la  formule^ 

"  a  =  10      et      p  =  97  — i  100  =  —  3. 

A  VefFet  d'extraire  la  ^racine  carrée  de  m*+  (i%  on  fera  dans 
la  formule  ^ 

ù2.  Examinons  maintenant  dans  quel  cas  une  des  racines 
réelles  d'une  équation ,  développée  en  fraction  continue , 
sera  donnée  par  une  fraction  continue  périodique.  On  sait 
(  P®  sect.  j  chap.  XXX)  que  chaque  racine  réelle  sera  de  la 
forme 

^  =P  H r 


q+ 


s+' 


t  +  etc. 


17 ,  r ,  s  ^  t  y  etc.  étant  les  valeurs  entières  approchées  de  la 
racine  réelle  de  chacune  des  transformées  (N),  (P),  (Q),  etc. 
Or,  pour  que  cette  .fraction  soit  périodique,  il  faut  qu'à  partir 
d'un  certain  terme ,  les  mêmes  dénominateurs  déjà  trouvés  , 
reviennent  dans  le  même  ordre  à  l'iniini,  ou  qu'il  y  ait  deux 
termes  à  partir  desqu^  les  mêmes  dénominateurs  se  repro- 
duisent, et  dans  le  même  ordre.  Donc,  pour  que  la  fraction 
soit  périodique,  il  faut  que,  parmi  les  transformées,  il  s'en 
trouve  deux  qui  aient  les  mêmes  racines  \  ainsi ,  lorsqu'on  verra , 
dans  une  fraction  continue ,  reparaître  un  des  nombres  déjà 
trouvés ,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  les  racines  des  transformées 
qui  ont  ce  nombre  pour  valeur  entière  approchée ,  sont  les 
mêmes ,  c'est-à-dire ,  si  ces  deux  transformées  ont  une  racine 
commune  ,  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  premiers  membres., 
lequel  doit  nécessairement  contenir  toutes  les  racines  com- 
munes aux  deux  équations ,  s'il  y  en  a,  Or ,  comme  nous  avons 
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m  précédemment  qne  toute  fraction  périodique  se  réduit  à  la 
racine  d*uoe  équation  du  second  degré ,  il  s'ensuit  que  le 
commun  diviseur  sera  nécessairement  du  second  degré.  On 
pourra  donc  y  lorsque  cette  condition  sera  satisfaite ,  prolonger 
la  fraction  continue  aussi  loin  qu'on  voudra ,  en  répétant  seu- 
lement les  mêmes  nombres^  sans  être  obligé  de  calculer  à% 
nouvelles  transformées. 

223.  Nous  tomînerons  ce  chapitre  par  une  méthode  très- 
simple  pour  réduire  en  fractions  continues  ^  les  racines  de» 
équations  du  second  degré. 

Prenons  l'équation 

Ax*  +  R2^+  C  =  Oy 

dans  laquelle  A ,  B  ^  G  soient  des  nombres  entiers  :  on  sait 
que  soQs  la  relation 

B*  —  4AC  >  G  , 

les  deux  racines  sont  réelles  :  cette  équation  étant  résolue  ;. 
donne 

—  B  +  y/B^  -^  4AC 
^  -  iÂ  ' 

où  le  radical  peut  être  pris  positivement  ou  négativement  ; 
si  A  est  le  nombre  entier  immédiatement  plus  petit  que  x  ,. 
on  fera  * 

et  on  aura  la  transformée 

s 

AV  +  BV  +  A  —  G, 
^Bi  laquelle 

A'  =  Aa*  +  Ba  +  g,      B'  =  aAa  +  B; 

et  01  inra  pour  racine 

_  —  B^-f-  v/b^^>-4AA^  < 

^  — -^  ^ 


^ 


Digitized  by 


Google 


54  ANALYSE 

Si  x'  est  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  x\  on  fera 

X 

et  ainsi  de  suite.  On  observera  que 

B>  _  4AC  =  B'*  —  4AA'  =  B''*  ~  4A'A''  =  etc.  ; 

donc  la  quantité  radicale  sera  la  même  dans  toutes  les  valeurs 
de  X ,  x\  x"y  etc.  Ainsi ,  désignant  B* —  ^kC  par  D ,  on  aura 
les  transformées  successives 

A  V  +  B  V  +  A  =  o  , 
AV»  +  BV  4-  A'=  o, 
Arx'^  +  ^"ocT  4-  A*'  =  o  , 

etc.    ,  ; 

et  ce  tableau  des  valeurs  de  A',  A*,  A*,  etc. ,  B',  B",  B*,  etc. , 
«t  A,  a',  a",  etc. 

B+y/D 


A'=  Aa»+  Ba+C 

A^izrAV^+BV+A 

A'=AV*4-BV+A' 
etc. 


B'=2Aa  +B 

B''=2A'a'  +  B' 

B'zzzaAV+B" 
etc. 


etc.. 


où  A  <; ,   a'<,  etc.  indiquent  qu'on  doit  prendre  pour  A  le 

plus   grand  nombre  entier  contenu  dans  ~ — ^^r^ —  »  ••"•  î 
mab  parce  que 

B"  —  4AA'  =  D=  B'»—  4A'A''=  B*»—  4A'A*  =  etc. , 

on  voit  que  les  valeurs  de  A',  A',  A",  etc.  peuvent  se  déduir»   t 
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beancoup  pins  facilement  de  ces  formoles 

Noos  supposerons  que  la  proposée  n'ait  qu'une  seule  raeîne- 
réelle  positive  >  auquel  cas  chacune  des  tr^sfonuées  en  x\ 
x',  etc.  n  aura  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande  quo^ 
Vunité  :  considérons  la  transformée 

AW  (xC«)y  +  BC*)xC'»)+  A<'"-0  =  0 (0  , 

et  soit  «  la  partie  entière  de  la  racine  plus  grande  que  Tunité  i. 
la  transformée  suivante  sera 

AC-^0  (xC-^0)«  +  BC«+»>xC'*+'0  +  AC"»)  =  o. . . . (a) , 

et  on  aura^  entre  les  coeiEciens  et  le  nombre  «-^  la  relation 

A(-+0  c=:  AWa-»  +  BC»")^  -f  AC^-O. . .  .(3). 

Mais  la  transformée  (i)  ayant  une  seule  racine  plus  grande 
que  w  y  si  dans  cette  transformée  on  écrit  successivement  x  et 
la  limite  des  racines  supérieures  positives  >  on  aura  deux  ré-> 
sultats  de  dilTérens  signes  (P*  sect.,  chap.  XXVIII)  ;  or  la 
limite  supérieure  donne  un  résultat  de  même  signe  que  A^T^ 
et  la  substitution  de  x  donne  y  d'après  (3)  » 

AC-»)»»  4-  BC-'V  +  AC"^-')  =  AC'^+'y  ; 

donc  AC")  et  A^"***"*)  auront  des  signes  dîfférens ,  et  Ton  dé- 
Bontrera  de  la  m^me  manière  que  y  dans  les  transformée» 
suTantes  ,  les  signes  changeront  en  passant  de  A^"*"*"')  à  A^'*"*^V 
4  A^*"*^)  à  A^"*^^),  etc.  Cela  posé ,  parce  que 

D  =  BC-'+O  BC""^»)  —  4AC'»)    AC'"-^»> 

=  BC«-<-*)  ÇC»"-*-*)  _  4AC'«-^0AC'"-^)  =  etc. , 

«t  qat  les  produits  A^'")AC"»"^»>,  AC"»-^OAC'"+*)  sont  tous  négatifs,, 
néce&ûrement 

^«^O  <  ^/D^        BC^+O  <  V/I>x        etc.. 
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et  d'ailleurs  les  nombres  A^*"),  AC"*"**'),  etc.  étant  tous  entiers  ; 

on  aura  encore 

AC"»)  <  D ,         AC"+0  <  D ,         etc.  ; 

et  comme  il  ne  peut  7  avoir  qu'un  nombre  déterminé  et  fini 
de  nombres  entiers  et  moindres  que  D  et  que  l/D  ,  les  coeffi- 
ciens  B^"**"'),  B^"»^*),  etc. ,  A^"),  AC"»^0,  etc.  ne  pourront  avoir 
qu'un  certain  nombre  de  valeurs  différentes  ,  ensorte  que  si 
Ton  pousse  ces  séries  à  l'infini ,  il  faudra  nécessairement  que 
le»  mêmes  termes  reviennent  une  infinité  de  fois  ;  et  par  la 
même  raison  ,  il  faudra  qu'une  même  combinaison  des  mêmes 
termes ,  se  reproduise  une  infinité  de  fois  ;  d'où  il  suit  qu'on 
aura  ,  par  exemple , 

mais 

et  d'ailleurs  ) 

D=BW»— 4A^"^0AW=  BC»"-*^)*— 4AC'^"*"0ÂC'^")  =  etc.  *, 

donc ,  a  cause  des  deux  égalités  ci-dessus ,  on  aura 

AC"*)  =  AC"+")        et        orW  =  x^""^"), 

et  dès-lors  la  fraction  continue  sera  périodique. 

Nous  appliquerotas  ce  qui  vient  d'êfre  dit  au  développe- 
ment en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  de  -îj- ,  pour 
laquelle  on  a 

X  =  |/^        et        3x*  —  1 1  =  o  ; 

conséquemment 

A  =  3,      C  =  —  11,      B  =  o; 

on  trouvera 
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(lO).    A=3,  A<-i^=i,    B'=6, 

(ù^^.    A'=3-.ii=— 8,  A'<l:^Çt?=i,    B"  =-.i6+6=-io, 

(3*).  A'=— 8+6+3=5:1 ,        A*<il^±5=io,  B- =20-10=10 , 


(50-  A'^ 


€n  observant   que  les  nombres  A ,   a',  a",    etc.  doivent  être 
^sltifs.  On  a*arrête  ici  à  cause  de 

B'  =  B',  A'^  =  A,        doù        A'  =  AJ, 

ensorfe  que  n  =  4  >  ^'  =^'  et  par  conséquent  la  fraction  conti- 
nue périodique ,  racine  carrée  de  -y- ,  est 

.1 
j:  =  1  +-  -^ 

1+- 


xo  +  i 


1+i 


«  +  ^ 


1+' 


10  +  etc.  ; 
on  déduit  de  là  les  fractions  convergentes 


»3  P7  9»  967  f^^y 


à  f  >>        it>        âA>        33>        A7* 

î«s  la  racine  carrée  de  ^. 


967  1»^7  pfp     - 


On  fera  bien  de  consulter  sur  cette  matière  ,  le  para- 
graphe l"  des  Additions  à  H Algèbre  (tEuler,  par  Lagrange , 
le  diapitre  VI  de  la  Résolution  des  ÉauationSê  numériques  ,,par 
Je  mtme,  et  la  Théorie  des  Nombres,  par  M.  Legendre. 
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CHAPITRE  IV. 

Suite  de  Vanaljse  indéterminée. 

24. J'AI  déjà  fait  remarquer  (I"  sect.,  chap.  XVIII)  qu'il 
suffisait  de  connaître  deux  valeurs  quelconques  p  et  q  de  or 
et  y  j  pour  obtenir  tous  les  systèmes  de  solution  en  nombres 
entiers  et  positifs  de  V  équation 

ax  '^  by  =  db  c (1), 

et  que  ces  solutions  étaient  généralement  exprimées  par  ces 
formules 

X  =  p  -jr  ^b  y       ^  =  ?  +  ^'*^- 

Mais  la  recherche  des  nombres  p  et  ^  est  laborieuse,  si  ce 
n  est  dans  le  cas  de  c  =  i  ,  ou  de  Téquation 

€LX  —  by  ^=1  ±  1 (2). 

Or  si  Ion  convertit  la  fraction  -  en  fraction  continue  par  la 

a      ,  '^ 

méthode  connue ,  et  qu'on  forme  la  série  des  fractions  prin- 
cipales convergentes  vers  - ,  la  dernière  de  ces  fractions  sera 

b 
a 


-,  et  si  on  désigne  Tavant-dernière  par  -,  on  aura,  d'aprè» 
la  loi  connue  de  ces  fractions , 

bq  -^  ap  7=  ±:  1  , 
le  signe    supérieur  correspondant   au  cas  où  -  est  de  rang 
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impair  ,  et  l'îiiférieiir  ayant  lieu ,  si  -  est  de  rang  pair , 
en  observant  qu'ici  nous  ne  tenons  pas  compte  de  la 
fraction  hypothétique  -.  Si  on  veut  repasser  à  la  différence 
ap — bq  y  il  faut  écrire 

ap  —  bq  =  qi  i (3), 

et  alors  on  prendra  le  signe  supérieur ,  si  le  quantième  de  la 
fradioD  -  est  impair ,  et  Tiirf'érieur ,  si  ce  quantième  est  pair. 
On  repasse  de  Téquation  (1)  à  Féquation  (2),  en  posant 

x  =  +pc,       y  =  +  qc, 
deù  résulte,  après  la  division  par  c, 

ap  —  i</  =  ±:  i  :        • 

ensorfe  que   les  formules   des   solutions  de  l'équation  (  l  )  ,' 
seront  plus  généralement 

(4) .»..  X  =  pc  -^  jnb ,       y  :=z  qc  ^  ma, ... (5) ; 

et  le  rang  de  la  fraction  -  fera  connaître  Jes  signes  des  quan- 
tités pc,  qc,  comme  on  va  le  voir  sur  des  exemples. 
Faisons  une  première  applicatipn  à  l'équation 

Sgx  =  56^  4-   n  , 
pour  laquelle  on  a 

a  =  39,         b  t=i  56  ,         c  r=  !!• 

56 
On  réduira  donc  la  fraction  =-  en  fraction  continue  ;  et ,  à  cet 

tffet ,   on   cherchera  les  quoticns  successifs  qui  sont  1 ,  a ,  3 , 
i ,  a ,  à  l'aide  desquels  on  formera  les  fractions  convergentes 

1,     2,      0|       2,       2, 
1       3       10      23       56 

7'   â'    7»    16'   Sa" 
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la  pénultième  qui  est  de  rang  pair ,  c'est-à-dire ,  -^  ,  sera  -  i 

d'oùTon  conclutp=23,  q  =  iS,  et  jp  =  -f.  iip,  y:^-\miiqj 
Ainsi  les  formules  (4)  et  (5)  deviennent 

X  =  a3.li  +  5G/n,        y  =  i6.ii  -f-  Sgm  : 

les  plus  petites  valeurs  entières  et  positives  de  a:  et  j^ ,  cor- 
respondent à  m  =  —  4  >  et  sont  x  =  ag ,  y  =  ao.  On  trouve 
les  autres  en  faisant  m  =—3,  =*— a  ,  =—  i  ,  =  o,  etc. 

Quelqu'un  achète  des  chevaux  et  des  bœufs  ;  il  paie  les 
premiers  3i  pièces  de  5  francs  chaque,  et  les  autres  ao  ;  il 
se  trouve  que  le  prix  total  des  bœufs  surpasse  de  y  pièces 
celui  des  chevaux  j  on  demande  le  nombre  des  bœufs  et  celui 
des  chevaux? 

En  désignant  yr  x  le  nombre  des  bœufs  ^  et  par  y  ç^Iui 
des  chevaux ,  on  trouvera 

aar  —  3iy  =  7. 

3i 
La  fraction  irréductible  — ,  réduite  en   fraction  continue  , 
ao'  '^ 

donne  les  quotiens  i ,  1 ,  1,4*2,  ensorte  qu'on  a  les  frac- 
tions élémentaires 


I , 

1 , 

I . 

4. 

a 

I 

a 

3 

>4 

3i 

T' 

7' 

a' 

7' 

ao 

d*où  résulte  ^  =  -^  ,  ensorte    que  p  =  14,    ?  =  9  i  cons^ 
qUemment , 

X  =  7.14  =  98  =  pc,       y  =  7.9  =  63  =  qc, 
et 

a;  =  98  +  m.3i ,  y  =  63  -f-  Tn.ao  ; 

ensorte  que  les  valeurs  entières  et  positives  de  x  et  de  y  ^ 
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pour , 


>  sont 


m  =  —  3\ 
m.  =  —  fl 
m  =  —  1 
j»  =  o 
m  =  1 
m  =  fl 
jn  =  3 
etc. 


Dans  les  deux  exemples  précédens ,  la  fraction  -  était  de 
rang  pair;  supposons  maintenant  quon  ait  i  traiter  l'équation 
12X  —  2Qy  =  i3  : 

les  fractions  convergentes  vers  — ,  sont 


fl. 

3, 

a. 

a. 

a 

5 
a' 

la 

29. 
la  ' 

la  fraction  ^  est  de  rang  impair  ;  et  alors 

op  —  Jç  =  —  1  ,      ou       i2p  —  agç  =  —  i  : 

r 

on  doit  donc  faire ,  dans  la  proposée ,  ces  hypothèses 
X  =  —  i3p,      J'  =  —  13^; 

pour  en  reyenir  à  lap  —  29^=  —  1  ;  et  à  cause  dcp=:  la, 
qz=z5  ,  on  aura  les  formules 

X  =  —  12.  i3  +  /n.29  ,      ^  =  —  5.  i3  +  m,  lâ  , 
et  les  plus    petites    valeurs  de    x  et  y  sont  données    par 

£0  supposant  toujours  le  terme  en  y  ,  positif  dans  le  second 
membre^  prenons  le  cas  où  le  terme  tout  connu  est  négatif  >  et 


^ 
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considérons ,  par  exemple ,  Téquation 

^  Sg  x  —  56y  =  —  1 1  : 

en  se  reportant  au  premier  exemple ,  on  a  toujours ,  à  cause 
de  ^  de  rang  pair , 

cp  —  i^  =  +  1  I       ou      Sgp  —  56q  =  -f.  i. 

Mais  pour  en  revenir  à    cette  réduite  ,    il  faut  faire   dans 
la  proposée  , 

a:  =  — pXii,        y  z=z  —  g  X.   Il  , 

en  observant  que  le  terme  tout  connu  a  été  pris  absolument 
dans  les  formules  (4)  et  (5)  :  or  on  a 

p  =;=  a3  ,        ^  =  iS  , 
et  conséquemment , 

X  =  —  a3.li  +  56. m,       j^  =  —  iG.ii  +  Sgm  : 

les  moindres  valeurs  de  x  et  j'  correspondent  à  ni  =  5. 
Pour  l'équation 

lax  —  Q^y  =  —  i3 , 
réquation  auxiliaire  ,  savoir  , 

ap  —  bq  =  —  1  ,       ou       lap  —  29^  =  —  1  , 

est  donnée    par   les    substitutions  a:  =  +  i3p,  ^^=-1-  i3q 
dans  la  proposée ,  et  Tavant-dernière  fraction  convergente  qui 

test  -p- ,  donne  p  =  12  ,  q  =z5  ,  d'où 

ap  =  12. i3  +  m. 29  ,       y  =  5.i3  +  m.i2  : 

les  moindres  valeurs  de  a:  et  ^  correspondent  à  m  =  —  4- 

Exambions  maintenant  le  cas  où  le  terme  de  y  est  négatif 
dans  le  second  membre  :  nous  observerons  avant  tout,  qu'une 
telle  équation  ne  peut  être  satisfaite   en   nombres  entiers  et 
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positifs ,  qu'autant  que  le  terme  tout  connu  n'est  pas  moindre 
que  la  somme  des  coef&ciens  des  inconnues  x  et  y.  Soit 
clone  Véquatiou 

5ix  +  Bj'  =  +  i3  : 

par  le  changement  de  y  en  — -  j/,  on  aura'  la  transformée 

2x  —  sy  =  4-  i3, 

qui  donne 

x  =  —  i3.p  ,      y  =  —  i3.q; 

d'ailleurs  p  =2,  ^=  i  ;  donc 

X  =  —  i3.a  +  m. 5,      y  =  —  i3.i  +  m. a, 

et  pour  la  proposée  , 

x  =  —  i3.a  +  ^-5  ,      j'  =  i3.i  —  m.fl: 

on   n'obtient  qu'une  solution  donnée  par   mz=z6,  valeur  i 
laquelle  correspondent 

Supposons  enfin  l'équation 

ni:  +  5y  =  254i 

déjà  traitée  (!'•  sect. ,  cbap.  XVIII)  et  que  nous   écrirons 
comme  il  suit: 

5y  +  iix  =  254  : 

changeant  x  en  —  x^,  d'après   ce  qu'on  a  vu  dans  l'exemple 
précédent ,  nous  aurons  à  résoudre  l'équation 

5y  —  iix'  =  a54 , 

pour  laquelle  on  a  ces  fomuiles  générales  de  solutions 

y  =  —  2.a54  +  m.  11  ,       x  =  —  i  X  264  +  m. 5  : 

pour  repasser  à   celles    qui  conyieiment  à  la  proposée  ,  *îi 
suffira  de  changer  le  signe  de  x  ,  ensorte  qu'on  aura  celles-ci 

y  =*—  a. 264  +  m.ii ,      x  =  +  1.264  —  rn.S: 


^ 
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les  plus  petites  valeurs  de  j^  et  x  correspondent  à  m^Aj 

etsonl  y  =  Q,x=is.  ^'' 

Supposons  qu'on  soit  conduit  à  une  seule  équation  du  pre^ 
mier  degré  entre  trois  inconnues  ,  telle  que 

,,•,  .  or  +  éj'  +  yz  =  d: 

on  en  déduira 


ax 


+  by  =:=  d  —  yz  =^ 


et  alors  supposant  le  nombre  c  déjà  connu,  les  formules 
générales   (4)  et  (5)  deviennent 

X  =:  p  (d  —  yz)  +  mb (6), 

~  J'  =  9  (^  — ys)  +  ma (7). 

Soit  l'équation  particulière 

5x  +  Sy  +  yz  =  bo,  d'où  5a:  +  8j^  =  5o  —  7s, 
ou 

5a;  —  8y  =  5o  —  72;  =:  c , 

en^  changeant  y  en  -/.  Si  l'on  opère  sur  la  fraction  ?  , 
on  trouvera  ces  quotiens  successifs  1 ,.  1 ,  1  ,  a,  au  moyen 
desquels  on  formera  ces  fractions  convergentes  , 

'>      i>      1,      2, 
l       fl       3       8 
1'     7'     a'      5' 

ensorte  qu'il  faudra  prendre 

5p  —  8(/  =  _  1 , 
ce  qui  exige  qu'on  fasse  dans  la  proposée  les  substitutions 

^  ==  —  pc,        y  =  —  qc, 
e(  parce  que  p=  3  et  9=2 ,  on  aura  les  formules 

^  =  —  3c  ^  mb,      y  =  -^ac  +  7mi. 
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oo 

a:= — 3.5o-(- 3.7.2 +8m,      —  y  ='^fl.5o+a.7.z+5m, 
oa  enfin  ^ 
a:  =  2iz  —  i5o  +  8/rt ,         >  =  100  —  ^4^  —  5m , 

errassions  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  &  et  m  athin 
mûrement^  mais  de  manière  cependant  à  n'avoir  pour  x  et  y 
que  des  nombres  entiers  et  positifs. 

£n  cherchant  de  combien  de  manières  oti  peut  couvrir  la 
surface  d*uue  sphère  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers , 
M.  Laplace  a  été  conduit  à  cette  équation 

jrz(x  — a)  +  4^=ax*, 

X  désignant  le  nombre  des  côtés  de  l'un  des  polygones  régu- 
liers  qui  recouvrent  la  sphère ,  ^  le  nombre  des  angles  qui 
s'assemblent  autour  d*un  même  point ,  et  s  le  nombre  des 
polygones.  On  déduit  de  la  précédente  , 


=  ^^ 


.(I): 


cette  expression  devant  être  positive ,  il  faut  que  le  dénomi- 
nateur soit  positif  ^  ou  qu'on  ait 

^iy  —  ^X^y^ 

d'où  \ 

^  ^y  ^    I     4 

X  <  — •^— ,      ou       X  <•  a  +  ■  ^    . 

y — ^  y — ^ 

Mus  la  plus  petite  valeur  de  y  est  3  ^  d'où  il  suit  que  la  plus 

çuide  valeur  de  a  -| ,   ou  de  a: ,  est  a  +  4  ou  6. 

Ckoxrhons  maintenant  les  valeurs  de  z  et  y  qui  correspondent 
aux  nombres  3,  4>  5  ,  fî,_qui  sont  les  valeurs  possibles  dex  : 
l'équdtipo  (1)  donne  ^  pour  x=::3, 

6  — jf 
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on  Toit  par  cette  équation  qu'on  ne  peut  prendre  pour  y  f 
que  l'un  des  nombres  3 ,  4 1  ^  »  6  ^  et  que  les  yaleurs  de  s 
correspondantes  à  ces  nombres ,  «ont  4  i  ^  >  ao  et  l'infenî. 
Pour  X  =  4  >  on  ne  peut  prendre  pour  y  que  l'un  dfes  deu* 
sombres  3  et  4 1  auxquelles  répondent  pour  %  ,  les  valeurs  6 
et  Vînfini.  t^our  jr=:  5,  on  trouve  ?5  pour  j^  et  ifl  pour  z. 
fifi&i  poAT  àc  Q£  €,  ^n  IrbtiVe  ^  ±k: 3  <»t  ^  =  oô. 

Terminons  ces  applications  fMur  la  recfaercbe  des  solutiosê 
des  deux  équations 

j?  —  àj^4-k  —  5,      h^v  -^  y  *^  %^^  y; 

multipliant  la  première  par  a ,  et  du  produit  retranchant  la 
seconde  >  on  a  la  suivante 

iz  —  ty  =  % 

Wk  âppliq«tu:ft  là  xtiétlioAft  d«  pltls  gr^Hd  «ottMaitfi  AvîMflr  fc 

5 
la  fraction  =,  on  trouve  les  quotiens  i  ^  i  ^  â  ^  et  les  fractions 

)         a        5 
7*      T'       3' 
èt^bltfc  qttb 

p  =  a,       ^  t=±  1  ; 
donc 

z  =  a. 3  +  5/11  =  6  +  5m,      ^  =  3  +  5m. 

Mais  de  la  première  des  deux  équations  proposées  ,  on  déduit 

A  £==  B  +  a  jr  i^  L 

e\  par  les  substitutions  des  valeurs  précédentes  de  j^  et  âè  s.^ 

cUè  devient 

â:  z=  5  +  m. 

Ainéi  toutes  les  valeun  ehtières  et  potitivi»  âi6  as ,  y  Mit  z, 
correspondront 
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aux  hypothèses 

ms= — 1 

iii=o 

mi=i 

m^a 

m=3 

nu=4 

pour  lesquels  on  aura 

x  =  4 

=  5 

=    6 

=    7 

=    8 

=    9 

y  =  o 

=  3 

=    G=    9 

=   13 

=  i5 

*  =  1 

=  6 

q=  iip=  i6 

=  ai 

=  «6 

etc. 


a5.  Nous  allons  résoudre  ce  problème  général  de  l'analyse 
indéterminée  :  Étant  données ,  entre  des  inconnues ,  des  équà-* 
tiens  en  moindre  nombre  que  ces  inconnues,  sans  radicaux  ni 
dénominateurs ,  trouver  pour  ces  inconnues ,  les  valeurs  entières 
et  rationnelles  ks  plus  générales  qui  puissent  satisfaire  aux 
proposées* 

Pour  que  les  yaleurs  qu'on  attribuera  aux  inconnues  /  soient 
réputées  exactes  ,  il  suffit  évidemment  que  ces  yaleurs  ,  substi- 
tuées dans  les   équations   proposées  ,  rendent  ces  équations 
identiques  :  pour  tjue  o^  mêmes  yaleurs  soient  réputées  com- 
plètes y  il  est  nécessaire  qu^eHes  soient  fonctions  d'autant  de 
nonyelles  indéterminées  ,  au  moins ,  qu'il  y  a  d'inconnues  au- 
delà  ^n  nombre  des  équations  à  résoudra.  £n  effist^  les  équa- 
tions proposées  doivent  être  considérées  comme  le  résultat  de 
l'élimination ,  entre  les  yaleurs  des   inconnues ,  des   indétei- 
minées  dont  ces  yaleurs  sont  fonctions  :  on  observera  que  rien 
ne  s'oppose  à  ce  que  ces  indéterminées  soient  en  plus  ^and 
nombre;  car  l'essentiel  étant  que  les  indéterminées  puissent 
être  éliminées  entre  les  yaleurs  des  inconnues ,  et  que  de  leur 
diomiatioii  résultent  les  équations  proposées  et  point  d'autres^ 
«conçoit  que  ces  indéterminées,  quelque  nombreuses  .qu'elles 
soient  d'ailleurs,  peuvent  être  tellement  combinées  dans  les 
yalesrs  des  inconnues ,  que  l'élimination  d'un  certain  nombre 
d'enti^fOes  ^  £asse  disparaîtra  toutas  Jes  autras. 

Soient  les  équations 


Digitized  by 


Google 


€8  ANALYSE 

at  +  hu  -^  cv  +  dx  •\'  etc.  =  ft  n 
art+  Vu-^  cV+  «fx+  etc.  «=  *' /       .  » 
a't-^  J'u+  c'v+  «rx+  etc.  =  A»  f"  '''  '' 
etc.  ) 

en  nombre  n  et  entre  les  m  inconnues  t,  u ,  v,  x ,  etc. ,  m 
^tant  su[^sé  plos  grand  que  n ,  et  tous  les  coefliciens  a , 

b étant  supposés  entiers. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  ces  équations  seraient 
complètement  résolues,  si  l'on  trouvait  pour  les  inconnues 
qu'elles  renferment ,  des  valeurs  de  cette  forme 

,      «  =  T  +  A*  +  A'ff+ A'y  +  AV+etc.-\ 

B=U+Ri+B'ff+B'y  +B*/  +  et«./ 

v=:V +  C- +  C'C-I- C'y  +  €•/  + etc.>- ••  •(*)» 

X = X  +  D»  +  lyC^  DV  +  DV+ etc.  l 

etc.  •' 

«,  C,  y étant  des  indéterminées  au  nombre  de  m  -~  n, 

au  moins,  et  T ,  U  ,  V,  X,  etc  ;  A,  B,  C  ,  D,  etc.;  A',  B', 
C,  ete.;  A*.  B*,  C,  etc.  -,  A'",  B'",  C",  etc.  étant  des  fonc- 
tions entières  des  coefliciens  des  équations  (i)-  La  substitutioa 
de  ces  valeurs  (a)  dans  les  équations  (i),  donne  celles-ci  : 

cT  4-  6U  +  cV  +  rfX  H-  etc. 
+  (aA   +  &B   +  cG   +  (fD   +  etc.). 
+  (oA'  +  fcB'  4-  cC  4-  «flD'  +  etc.)  ff  I 
+  (aA'  +  iB'  4-  cC  +  «fD»  +  etc.)y  ?  =*  » 
4.(oA"'+  iB"'4.  cC"'+  rfir'+  etc.)/' 

4- «te. 

o'T  +  Jt!  -f.  c'y  +  «rx  4-  etc.  ) 
4- (c'a  4-  é'B  4-  c'C  4-  «fD  4  etc.)  •/ 
4-(a'A'4-  J'B'  4-  c'a  4-  «fiy  4  etc.)  cl 
4-(a'A''4-  6'B"4.  c'C  4-  rf'D"+  etc.)y/  —  *'» 
4-(a'A"'4-  yB'"4-  c'C"4-  <fD"'+  etc.)/! 
4- etc.  I 

5.. 
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oT  +  i'U  +  c*V  -4-rf'X  +etc. 
+(a*A-  -f-  b'B  +  c'C  +  d'D  v+  etc.) . 
H-(a'A'  +  b'BT  +  c'C  +drTy  +  etc.)<.i 
•  4.  i'B*  4.  c'C  +  driy  4-  etc.)  yf 
/"+  A'B"'+  c'C"+  «riy"+  etc.)/l 
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+(a'A' 
•f  etc. 


=  A', 


A£ 

le 

ce 


«A*  +  AB"  +  cC*  4-  drr  4-  etc. 
rf/L*4-  *'B"4-  c'C*  4-  «i'I>*+  etc. 
«'A-4-  b'B'+  c'C+  dTy+  etc. 


CtCt 


"==! 


....^)> 
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En  effet,  si  daiû  la  première  équation  dont  le  seççnd  «embre 
est  h,  on  suppose  aux  indéterminées  «,  C,  y...,,  d'autres 
valeurs  »,  C',  y',  etc. ,  et  qu'on  retranche  cette  équatioa de  la 
précédente,  on  obtiendra 


(aA  +  hb  +  etc.)  (*  —  m')\ 
4-  (aA'+  iB'+  etc.)  (C—  ^)i  = 
etc.  J 


G. 


or  !•  —  «',  S — C,  etc.  ftantde  nouvelles  indéterminées,  knrs 
coeffîcieus  doivent  ^e  séparément  nuls  ;  d^oà  on  conclut  les 
équations  du  groupe  (4)  >  ^  Téquafion  dont  le  second  m&aix[% 
est  k  ,  donne  comme  conséquence ,  la  première  du  groupe  (3). 

Réciproquement >  si  T,  U,  V,  X,  etc.  ;  A ,  B ,  C  ,  D  ,  etc.  ; 
A',B',  C,  ly,  etc*;  A^  B^  C,  D',  etc.;  A'",  B''',  C'\  D"',  etc. 
sont  tels  que  ces  équations  aient  lieu,  les  valeurs  (s)  seront  la 
solution  complète  des  équations  (i). 

Le  groupe  (3)  prouve  que  T,  U,V,  X,  etc.  peuvent  et 
doivent  être  des  nombfes  quelconques  satisfaisant  aux  équa- 
tions (i).  Les  groupes  snivans  prouvent  que  A ,  B ,  C,  D,  etc. 
A',  B',  C,  D',  etc.  ;  A',  B'',  C\  D",  etc. ;  A'",  l^"\  C'\  IT",  etc. 
doivent  satisfaire  aux  mêmes  équations  privées  de  leurs  derniers 
termes  ,  et  ne  doivent  conséquemmenr  renfermer  aucune  des 
quantités  k ,  k\  W^  etc.  Noms  ne  nous  occuperons  que  de  la 
formation  des  valeurs  de  A,  B ,  C ,  D,  etc.  ;  A',  B',  C,  D^,  etc.  ; 
A",  B",  C^  etc.  ;  A'",  B"',  C",  etc. ,  d'autant  que  la  détermi- 
nation de  T ,  U ,  V ,  X  ,  etc.  suppose  des  équations  en 
nombres ,  et  que  la  manière  de  les  obtenir  est  connue. 

La  recherche  des  quantités  A ,  B ,  C ,  D  ,  etc.  ;  A',  B',  C', 
D',  etc.;  A^  B',  C\  D^  etc.;  A"\  B'",  C''',  IT^  etc.  se 
réduit  évidemment  à  celle  d'une  suite  de  fonctions  des  coefH- 
ciens  des  premiers  membres  des  équations  (i) ,  qui  soient  toutes 
nulles  d'elles-mêmes ,  et  qui ,  en  outre ,  puissent  être  mises 
successivement  sous  les  diverses  formes  qu'affectent  les  premiers 
membres  des  (équations  (4),  (5),  (G),  (7),  etc.  Cest  à  quoi 
ou  peut  parvenir  facilement^  à  l'aide  des  observations  faites 
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fmt  3ezaut ,  êans  aa  Théorie  des  Éqimtiens  alg^riques , 
page  181 ,  et  développées  postérieureB^ent  dNuie  BMMiière  plu» 
générale  et  plus  lumineuâe ,  par  M.  Laphee,  dans  les  Mié^ 
moires  de  t^Jc^ufimie  des  fçience^  4^  P^^p  pour  1772 , 
page  5194. 

Dans  le  cas  d'une  équation  unique 

<z<  4"  ^  +  f  ^  +  4r  +  etc.  =  ft , 

on  ne  doit  pren^  que  la  presnère  éq«atio^  de  chacun  dea 
groupet  (4)  >  (5) ,  (6)  y  (7)  ^  etc. ,  et  alors  les  fonction»  nullc» 
et  sous  le9  mêmes  forme^  que  ce^  équations  ^  sonf 

Aa  —  ia+oc  +  od+  etc.  =??  Pp 
tfc  -I-  06  —  ca  +  orf  -+-  ele.  =  o^ 
ga  4-  *«  "^  <^fr  +  orf  +  «tç.  ?;=  py 
orf  -t-  ci  -{•  9ç  —  «fa  -}-  Ç^«  =  o  > 
oa  +  irf+  9^  —  db  +  etc.  =  o, 

oa  +  96  -I-  çrf  —  clp  -|-  *t^-  =  ®> 
etc. 


Ainri  on  ponrra  poser 

A  ç=*. 

D   s? 

•n*  a. 

C  =1 

iQ| 

D  ?* 

0, 

etc, 

A'*r. 

f   «B 

»> 

C   ^-n. 

«> 

»'=» 

o» 

>»p. 

A'  =  o, 

B'  = 

ç. 

C'  =  — 

6, 

H"  = 

<*> 

«te 

A"'=  d, 

F"= 

0 , 

C"= 

0, 

iy"= 

-~ 

a. 

etc. 

A"=  0, 

B'»= 

d. 

C"  = 

0, 

D"= 

— 

b. 

etc. 

A'=o, 

B'  = 

o> 

(?  =: 

A» 

D'r= 

— 

Cf 

etc. 

ele, 

U  proposât  ^tant  dqpc 

^1  +  éa  :;;5  if , 

p^:;0|       a  =  0|       etc.  y 
tooféqnemment  A  =  &^B=  — a,  et  toi»  les 
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et  B  acceDtuéa  sont  nuls*,  d'ailleurs  les  suiyans  C,  D,  etc. 
n'entrent  pas  ,  parce  qu  on  n*a  que  deux  inconnues  -,  ainsi  les 
formules  résolvantes 

t=i  T  +  A«  +  A'C  +  AV  +  etc. , 
u  =  U  +  B#  +  B'C  +  BV  +  etc. , 
se  réduisent  à 

f  =  t  +  A*±=T  +  fci, 
u  =^  V  +  Bm  =  V  —  ak: 

Télimination  de  m  entre  ces  deux  équations  >  donne   la  pro* 
posée ,  après  avoir  remplacé  aT  +  iU  par  k. 
Soit  réquation 

ai  +  6tt  +  cv  =3  ft  : 

les  formules  résolvantes ,  au  nombre  de  trois ,  sont 

t  =  T+  A-+  A'C+  AV, 
u  ==  U  +  B«  +  B'C  +  B% , 
V  =  y  +  C*  +  C'C  +  CV: 

on  a  ici  A  =  i,  A'=c,  A^rrro;  B=~a,  B'^rcB^sscj 
C  =  o  ,  C'=  —  a ,  C"  =  —  i  ;  d'ailleurs  ,  comme  d  =  o  , 
é=o,  etc.,  les  coefficiens  A,  B,  C  qui  ont  plus  de  deux 
accens ,  sont  nuls ,  ensorte  que  les  formules  ci-dessus  d&* 
viennent 

i  =  T  +  i#  +  cC, 

tt  =;  U  -^  a#  +  ^> 
V  =^  V  —  aÇ  —  by, 

éliminant  «  entre  les  deux  premières  équations ,  on  trouve 

ai  +  iu  =  aT  -f  iU  +  ccC  +  fccy; 

remplaçant  dans  cette  dernière  S  par  sa  valeur  tirée  de  la 
troisième  des  équations  ci-dessus  ^^  les  termes  en  y  se  détruisent^ 
et  après  avoir  écrit  k  en  place  de  aT  +  iU-f-cV,  on  retombe 
ifw  la  proposée^ 
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Pour  rèquatîcm  déjà  traitée 

5^  +  8y  +  7*  =  5o  ; 
on  a 

a  =  5,      i  =  8,      ct=7,      A  =  5o; 

donc 

X  =  X  +  8*  +  Tff, 

^  =  Y  —  5i»  +  7y , 

a  =  Z  —  5C—  8y; 

m  d'après  les  fonnnles 

X  =  ai»  — ^  i5o  +  S''*  >      y  ^^  *°°  "^  *^  "'^  ^^  ' 
trouvées  (^  »  ^^  obtient  pour  z  =  1  et  m  =  17 , 
,  X  =  7  >      Y  =  1  ,      Z  =  i  ; 

a:  =  7  +  8-  +  7^> 
y  =  1  —  5«  +  77 , 

jr  =  1  —  5C  ^—  8y  ; 
ponr  •«=  1  ,  C  =  —  fl,  y=  1  ,  on  trouve 

Soit  enfiil  Féquation 

at  +  6u  +  cv  +  ^  =  /t  • 

les  formules  résolvantes 

/  =T  +A-  +  A'C  +  AV+  A'''^+A>^  +  A-Ç; 
u=:U  +B«+B'C-|-  BV+  B"'J^+  B»^+B^Ç,. 

peidcnt  les  termes  en  A ,  B ,  C,  D  qui  ont  au-delà  de  cinq 
acccBs  9  «t  elle»  deyieimeut 
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t  =  T  +/bm  +  cC+  ctf, 
«  =  U  —  am  +  cy  +  A  , 
v  =  V— ûC  —  iy+dÇ, 
a:  2=  X  —  a^  —  il  —  cÇ  j 

•i  entre  les  deux  premières  écpiationa^  on  élimine  «,  on  obtient 

at  +  bu=aT  +  bU^^mee-^adi'+bcy+  bdt  : 

•i  de  la  troisième  équation  on  tire  C ,  et  de  la  quatrième  ^,  pour 
en  substituer  les  valeurs  dans  la  prêchante ,  l«s  termes  qui 
renferment  les  indéterminées  y  »  i  et  (se  détruisent  ^  et  on 
retombe  sur  la  proposée  y  en  observant  toujours  que 

«T  +  fcU  +  cV  +  rfX  s=  *  ; 

et  ainsi  de  suite.  On  observera  qu'il  ne  faut  supposer  dans 
les  formules  résolvantes  ,  que  le  nombre  des  indéterminées  qui 
peuvent  être  éliminées  au  moyen  de  ces  mêmes  formules  y  ainsi 
qu'on  Ta  observé  dans  l'exposition  de  la  méthode,  ce  qui 
exige  qu'après  avoir  déduit  des  m  -«  i  premières  formules 
résolvantes^  les  valeurs  d'autant  d'indéterminées  pour  les  subs- 
tituer dans  la  dernière ,  les  termes  qui  contiennent  les  indé- 
terminées restantes  disparaissent  d'eux-mêmes  ;  en  procédant 
.  ainsi  sur  le  dernier  exemple ,  on  déduirai  deç  troÎA  preJlUères 
équations 

'      ^  ^= 3 • 

U  —  U  +  a«  —  ry 

•= a ' 

«= 3 • 

valeurs  qui  >  substituées  dans  la  troisième ,  àanment  um%  équa* 
tion  dans  laquelle  les  termes  en  « ,  C  et  y  s'enlredétruisent  , 
•nsorte  qu'on  retrouve  la  proposée. 

Passons  au  cas  de  deux  équations  :  on  ne  cfoit  prendre  alor» 
que  les  deux  premières  équations  de  cbacuD  des  groupes  00  > 
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^)  >  (^  >  (7)  >  etc. ,  c*est-à-^e, 

ûA  +  iB  +  c€  4-  rfl>  +  etc.  =  o , 

oA'  +  6B'  +  €€'  +  c?iy  4-  etc.  =  o  , 

ar  +  iB^^  cC+  €©•+  etc.  =  o^ 

etc. 

û'A  +  b'B  +  c'C  4-  c?D  +  «te  =  o  , 

a'A'+  i'B'+  c'C+  ^TD'Hh  etc.  =  o, 

a'A'+  yB'+  c'C+  d^B"+  etc.  =  o  , 

etc.; 

et  il  s'agit  de  trouver  des  valeurs  des  coefiicîens  A,  B,  C , 
D,  etc.;A',  B',  C,iy,  etc.;  A",  B%  C,  D%  etc. ,  telles  que 
ces  équatioDs  dotent  satûiaites  :  mais  nous  nous  borneront 
â  les  relater  ici ,  parce  qu^il  sera  facile  de  lire  dans  les  résultats 
la  loi  de  leur  formation  :  on  a 

(ic'-^iOû  — (ûc— caOi+(ai'— iû')c  +  o.d+etc.=o, 
{bd^—dl/)  a  —  {aS-^da!)  b+o.c  +  {aV—ba')  rf  +  etc.  =  o , 
{af — de')  a  4-  o .  6  —  {ad — da')  c + (ac — cû')  d  +  etc.  =  o  , 
o.a+ («f — cfc-O  b  —[bd—dV)  c  +  (^bc'—cb')  d  +  etc.  =0, 

etc. 
(te'— <*')û'— (oc'— caOt'+(ai'— ia'y  +  o.if  4-etc.  =  o, 

(cd'—dc')a'+a.b''^  {ad^-dd)  c'+  (ac-r^a!)  d+eXc.  =0, 

o.a'4-  (ccf— <fc')  b'—{  bd-^V)  c  +  (Ac'— ciO  rf'+ctc.=o, 

etc. 
ensorte  que 

K  ^(^bc^—cb"),  B=— (oc'— caO,  C='(ay— fta'),  D=o,  etc. 
K={bd:—dl/),  B;=— (aif— da')>  C'=o,  D'=(aft  — Aa'),  etc. 
A'=<rrf— ifcO,  B''=o,C'==>-(a^— da'),D*'===Cac^^ûO,etc. 

A*=o,  B''=(cc?-.dc'),  C*=>-(icr— d6')>  D*=(ic'— ci'),  etc. 
etc. 


^ 
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Les  équations  proposées  étant 

a<  -I-  ^tt  -t-  cv  =  ft , 
ait  +  Vu  +  cV  =  fe', 

les  formules  résolvantes  sont 

<  =  T  -+-  A41  +  A'C  +  etc. 
u  =  U  4-  Bii  +  B'ff  +  etc. 
V  =  V  -f  C*  +  ce  4.  etc. 

Mais  à  cause  de  £Î=  o ,  €?==  o,  etc. ,  on  a 

A'  =  0  ,^     A'  =:  o ,     etc.  ;      F  =  o,       B*  =  o,    etc,  ; 

d'ailleurs  les  inconnues  n'étant  qu'au  nombre  de  trois  ,  les 
Coefficiens  D,  D^  etc.  n'entrent  pas  :  ainsi  les  formules  ci- 
dessus  se  réduisent  à 

«  =  T  +  A#  =  T  -f  (fc/  — ri')  «, 
tt  c=  U  4-  B«  =  U/—  (  ac'  —  ca')  « , 
vr=V  +  Ci*  =  V4-  (aè' —  ba')  m. 

En  effet  ^  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  a ,  la 
seconde  par  by  la  troisième  par  r;  si  l'on  ajoute  les  trois 
produits  ,  et  qu'on  observe  que  aT  +  BU  +  CV  =  A ,  on 
rétombera  sur  la  première  des  deux  proposées  :  on  obtiendrait 
la  seconde  d'une  manière  analogue. 

Nous  avons  résolu  (2/Q  les  deux  équations 

X  —  fly  4  z  =  5 ,       ax  +  y  —  z.  —  7, 
pour  lesquelles  on  a 

'a=i,       &=—  fl,      c=i,  A  =  5, 

a'=2,      y=i,  c'=-i,      ft'=7s 

et  ccHiséquemment  ^ 

X  =  X  4  •,      jr  =  Y  4  3«,      a  =  Z  4  5-; 
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or  en  partant  des  valeurs  X  =  4,Y=:o,Z=i,on  troure 

et  £eiîsant  successivement  «=  i  ,  =  a ,  =  3 ,  etc. ,  on  obtient 
les  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  trouvés  plus  haut. 
Dans  le  cas  de  deux  équations ,  si  les  proposées  sont 

at  +  bu  +  cv  +  dx  =^  ky 

dt  +  Vu  +  cV  +  ^^  =  *'> 
on  aura 

e  =  o  ,      f  ziz  Q  ,      etc. , 

et  les  fonnules  résolvantes 

<  =  T  +A#  +  A'ff  +  AV  +  A'"^+A»^ +  etc, 

u  =  U  +  B-  +  B'ff  +  BV  +  B'"^+  B»%  +  etc. 

v  =  y  +  Cm+  Ci+  CV+  C"J'+  C'^  +  etc. 

x  =  X  +  D-  +  iyC  +  DV  +  iy"^+D''«  +  etc. 

deviendront 

<  =  T  +  (6c'— ci')*  +  (J)d—dV)  C  +  (ccf— dc')yf 

M  ='U  —  (ac'—ca')^  —  (acT— lia')^  +  (cd  —  dc')t^, 

V  =  V  —  (ai'— fcaO «  —  (ûd'— da)  y  —  {bd—dV)  l, 

X  =  X  +  (ay— ia')  ff  +  (oc'— ca'}  y  +  (*c'-  c^)  ^, 

d  ainsi  de  snite. 

Nous  tenninerons  par  le  cas  de  trois  équations  -,  maî^  nous  np 
comi>oserons  que  lescoefficiens  A,  B,  C,  D,  etc.,  parce  qu il 
•era  facile  de  former  les  coefficiens  accentués  A',  W,  C, 
jy  etc.  ;  A",  B",  C,  D",  etc.  ,  ensorte  que  nous  n'écrirons 
que  les  équations  du  groupe  (4)  : 

(ftc^d'—  bdc'+  db'c"^  ci'cr+  cdb'—  dc'V)  a 
^{tufdr^  adc''+  ddd'—  cdd^cdal'—  dc'a")  b    ^ 
^^(ab'd''^ady+da:b''—bdd''+bda''—db'a')  c^  — 

^^(aVc"^  00'^+  cdb'--  ba;c''+  bc'a"—  cVa")  d 
etc. 


o, 
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(ic'd*— Wi;'^.  d&V— tJ'if  +  c<f  i"— tfc'i")  C  •) 

—  (oe'rf' —  a«rc'+ «fa'c"-.  cfl'tr+ c^f  o"— <fc'a*)  A' / 

+  iab'dr—ad:b"+  da'b'—ba'dr+bd'a'—db'a')  c'  >  =  o , 

—  {ab'-c'—ac'b'-\.ca'b'—  b</c'-i-  bc'a'^  cb'a")d  \ 

etc.  J 

{bc'ér—bdc'+  di/c'—cb'd'+cib"—  dc'b")  a\ 
— (ûc'<r— aJ'c'+  da'c'—  ca'd'-^  cda'—dc'a")  b"! 
■+  (ab'd"—ad'b'+  da'b°—  ba'dr+bda'-~  db'a")  A  =  o. 

—  iab'c'—  ac'b'-^-  ca'b'—  ba'c"-{-  bc'a'—  cb'a")  d\ 

etc.  J 

Aûiai  pour  les  trois  <équatioi» 

ût  +  Su  4-  c*  +  <fec  ^=  '/l , 
a't  +  Vu  4.^V  4-  «fic  rs  *', 
«"t  +  b'^u  +  «V  +  if X  =  k\ 

les  résolvantes  seront 

*  =  T4- A-, 

.u  =  lJ-f.'B«, 
4»  =  V  +  C«, 

car  les  coefficiens   A,  B,  C,  D  accentués,  renfermant  «tt 
'dateurs  e ,  c',  e*,  «te.  sont  nuls  :  on  a  donc         '    ' 

<  is=  T  -H  ibc'd"—iac'+db'c'-^cbrd'^cd:b"—dc'b')M^ 

a;  =  X  —  (oiV— ac'6*'+  caH'^bàU:''^  bc'u" ^  nb' oT)  «  , 

et  ainsi  de  suite. 

n  est  aisé  de  déduire  de  cette  théorie ,  qu'en  général  m 
étant  le  nombre  des  inconnues,  et  n  le  nombre  des  âjua- 
tions ,  le  nombre  des  indéterminées  dont  les  yaleurs  de  ces 
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^  qne  ,  daoa  la  valeur  de  chacune  des  inconnvm.,  «1  n'en 
€Dtreni  qn'im  nombre 

m — 1    m — 3  m — n 

^—^.— —.......— —, 

cnaorte  que  chacune  de  ces  indéterminées  n'etïa^efiy  à  4dtL 
tour ,  qne  dan«  les  ?aleiHiB  de  /i  +  i  inconnues  seulement. 

Si  les  termes  cotanfus  k ,  Ji,  etc.  sont  nuls ,  on  pourra  sup- 
poser T,  U,  y>  etc.  nuls>  et  alon  les  équations  aeroat  st»* 
eeptîbles  d^mie  résolution  générale. 

aff,  Ob  propose  de  trouver  pour  x  et  pour  y^  tous  les 
nombres  entiers  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation 

ay^  +  byx  ^i-  ex*  +  Jy+ex  +  jTaco  , 

on  à  la  snivnnie  , 

ay  +  (*x+  4) y  =— cr*  —  «c  — /. . . .  .(a). 

A  cet  effet  »  qu'on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  4a ,  puis* 
qii*on  ajoute  aux  deux  membres  (bx  -+•  d)^,  et  on  aura 

dont  le  pimnier  membre  est  un  carré  parfait.  £n  extrayant  la 
)Canéi^4ejpart.et  d'autre^  il  viendra 


tajr+ Ai:-W«iVC(ia:+ J)*-4a(cx^+ex+/)]. . .  .(3), 

*  .  '      ■♦ 


Digitized  by 


Google 


8o  ANALYSE 

La  question  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  rationnelles 
de  a; ,  qui  rendront  rationnel  le  radical  V^mx*  +n^'^p  , 
parce  qu|B  ces  valeurs  reportées  dans  (3)  ,  donneront  une  équa- 
tion dont  on  tirera  des  valeurs  de  y,  pareillemé^t  ration- 
nelles. Soit 

on  aura 

d'où  l'on  déduit 

amx  +  n  232  ±  ^ ^u^  —  J^np  +  /»*  ; 
-  et  il  ne  s'agira  plus  y  en  posant 

h  z=i  /^m,       i  =  n'  —  4^9 


que  de  renidre  rationxielle  la  quantité  radicale  ^hu*  +  L  Si 
le  binôme  Au'  +  i  peut  être  décomposé  en  facteurs  ^u  -f-  r  , 
tu-^  t  y  tels  que 

.  h  -r^  qs  f      i  z=.  rt  y      qt  ^  rs  ^=z  o , 

on  fera 

(</a+r)(5tt+t)  =  (9u  +  r)V, 

d'où  résultent 

,j — qz^      ^  '  ^ — ça*  *  ^  — ^a** 

par  conséquent  y 

donc 

quantité  rationnelle,  si  r,  ç^  £  et  t  sont  pareillement  des 
quantités  rationnelles. 
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Si  m  étant  positif^  on  a 

les  dctdc  faèteiirs  de  Au*  -f"  ^  deviennent  imaginaires  ;  mais , 
dans  ce  cas>  cevot  de  mjc*+  nx  +p  sont  réels ,  et  si  on  les 
représente  par  (fx  +  K ,  /x  +  f,  on  aura ,  comme  ci^dossus^ 

d*où  Ton  titre 

«t  comme  précédemment  «      ' 

'Snpposoiisqiie  le  trinôme  sous  le  radical ,  soit6x*4-  3ix+35, 
dont  les  deux  fiicteurs  sont  3x+  5  ,  ax  -f  7  ;  la  comparaison 


Conséqnemment  ; 


|/6x*  +  3ix+35 


ng 
3a»— fl* 


Si  le  trinôme  était  9x*  +  3ox  +  74,  dont  les  deux  facteurs 
sont  imagpiiaîres  »  on  aurait 

m  =  9,      n  =  3o,      p=:  74; 
d*où 

fc  =  56  ,      i  =  —  Î7G4  =  —  (4a)». 

Uideliz  acteurs  de  36u* — (4a)»  seraient  6u — ^4aet6u-f-4a; 
ç  =  x  =  6,      r  =  — 4a,      <  =  4a. 
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partant ,  / 

SAz  14^  5 

i8x  +  3o  =  ^rzr7>       ^  =  à(z*_i)-3* 

gx»  +  3ox  +  74  =  49  (  J— y* 
dont  la  racine  carrée  serait  7  X     ,^^    * 

37.  Proposons-nous  de  trouver  pour  a:  tou«  les  nombre^ 
entiers ,  tels  que  le  trinôme  mx^-f-  nx  +  p  devienne  un  carré 
parfait  :  on  peut  supposer 

mçc^  +  no;  +  p  ==  Z2i (i)  ; 

et  si  on  représente  Tun  des  nombres  m  qp^tàpx^  par  /,  on 
aura  aussi 

'^J^  +  'if+P  =  gg (2)- 

Retranchât  la  seconde  équation  de  U  première;  il  vieat 
C^— /')  +  n  (x— /)  =?  zz  —  gg, 


m 
d'où 


Soit 


on  aura 


^  +  g  ^— /* 

7n{x+f)+n  _B 


z- 

Xt 


partant 

ôtant  la  seconde  équation  de  la  première ,  on  trouve  pour 
différence 
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«t  conséquemment  ^ 

_  agAB  ~  (mA^^^  B«)/—  nA* 
^—  mA»— B-  • 

_  g  (mA^-f-  B')  — AB  jamf+n) 
*  ~  mA»  — B'» 

Pour  avoir  les  valeurs  de  «  et  de  £  en  nombres  entiers  ,  la 
supposition  la  plus  simple  est,  1®.  mA* —  B*  =  1 ,  à  laquelle 
répOBdent 

X  =  îJ^AB  —  (  mA*  +  B*  )  /  —  nA*, 
z  =  g  (mA»+B*)  —  AB(2m/+/»); 
a*.  mA*—  B*  =  —  1  ,  pour  laquelle  on  a 

X  =  nA^  +  (inA*+B*>/—  ag^AB  , 
z  =  AB(3m/+  n)  —  g{mA^  +  B*). 

La  qnotftkHi  est  donc  ramenée  à  celle  de  trouver  pour  A  deux 
nombres  entiers  propres  à  rendre  m  A*  — •  1  et  m  A*  -{-  1  des 
carrés  parfaits ,  parce  que  les  conditions  (1®.)  et  (â^.)  donnent 

mA*—  i  =  B*,       mA*  +  1  =  B*. 

Prenons  pour  exemple,  le  trinôme  , 

5x:»  +  7x  —  8 , 

qii*il  s* agit  de  rendre  un  carré  parfait  par  des  nombres  entiers 
pour  a:  :  on  aura 

m  =  5,      yi==7,      P  "^^^  —  8  , 

et  les  deux  conditions 

5A*—  1  =:  B*,       5A*  +  1  =  B*, 

«loquelles  il  faut  satisfaire  en  nombres  entieb.  Pour  la  secondé, 
Ar=4  donne 

.  frA*  +  1  =  8i. 

Ainsi 

B^^,     mAV-f- ••  «m6i ,     nA*s=iifl,    AB  =  3Ç: 

6.V 


Digitized  by 


Google 


«4  ANALYSE 

àe  ces  valeurs  résultent 

(3)...a:=:iia+iGi/— 7flgr,    i&  =  3G(io/47)— i6ig...(4); 

mais  à  Tégard  du  trinôme  proposé ,  ou  reconnaît ,  après  ayoir 
essayé  quelques  nombres  sous  les  deux  signes  ,  que  la  substi-* 
tution  4  pour  x,  donne 

5jr*  +  7J:  —  8  =  lôo  ; 

On  prendra  donc  4  pour/*  et  lo  pour  g,  d'après  (a),  et  on 
aura 

a?  =  56  ,      ^  =  8fl. 

Ces  valeurs  de  a;  et  de  z ,  substituées  pour/*  et  g  dans  les 
formules  (3)  et  (4)  i  donneront  > 

X  =  4»      *  =  !• 

Nous  ne  trouvons  jusqulci  que  les  nombres  4  et  36  qui ,  substi-* 
tués  pour  07^  rendent  le  trinôme  proposé  un  carré  parfait* 
^ais  il  est  permis  de  prendre  g  négativement,  et  de  poser 

i:  =  1  la  +  i6i/4-  7^ I      «  =  36  (  io/+  7)  +  iGig , 

formules  dans  lesquelles  on  écrira  d*abord  pour  f  et  g  le^ 
nombres  4  ^^  io>  cpii  donnent  , 

X  =  1476  ,       z  s=  33oa. 

Ces  valeurs  de  x  et  z,  écrites  pour/* et  g  dans  les  formules 
précédentes,  conduiront  à 

X  =  47549  s»  >      *  =  io68a34. 

En  continuant  de  1^  même  manière ,  on  trouvera  une  infinité 
de  nombres  entiers  propres  à  rendre  le  trinôme  un  carré 
parfait. 

On  rendra  5A*—  1  un  carré,  en  prenant  A=  i  ,  ce  qui 
donne 

B  =  a,      mA»+BVe=9,      i»A»ap7,      AB  =  fl^ 
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Yaknrs  amcquelleâ  répondent  les  formules 

x  =  4^  — af— 7>      «  =  95?—  ^Cio/+7)»     • 

dans  lesquelles  on  écrira  d*abord,  pour  f  et  g  ,  Ué  nombres 
4  et  lo  4  et  on  aura 

x=:  —  5,        z  =  —  if- 
Ces  yaleers  de  x  et  de  z^  reportées   pour  /*  et  g  dans  lea 
mteiea  Srarmules  ^  fourniront 

X  =  4^        «  =  lo;. 
■lais  en  prenant  g  avec  le  signe  —,  on  a 
x  =  — ^  — af— 7,      »  =  —  9g^  —  a  (10/4- 7)^ 
qui ,  pour /=  — 3  etg  =  — 4*  donnent 

X  =  36 ,      z  =  8a  : 

ces  nombres  36  et  8a ,  substitués  pour/*  et  g  dans  les  deux 
dernières  formules  ,  donnent 

a?  =  —  659  ,        »  =  —  i47^  >, 

et  on  trouve  de  cette  manière  une  autre  série  de  nombres  en^ 
tiers  qui  résolvent  la  question  proposée. 

a8.  Proposons-nous  encore  de  trouver  les  plus  petits  nombres 
entiers  qui  >  substitués  pour  x  et  pour  y ,  rendront  la  quantité 

Ax-  +  Byx*^»  4-  Cyx"—  + +  Nj^». . . .  .(i)  , 

Uplus  petite  possible,  A,  B  ,  C,  etc.  étant  des  nombres  entiers 
|v»iti£i  ou  nég3ti&.  Si  Ton  fait  x^ys  ,  ce  qui  change  le 
(olynome  (i)  dans  le  suivant 

y"[Aa"  4-  B»"-'  +  Cz"»—  4- +  Nn, 

et  qtfon  désigne  par  a ,  a',  a",   etc.  les  racines  réelles  »  et 
par  ê±C  y —  1 ,  «  ±:  C  V/—  i,  etc. ,   les  racines   imagi- 
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naires  de 

A»""  4-  Bi"^'  +  Cft— •  + +  N=  o (a) , 

le  poljrnoiue  proposé  pourra  (  P*  sect.  )  se  mettre  sous  b  ' 
forme 

Aix-ayXx-ay) . . .  C(x-^J')»+^y3[(x-^.»»+ry],  etc. 

La  question  se  réduit  done  i  faire  epaorte  que  le  produit  pré-» 
cèdent  soit  le  plus  petit  possible.  Que  p  et  f  soient  de&  vaûur» 
de  X  et  de  j'  correspondantes  au  minimum,  ou  à  la  plus 
petite  valeur  du  produit ,  et  qu'on  prenne  pour  x  et  pour  y 
des  valeurs  plus  petites^  il  faudra  que  le  produit  devienne 
plus  grand-,  car  autrement,  pour  x=p  et  y=q  ^i]  ne  serait 
pas  le  plus  petit  possible  :  il  faudra  donc  que  quelqu'un  de 
ses  facteurs  augmente  de  valeur.  Or  si  a ,  par  exemple ,,  est 
une  quantité  négative,  le  facteur p —  aq  qui  devient p  +  a^  , 
diminuera  par  p  et  par  q  \  et ,  dans  le  même  cas ,  le  facteur 
(p^^tiq  )*-f'C*9*  diminuera  ,  si  «I  e£(t  ua  nombre  négatif.  Donc 
les  seuls  facteurs  qui  puissent  croître,  lorsque  p  et  q  dimi- 
nuent ,  sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  réelles  posi* 
tives  ,  ou  aux  racines  imaginaires  qui  ont  la  partie  réelle  posi- 
tive \  et ,  par  rapport  à  ces  derniers  j  il  est  clair  que  leur 
accroissement  ne  dépend  que  de  la  partie  p  —  «9  ,  puisque 
Ç*qf*  diminue  avec  q.  Ainsi ,  dans  le  cas  du  minimum ,  les 
valefir»  de  p  et  de  17  doivent  être  telles ,  quep  et  ç  venant  à 
diminuer ,  la  quantité  p-^aq  augmente ,  en  prenant  pour  0 
une  des  racines  réelles  positives  de  l'équation  (a) ,  ou  une 
des  parties  réelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la 
même  équation  ,  si  elle  en  comporte. 

Soient  j?  et  5  deux  nombres  entiers ,  posttifs  et   premiers 
entr'eux,  moindres  que  p  et  q  ;  il  faudra  donc  qu'on  ait 

r  -T-  ff^  >  p  —  aq , 

abstraction. f^ite  des  signes  de  C(çs  qyantitéa  :  or  si  l'om  divise 
le  prçœiçr  membre  de  Tinégalité  par  ^  et  le  se<;;oBd  par  f  ^ 
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on  aura 

s  ^  q 

Ainsi  (P*  scct. ,  chap.  XXXI)  -,  -  seront  des  fractions  prin- 

s    q 

cîpales ,  consécutives  et  convergentes  vers  a ,  ensorte  que 

p5  —  (;pr  =  ±:  i  , 
le  signe  supérieur  ayant  lieu  (T*  sect. ,  chap.  XXXI)  ,  lors- 
que la  fraction  -  est  de  rang  impair ,  ou  lorsque  -  est  >  a  ; 

ou  bien  encore  lorsque  p  —  aq  est  une  quantité  positive  ,  et 
Vînférieuî,  lorsque  p-^-^aq  est  une  quantité  négative  ;  donc 
p  —  aq^T'^ûs  seront  de  difFérens  signes. 

H  faudra  donc  réduire  chacune  des  quantités  a  ,  a\  a" y  etc. 
en  fraction  continue  par  les  méthodes  connues ,  et  en  déduire 
eilsvife  les  fractions  convergentes  dont  il  s*agit  ;  après  quoi 
on  fera  successivement  p  égal  à  tous  les  numérateurs  de  ces 
fractions  9  et  q  égal  aux  dénominateurs  correspondans ,  et  celle 
de  ces  suppositions  qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc- 
tion proposée  j  s^ra  nécessairement  aussi  celle  qui  répondra 
au  minimum  cherché. 

Nous  avons  supposé  que  les  nombres  p  et  q  devaient  être 
tons  deux  positifs  ;  i!  est  clair  que  si  on  les  prenait  tous  deux 
négatiEs ,  il  n'en  résulterait  aucun  changement  dans  la  valeur 
absohie  de  la  formule  proposée  ;  elle  ne  ferait  que  changer 
de  signe  dans  le  cas  de  m  impair ,  puisque  la  proposée  re- 
Tient  à 

r(A^  +  B^+ +  n), 

et  elle  demeurerait  absolument  la  même  pour  m  pair.  Ainsi 
il  nimporte  quels  signe»  on  donne  aux  noBâ)Fe6  p  et  q  lors- 
qu'on les  suppose  de  même  signe. 

Mais  si  l'on  donne  àp  et  q  des  signes  différens  >  les  termes 
aIterQa2i£s  de  la  proposée  changeront  de  signe ,  ce  qui  en  fera 
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changer  aux  racines  a,û',  etc.,  mdz  CJ/—  i ,  «  rtChA—  »^ 
de  sorte  que  celles  des  quantités  a ,  af,  etc.  « ,  « ,  etc.  qui  étaient 
négatives ,  et  par  conséquent  inutiles  dans  le  premier  cas  , 
devront  être  positives  dans  celui-ci ,  et  employées  à  la  place 
des  autres. 

Donc ,  en  général ,  si  Ton  recherche  le  minimum  de  la  foi:- 
mule  proposée ,  sans  autre  restriction  sinon  que  p  et  q  soient 
des  nombres  entiers ,  il  faudra  prendre  successivement  toutes 
les*  racines  a ,  a',  etc. ,  et  toutes  les  parties  réelles  « ,  m,  eta 
des  racines  imaginaires  de  l'équation 

Az'*+  Bz'^^'+  Cz;~-«4- 4-N=o, 

en  faisant  (distraction  des  signes  de  ces  quantités  ;  mais  ensuite 
il  faudra  donner  à  p  et  à  qf  les  mêmes  signes  ou  des  signes 
différens ,  suivant  que  la  quantité  qu'on  aura  prise  pour  a  , 
aura  eu  originairement  Iç  signe  plue  ou  Iç  signe  moins  ,  parce 
que,  ^ans  ce  demifr  cas,  les  substitutions  +p  et  ^—9,  ou 
— ^p  f  +  q  pour  a?  et  ^  ^  changent  chaïque  i^aci^e  négative  en 
racine  positive  qu'on  doit  employer^ 

Lorsque  parmi  les  racines  réelles  a  ,  a'^  etc. ,  il  y  en  a  de 
commensurables ,  alors  il  est  clair  que  la  quantité  proposée 

deviendra  nulle,  en  faisant  ^  égal  i  une  de  ces  racines,  de 

sorte  que  dans  ce  cas  il  n'y  aura  pas ,  à  proprement  parler , 
de  Tniniviumi  dans  tous  les  autres,  il  sera  impossible  que  la 
quantité  dont  il  s'agît;^  devienne  zé^o,  tant  quep  et  q.  seronjt; 
des  nombres  entiers. 

Faisons  une  application  de  ces  principes  à  la  recherche  du^ 
minimum  des  fonctions  du  second  degré ,  de  la  forme 

Ajç^+^yx  +  Cy, 

question  qui  revient  à  celle-ci  :  TYouver  les  valeurs  cfe  p  ei  ({ 
qui  rendront  la  quantité 
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la  plus  petite  qu*il  est  possible ,  dans  Ihypothèse  qiion  riadr- 
mette  pour  ç  et  q  que  des  nombres  entiers, 

Suirant  la  métbode ,  il  faut  chercher  les  racines  de  Téquation 

Az»-f  Bz  4-  C  :^  o, 
lesquelles  sont 

_  —  B±  i/B''—  4AC  _  —  B  d:  V^D 

flA  "^  aA         *  . 

Or,  I*.  si  B**— 4^C  e^t  un  carré,  les   deux  racines  seront 
commensurables ,  et  il  n'y  aura  pas  de  minimum  ^ 'paxce  que^ 

par  la  substitution  de  ^  pour  z  ^  on  aura 

A^  +  B^+C  =  o=Ap-  +  Bpq  +  Cq\ 

fl*.  Si  B* —  4^C  n'est  gas  un  carré  ,  les  deux  racmes  seront 
irrationnelles  ou  imaginaires  ;  suivant  que  B'—  4AC  sera  ^ 
on  ^  o  >  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faut  considérer  séparé- 
ment. Nous  commencerons  par  le  dernier  qui  est  le  plus 
facile  â  résoudre. 

Les  deux  racines,  étant  Imaginaires  y  on  aura  —  -^  pour 

la  partie  tonte  réelle  de   ces   racines  ,   laquelle  devra,  par 
conséquent  ^  être  prisç  pour  a  \  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  réduire 

en  fiaction  continue,    la  fraction —  (prise  abstraction 

bite  du  signe  ) ,  et  en  déduire  1^  série  des  fractions  couver^ 
gentes,  laquelle  sera  nécessairement  terminée  :  cçla  fait,  on 
essaiera  successivement  pour  p  les  numérateurs  de  ces  frac- 
tiofis ,  et  pour  q  les  dénominateurs  cprre&pondans ,  ajrant  soin 
de  donner  kp  et  k  q  les  mêmes  signes  ou  des  signes  difFé- 

rens,  suivant  que j  sera  un  nombre  positif  ou  négatif. 

On  trouvera  de  cette  manière  les  valeurs  de  p  et  </,  propre^ 
4  rendre  la  formule  proposée  un  minimum. 
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Soit  proposée ,  pour  exemple^  la  quantité 

49X*  —  238j:^  +  agoj^  : 


on  a  ICI 


A  =  49  ,      B  =î=  —  a38  ,      €  =  090, 
B»—  4AC  = 


^  B         a38       17. 


17 

opérant  donc  sur  cette  fraction  —  ,  on  trouvera  les  quotiens 
a ,  2  ,  3j  à  Taide  desquels  on  formera  ce»  fractions  > 


3, 

a. 

3, 

I 

S 

5 

»7. 

0' 

l' 

3' 

7  ' 

de  sorte  que  les  membres  à  essayer  seront  1,3,5,17  pour 
p,  et  0  ,  1 ,  a,  7  pour  9.  Si  donc  on  désigne  les  résultats  de 
ces  substitutions  par  R ,  on  aura  -ce  tableau  : 


p 

9 

R 

l 

0 

49 

a 

I 

10 

5 

fi 

5 

ï7 

7 

49 

d'où  Ton  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  R  est  =  5,  valeur 
due  aux  suppositions  p  =  5  ,  </  ==  a. 

Qu'on  ait,  en  second  lieu,  à  chercher  le  minimum  de 

yx*  +  a^xy  -+-  SLoy^  : 
on  a ,  dans  ce   cas , 
A  =  7 ,     B  =  22  ,     C  =  20 ,     B»  —  4AC  =  —  76  ; 


B 


1 1 


le  radical  est  donc  imaginaire-  La  fraction  —  ^  ^^  "*  V 
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donnera  ces,  quotiens  i  >  i  ,  i ,  3  >  deëquels  on  déduira  cette 
suite  de  fractions  convergentes^ 


11 

7 


mais  comme  la  fraction  est  négative ,  on  devra  prendre  p 
et  g  avec  des  signes  dilFérens  ;  et ,  par  exemple ,  q  négatif , 
ce  qui  est  indifférent  pour  le  résultat  :  on  aura  donc  co 
tableau  : 


p 

1 

R 

1 

o 

7 

1 

—  1 

5 

a 

—  i 

4 

3 

—  a 

II 

ti 

—  7 

i33 

le  minimitm ,  qui  est  4  ?  répond  aux  suppositions  s ,  —  i  : 
pour  ce  cas  ^  la  proposée^  en  remplaçant  x  par  p,  et  y 
par  ^  >  devient 


'[('■+7'y+^-]- 


Soit,  en  second  lien,  B* — 4^C  >  o  ou  D>o  :  si  l'équa- 
tion a  ses  deux  racines  positives ,  il  faudra  les  prendre  suc- 
ccssiveinent  poux^  a^  et  faire  la  même  opération  sur  chacune 
âfeUfls,  roTn^  ùu  le  verra  dans  les  exemples  ci-dessous; 
rniji  si  Vunfi  des  deux  racines ,  ou  toutes  deux  étaient  néga- 
tins ,  on  les  rendrait  positives  ,  en  changeant  seulement  le 
sigpe  de  B  >  pw  on  opérerait  comme  ci-dessus  ,  en  obser- 
vant de  prendre  les  valeurs  de  p  et  ^  avec  des  signes  dif- 
férens. 
fùUK  {Kpililer    les    déterminations  ,    nous  reprendrons    les 


^ 
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.raleura  de  a,  a',  \',  etc. ,  troarées  (17) ,  «avoir , 

,.^   P'-gg'    ^  ACp'-g^'XV-p')  . 
^  «9"-p"  ^  A  (a^~p-)(69-_p-)  • 
et». 

or ,  a  et  i  représentant  les  deux  racines  "^      .^  ■  ,  ~^</g 

flA        '       flA       * 

aï  l'on  considère  d*abord  les  dénominateurs ,  on  trouve  en  ef« 
fectuant  les  opération»^ 

A  {a<f—p'  )  (  bq'  -pO  =  Ap'*— A  (a  +fc)  pY  +AflV 

A  (p''—  09-)  ( p^—  içO  =  V*— A  (a  +  b)  pY+Aabq"^ 

etc. 
Pa3sant  ensuite  aux  numérateurs ,  on  trouve 

A(p»-A,'>)(V-p')  =-AA-iB-i  i/D, 
à  cause  de 
p«'=X,     90=0,     p'=A,     ^'rs,,     &  =  ~^~*^ 

(17)  ;  [ensuite ,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  a  et  6  >  on  a 

A  (  09  — p')(p*— V)  = — Ap'p'  +Aap-q'+Abp'q'^Aabq'q' 
=  -Ap'p''-C</q"-l  B  (pY+9'p'} 

+  iï/D(pY-^>0, 
A  (p'-fl^OCAfl'-p")  =  —  ApY+Aap'q'+Abp'q' 
—  AabqY 
^  -  Ap';y'-^V™iB(pV+</'p-> 
+  iVD(pY-9-p'), 
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et  ainsi  de  suite*  Qu'on  pose ,  pour  abréger , 

P®=:  A 

p'  =  V?  +  Vt'  +  <Y', 

etc.  ; 
poû 

0'=    Ax    +1B, 

Q-  =  Ap'p'  +  i  b(pv  +  9'/'')  +  ty,', 

etc., 

lâio^^tés 

A<  a, 
,       ACp'-a^'XV-pO 

^  A(a<-p')(67'-p')' 

^  A{a<r-p')QHr-p')' 
etc. 

léâoîtea  if  après  les  relations  connues 

pV-9V=>.  VV-9">''=-i,  p"9"'-9'y"=»ete-; 
se  truffiainennit  dans  celles-ci 


A     < 


-Q-iyDl 


A'    <  p 


—  Q'+it/D> (M). 


*■<    — -^ 


A-<  -r-ij/p» 


etc. 
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Or ,  si  dans  Teigireisioa  de  Q",  on  écrit  pour  p'  «t  cf*  leurs 
valeurs  connues  A'p'-f-i  et  ?!q\  elle  deviendra^A'P'+Q' ; 
celle  de  Q''' ,  en  remplaçant  p'"  et  9"'  par  ^î'p"  +  p'  » 
^"9"  +  ?'>  deviendra  a"?"  4-  Q",  et  ainsi  du  reste  ;  de  sorte 
que  Ton  aura 

Q'  =  Apo  +  Q*» 
Q"  =  A'F  +  Q'  I 

9"=  a"P''+  q'\ (N). 

Q''=:  A'T>*4.  qr\ 

etc. 

Si  d'abord  dans  P^  on  remplace  p'  par  A ,  9^  par  Tunité , 
et  B  par  aQ^^  on  aura 

P'  =  A«P«»+  flAQ*+  C; 

si  dans  Texpression  de  V*y  on  substitue  les  valeurs  de  p"  et  q", 
elle  deviendra  a''P'  +  ûa'Q'  +  A;  re7q)ression  de  P"',  par  la 
substitution  des  valeurs  dep'",^"',  deviendra  A''»P''4-aA''Q''+F, 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  l'on  aura 

V  =    A«P»    +    aAQo  +  C  , 

P"  =    A^'P'    +    flA'Q'    -f  PV 

Vr'z=z  >!'^'  -f  aA"Q^  +  P', 
piv_  a'''»F''+  aA'"Q'"+  P", 
etc. 
Mais 

q^—  pop-  —  (;,A.  +iB)»-^  A(a*A  +  aB  +  C) 
=  1B*  -  AC  =1  (B*-4AC), 

Q»»_  FP''  =  (  a'P'+  Q'  )»  —  F  (a'»F  +  aA'Q'  +  A) 
=  Q*    —  AP'  =  Q'»—  FT', 

et  ainsi  de  suite. 
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On  tire  de  là, 

p"      j 

^  -  '^-^^' — '     .(P). 

etc. 
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Soit  donc  pris ,  en  premier  lieu ,  lé  radical  aVec  le  sf^e 
plus  :  on  fera  le  calcul  suivant  ^  fondé  sur  les  formules  (M)  , 
(N)  et  (P). 


Q«=-59 


qr  s=+9.7-59=    4 


7.t+4=.-3P' 


Q"=3—  3.547=— 8 


Q"  =4-  5.3—8=    7 

Q"=— 6.a+7=— 5 

Q"-=+ 9.1—5=    4 
etc. 


I-=9 


>^    < 


F=i^=Z9=_7 
9 


).  — 9  — 79_ 


10 


59  +  1/79 


—  7 
p/^/-— 49^79--  ,  3 


ÏO 


>.»_f±ZZ9_      5 


p,  —49—79 

5     — 


P"  = 


a5 — 79 


—  6 


p,n_  '6-79. 
9 


etc. 


<  -^-V^79^, 
—7 

,,  ^3  +  V^79^, 


10 


a"'< 


-7—1/7.9- 
— 3~" 


,.<i+v:zi=5 


9 
etc. 


Comme  Q"'  =  Q'  et  P»"  =  F',  on  aura 

Q""=Q",     Q«  =  Q"',  etc.  ;    P""  =  P*,     P"'=P"',  etc., 

de  sorte  qu'on  pourra  continuer  les  séries  ci-dessus  à  l'infini , 
en  ne  faisant  que  répéter  les  même»  termes. 
Prenant  le  radical  en  moins ,  on  aura  le  tableau  suivant. 
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Q'    =-59 

Q'    =    9.5-59=>- 

q'  =  13.1-— 14=- 

Q"'  =—6.1—  i=- 
Q"  =    5.3—  7= 
Q'    =-3.5+  8=- 
Q"  =  10.1—  7= 
Q»"=-^.i+  3=- 
Q""=    9.1—4= 
Q«  =— G.2+  5=- 


P»   =9 


9 

P"    — ^  — 79_ 
i3    " 

_P'//  _49— 79_ 
7*^     — —  S  ' 


piT  _64— 79. 
5     ' 

py    _49— 79 
~  —  3 


p„  _9— 79, 
10 

pvu  _'6— 7.q_ 
—  7   ' 


:— 13 

=—  6 

=      5 

:—   3 

=       10 

=—  7 
=      9 


59—  v/70. 
9 


^'    < 

A"     < 
A'^     < 


■4+ V/79^, 
i3 

—  6        "~ 

7    -f-     1/79   _r, 

_8-v/76_  , 

—  3     ~^ 

10 

-^^V/79_, 

—  7 


pv..,__£5:::79. 
9 

p.«  __49— 79. 
'"'^  6  " 


,,..^4+V/79^ 


_  6  v'"<=^=|^^= 


=:> 


On  peut  s'arrêter  à  Q"  =  Q"'  el  P"  =  F'',  parce  qu'on  ne 
retrouverait  plus  que  les  termes  déjà  obtenus. 

Or ,  si  on  considère  les  valeurs  des  termes  P°,  P',  etc. 
troirvées  dans  les  deux  cas  ,  et  qu  on  sait  être  celles  de  la 
fonction  proposée,  en  changeant  x  en  p  et  ^  en  7,  on  verra 
qiJcle  plus  petit  de  ces  termes  ,  est  — 3  :  dans  le  premier  cas  , 
c'est  le  terme  V\  auquel  répondent  p'"  et  (7'"  ',  et  dans  le 
second  cas  ,  c'est  le  terme  P*%  auquel  répondent  p'""  et  q^", 

7 
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Ainsi  y  dans  le  premier  cas ,  on  prendra  les  quotiens  A,  X^,  a'^j 
•avoir,  7,  1,  1 ,  et  Ton  formera  les  fractions  principales  con- 

vergentes  ^ ,  - ,  —  ;  la  troisième  aéra  —?  >  ensorte  que  1  on 
aura 

Dans  le  second  cas ,  on  prendra  les  quotiens  A,  a',  a",  a^, 
savoir,  5, 1,  1 ,  3,  lesquels  donneront  -,  -,  — ,  -2,  de  sort» 
que  Ton  aura 

Mais ,  dans  les  deux  cas ,  le  terme  —  3  reviendra  au  bout  de 
chaque  intei^ralle  de  six  termes  :  ainsi ,  dans  le  premier^ 

F"  =5—3,      F«  =  -.3,      P»^=  — 3,     etc.; 

dans  le  second, 

P'^  =  —  3,      P«  =  —  3  ,       P«^'  r=  —  3  ,    etc.  ; 

conséquemment  on  aura  pour  les  valeurs  satisfaisantes  de  x 
et  y,  on  de  p  et  9  , 

i\    f\  q'"\    p^9";    p"\(/«^;    etc.; 

a^    p^  (/»';    p%q^\    P^'\q'^'\    etc.: 

or  les  valeurs  de  a,  a',  a",  etc.  sont  dans  le  premier  cas , 

7,   1,   1,  §,  3,  3,  1,   1,   1,  5,  3,  a,  1,  1.  1,  5,  3,  etc. 

à  Finfini  ;  il  n'y  aura  donc  qu'à  former  les  fractions 

7  8  2^  B3  2S4  .Gu  875  i486  a3Gi  iSaqi 
1'  i'  a'  11*  35'  81*  iiS'  197'  STT'  lyé^' 

et  on  pourra  prendre  pour  p  les  numérateurs  de  la  troisième, 
de  la  neuvième ,  etc.  -,  et  pour  q  les  dénominateurs  corres- 
pondans  \  on  aura  donc 

p=i5,    9=2,      ou      p  =  a36i  y    9=;3i3,    ou    etc. 
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Dans  le  second  cas ,  les  valeurs  de  a  ,  a',  a",  a"',  etc.  seront 

5,  1,1,  3,  5,   1,  1,  1,  a,  3,  5,  1,  1,  i,  a/etc, 
parce  qae 

A'«  =  a"',       a«  =  A»^. 
On  formera  donc  les  fractions 


5Gi£39aoGa4545iG9S     iS^    GaaS    33968 
?  7'    a'    7*    37'    44'    81'  ia5*    33i'  ITT?*  l^* 

et  les  fractions  quatrième ,  dixième  ,  etc.  donneront  les  valeurs 
de  p  et  q ,  lesquelles  seront 

p  =  39,    q=^7y      ou      p=:6aa5,    93=1118,    etc. 

De  cette  manière ,  on  pourra  trouver  par  ordre ,  toutes  les 
valemis  de  p  et  9  qui  rendront  la  formule  proposée  =  —  3  , 
Taleur  qui  -est  la  plus  petite  qu'elle  puisse  recevoir. 

On  pourrait  proposer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  posi- 
tive de  la  même  formule  ;  elle  est  5  dans  lès  deux  cas ,  et  on 
anra^  par  les  fractions  ci-dessus  , 

p=:83,    9  =  11,     ou    p=i3a9i,    9=1763,     etc. 
p=ii,    9  =  fl,      ou    p=i843,       9  =  33i,      etc. 

Ceux  qui  désireraient  approfondir  cette  matière ,  feront  bien 
de  consulter  la  Théorie  des  Nombres ,  par  M.  Legendre ,  les 
Mémoires  de  t  Académie  de  Berlin  y  annéeJs  1767  et  17G8 , 
et  le  deuxième  volume  de  \ Algèbre  d'Euler,  Additions  par 
¥<  Lagrange. 


I 

7' 
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CHAPITRE  V. 

Ei^aluatioTi  des  sommes  des  puissances  entières  , 
positives  et  négatives  des  racines  dune  équation. 
Application  de  ces  formules. 

29 .  JLiES  sommes  des  puissances  d'un  même  exposant ,  tant 
positives  que  négatives  de  toutes  les  racines  d'une  équation  , 
jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  toujours  être  traduites  en 
coefficiens  de  cette  équation  :  nous  verrons  bientôt  qu'il  en  est 
de  même  de  toute  fonction  invariable  ou  symétrique  des  ra- 
cines ,  c'est-à-dire ,  de  toute  combinaison  de  ces  racines  dont 
]a  valeur  numérique  reste  la  même  ,  en  faisant  dans  la  fonc- 
tion tous  les  échanges  possibles  entre  les  racines.  On  trouvera 
dans  les  chapitres  suivans  l'emploi  des  formules  que  nous  allons 
faire  connaître. 

La  proposition  dont  il  s'agit,  peut  s'énoncer  ainsi  :  il  existe 
entre  les  sommes  de  puissances  semblables  de  plusieurs  quan- 
tités et  leurs  sommes  de  produits  deux  à  deux ,  troU  à  trois , 
quatre  à  quatre,  etc.  ,  des  relations  soumises  à  une  loi  régu- 
lière ,  et  telles  que  les  premières  peuifent  toujours  être  exprimées 
en  fonctions  rationnelles  et  entières  des  dernières  ,  et  récir- 
proquement. 

Soit  donc  l'équation 

x"»  —  Ax»"-'  +  Bx"»-'»  —  pjc'"-3. . .  .  + V  =  o. .  . , (M) , 

a  ,  b  j  c,  d,  etc.  étant  les  racines  :  on  aura  l'identité 

x"*  —  Aa:^-*4-  Bx'"-»  — —  Tx  +  V 

=  (x— c)  (x— i)  (x— r)  (x— J)  etc (N)  , 
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qui  sera  encore  ^Taîe  en  écrivant  x  +  i  ponr  x  ,  x  eti  étant 
quelconques  ,  puisque  le  premier  membre  est  un  produit  effec- 
tué ,  et  le  second  un  produit  indiqué  ;  ensorte  que     • 

(x+O*"— ACr4-i)"^*+B(a7+0'"""*— .  • . .— T(x+0+V 
=  K-^^^— û) +0  [(^— *)  +  ^1  L(^—c)  +  r]  l(x—d)+  f]  etc. 

On  aura  donc  entre  les  coefficiens  de  Ja  première  puissance 
de  i ,   ridentité 

ma--'— A  (m— 1)  x"»-^+B  (m— 2)  x«-3-|-  etc.  —  T 
=  (x—b)  (x—c)  (x—d)  etc. 
4-  (x—a)  (x—c)  (x—d)  etc. 

+  (x— a)  (x—b)  ix—d)  etc (P)  , 

etc. 

dont  le  second  membre  est  la  somme  des  quotiens  que  Ton  • 
obtient  en  divisant  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  la  pro- 
posée, successivement  par  chacun  de  ces  factews.  Divisant 
(P)  par  (N) ,  il  viendra 

mj*-' —  A  (m — 1)  x"'--^+  B  (m— a)  x™-^ —  T 

X" —  Ax"-*  +  Bx"»-^ _Tx+V 

=  ^  +  ^  +  lè7  +  dl5t«t<^ («î 

mais 

=rs  =  i  +  x»  +  p  +  "*'=•' 


X 

1  1     .     ô     .    i' 

X 


riTï  =  i  +  j.  +  p +  «*<=•» 


'      =  i  _i.  £  4-  £l  4.  etc 
etc. 


PoKot  donc  ,  pour  abréger. 
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a  4-  ft  +  c  +  rf  +  etc.  =  S,; 
a»  +  6*  +  c»  +  J*  +  etc.  =  Sa> 
a^  4.  fr3  +  e3  4-  d3  ^  ete.  =  S3, 

etc. 
a"» 4-  ft«4.  C-+  rf"+  etc.  =  S„, 

S, ,  Sa,  S3. . . —  S,»  étant  des  fonctions  à  évaluer  ;  Tidentîté 
(Q)  deviendra 

ynx""'— A  (jn^i)3(f^^  B  (m— a)  oc^^ — T 


a:^—  Ar~-»  4-  Bx~-*  — . 


.— Tx  +  V 


X 


x* 


+ 


+  etc....(R). 


Multipliant  les  deux  membres  de  (R)  par  le  dénominateur 
du  premier ,  on  obtiendra 

nix"»-*— A  (fil—  1  )  a;'^-»+B  (m— a)  x*»^— C  (m— 3)  a;"-^+. . .— ^T 


=3  mx"*""*— mA 

j:»-»4-jnB 

oc"-'- mC 

jf"^<+  etc. 

+  s. 

—AS, 

+  BS, 

+  s. 

—AS, 

+  s, 

De  la  comparaison  des  coeflîciens  des  puissances  semblables 
de  X,  résulteront  les  égalités 

m  ^=  7U^ 

S,  —  mA  =  —  (m  —  î  )  A, 

5,  —  AS,4.mB=       (m— B)B, 

Ss—  AS.+  BS,—  mC  =  —  (m  — 3)C, 

etc. 
desquelles  on  déduit 

S.-    A  =  o (0, 

iS,—  AS,  +  flB  =  0 (2), 

Sj—  AS.+  BS,  —  3C  =  0 (3)  , 

S«- ASs+j 

BS.—  es. 

+  4D  = 

0 (4), 

etc. , 
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résultats  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  -,  mais  on  obseryera  qu'ils 
supposent  les  signes  de  Téquation'  alternatifs. 

On  remarquera  qu'en  multipliant  le  second  membre  de  (R) 
par  x",  le  terme  — ^  multiplié  par  x^,  donne  pour  produit 

S.«x^*  ;  celui  de  V  par  le  premier  terme  — ,  est  mVx""'  ; 

ensorte  que  le  coefficient  total  de  a?""*,  est 

S«—  AS^,+  BS«^— +  mV  =  o, 

ou ,  en  observant  que  m  =  So> 

S,—  AS«_.+  BS««.— CS«^+. . .  .+VS  =  o. . . (S) , 

parce  que  le  terme  de  même  exposant  de  x  dans  le  premier 
membre,  est  o  X  V  =  o.  Les  sommes  8,^8^,  8$, . .  .Sm  dé- 
pendent visiblement  du  premier,  des  deux,  trois,  etc.  pre- 
miers coefficiens  de  Téquation ,  et  enfin  S»  dépend  de  la  totalité 
de  ces  coefficiens. 

En  multipliant  le  terme  -^^  par  o?"*  dans  (R) ,  on  trouve 


8m^,ar^  ;  d'autre  part,  en  remontant  vers  la  gauche ,  on  a  le 

S 
produit  de  -^  par  V,  qui  est  ySiOT^  ;  d'où  Ton  conclut  pour 

le  coeBicient  total  de  xf*, 

S^,- AS«+ BS^,-~. . . .+ VS.  =  o. . . .  (T) , 

parce  que  celui  de  x""*  dans  le  premier  membre  de  (R) ,  est 
«Qcore  naL 

On  peut  comprendre  les  formnles  (S) ,  (T)  ,  etc.  dans  une 
»^vûe.  A  cet  effet,  multiplions  l'équation  (M)  par  x",  et  nous 
auroQs 

les  suhstitiitiops  x  =  a^^=;i,=:c,  =  etc.  dans  la  précédente^ 
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donneront  '  ^ 

^mH-»— AG'"-^«-»+Ba""+'"-*— _Ta"-+-»+Va"  =  o (U)  , 

im4-n_A^m+n-,^BJ«4-«-a _T6'»-^'+Vi'*  =0.  .  .  .  (V)  , 

etc. 

Al  entant  toutes  ces   équations  ,   on  aura  ,  d'après  la  notation 
adoptée  , 

Faisant  dans  cette  formule  zi  =  o ,  =  i  ,  =  2    etc. ,  on  re- 
trouve les  formules  (S)  ,  (T)  ,  etc. 

On  observera  que  les  formules  (i) ,  (a) ,  (3)  ,  (4)  >  ^^^'  "® 
donnant  les  sommes  des  puissances  des  racines  ,  que  jusqu'à 
celles  de  Tordre  m  —  1  inclusivement ,  et  qu'il  faut  ensuite  > 
pour  les  puissances  de  l'ordre  m  et  celles  au-dessus  ,  recourir 
aux  formules  (S)  ,  (T)  ,  etc. 

Faisons  quelques  applications  numériques.  L'équation  du 
troisième  degré 

o:^  —  2x  —  5  =  o  , 

comparée  avec  la  proposée  ,  donne 

A  =  o,     B=  —  2,     C  =  +  5,     D  =  o,     etc.  ; 

reportant  ces  valeurs  dans   les  formules  (1)  ,  (2),  (3)  ,  (S)  , 
(T) ,  etc.  ,  on  en  déduit  les  suivantes  , 

S,  =0,  8^  =  4»  S3=  i5,  84^=8,  S5  =  5o,  86  =  91,  etc. 

L'équation  du  quatrième  degré 

^4  —  o:^  —  igx*  +  49^  —  3o  =  o , 
donne 

A=i,     B  =  —  19,     C=  —  49,     D  =  —  00. 

Ces  substitutions  faites  dans  les  formules  (1),  (2),  (3),  etc., 
(S)  ,  (T) ,  etc.   donnent 

S,  =  1  ,     Sa  =  39  ,     S3  =  -  89,     84  =  723,     etc. 
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3o.  Les  formules  précédentes  servent  encore  à  approcher 
de  la  plus  grande  des  racines  a ,  i  ,  c ,  etc.  de  la  proposée. 
En  effet ,  il  est  clair  que  si  toutes  les  racines  sont  réelles  ,  et 
si  la  racine  a  est ,  par  exemple ,  la  plus  grande ,  abstraction 
faite  du  signe  ,  la  puissance  a  surpassera  d'autant  plus  la 
puissance  de  même  ordre  des  autres  racines^  et  même  la 
somme  de  ces  puissances ,  que  l'exposant  ^  sera  plus  grand  ; 
d'où    il    suit  que    S      ^  et  S    étant  deux  termes  consécutifs 

dans  la  suite  des  sommes  des  puissances  successives  des  ra« 
cines  ,  on  aura ,  à  très-peu  près , 


a  = 
en  observant  que 

S^  =  ûi"  +  i^  +  ci"  +  etc. , 
S^_,  =  û^-'  +  b^-^  +  c^-'  +  etc.  : 

or  cette  valeur  de  la  racine  a  sera  d'autant  plus  approchée , 
que  les  termes  S^— ,  et  S^  seront  plus  éloignés  de  la  naissance 

de  la  série  S© ,   S, ,  S» L'illustre  Lagrajige  observe  et 

démontre  {Résol.  des  Èquat,  nz/mér.  )  que  cette  méthode  ne 
sera  en  défaut ,  à  cause  des  racines  imaginaires ,  qu'autant 
qu'il  s'en  trouvera  pour  lesquelles  le  produit  réel  des  deux 
racines  correspondantes  ,  sera  plus  grand  que  le  carré  de  la 
plus  ^ande  des  racines  réelles. 

Appliquons  cette   méthode   à    la   recherche    de    la    plus 
grande  racine  de  l'équation 

a;^  —  3x^  +  4  =  G  , 

pour  laquelle  on  a 

m  =  3,     A==3,     B  =  o,     C  =  - —  4> 

tt  cette  suite    de  valeurs    des    sommes   des   puissances   des 
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racines ,  savoir  : 

S,  =  3 ,        Sa  =  3  ,        S3  =  g  ,        84=15, 
S5  =  33  ,      Se  =  G3 ,       Sj  =  lag  ,    Sg  =  fl55> 
Sj  =  5i3,    S,o=  ioa3,   etc., 

dont  les  termes  sont  tels ,  que  le  quotient  de  cbacun  ,  divisé 
par  le  précédent ,  converge  rapidement  vers  la  racine  a  qui 
est  en  effet  la  plus  grande  des  trois  racines. 

3i .  Par  l'hypothèse  x  =  - ,   d'où  y  =  - ,  le  problème 

y    '  ^   . 

serait ,  quant  à  la  transformée ,  le  même  que  le  précédent , 
sur  la  proposée.  Mais  on  pourra  calculer  directement  les 
formules  des  sommes  des  puissances  négatives.  Pour  cela^ 
on  développera  les  fractions 

I  1  1 

ar— ^a  *     x— i  *     x— c* 

qui  forment  le  second  membre  de  l'identité  (Q) ,  etc. ,  suivant 
les  puissances  positives  de  x ,  ce  qui  donnera  la  suivante , 

yyu:^-'.—  (m— 1)  Ax"^4-  (m>>Q)  Bx"*-^— . . . .— T 
a:«_Ax»-"'+Bx«-» —  Tx  +  V 

=  —  ,S  —  aSx  —  aSx*  —  etc.  , 

en  désignant  par  iS,  aS ,  3S  ,  etc.  les  sommes  des  premières ,. 
secondes ,  etc.  puissances  négatives  de  la  proposée.  Les  termes 
de  la  fraction  qui  forme  le  premier  membre  ,  étant  écrits  dans 
un  ordre  inverse,  on  aura 

—  T  4-  aUjr  —  5Rx^  +  4Qx^  —  etc. 
V  —  Tx-f  Ux»— Rx^  -f  etc. 

=  —  48  —  aSx—  âSx*-^  etc CR'). 
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Easorte  que  multipliant  les  deux  membres  de  (R^  par  le 
dénominateur^  et  comparant  ensuite  les  coefficiens  des  puis- 
sances semblables  de  x ,  on  trouvera  ces  formules 

»^  ~  V  * 

T  d 

»S  —  Y    »^  —  y  ^> 

T  U  3 

a^  =  Y  aS  —  Y  iS  +  Y  ï^» 

4^  —  Y  ^  V        "*    V       —  V  ^  ' 

etc.  > 

dont  les  seconds  membres  forment  une  série  récurrente  ayant 

T  U 

pour  écheUe  de  relation  (P*  sect. ,  chap.  XX) ,  -|-  — ,  ""  v  * 

+  Y  >  etc. 

On  trouve  dans  le  n^  8  du  tome  m  des  Annales  de  Ma-* 
thématiques  y  une  démonstration  de  ce  théorème  y  due  à 
M.  Gergonne ,  laquelle  ne  suppose  que  la  théorie  des  combi- 
naisons^ et  qui ,  suivant  ce  géomètre,  est  plus  courte  et  plus 
simple  qne  celles  que  Ton  déduit  de  la  théorie  des  équations. 
On  peut  encore  consulter  le  n®  1  du  tome  IV  des  mêmes  Annales* 

32é  n  est  évident  y  à  la  simple  inspection  des  valeurs 

•s  =  7+i  +  7  +  «»- 
•s  =  i  +  5-»  +  ?  +  ^*^- 
'^  =  i+p  +  à  +  «*"=- 

etc. , 
que  si  a  est  la  plus  petite  racine  soit  positive ,  soit  négative  y  la 
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puissance —  surpassera  d'autant  plus  la  somme/  des  puissances 

semblables  des  autres  racines ,    que   cette    racine    sera  plu» 

petite  que  chacune  des   autres,  et  que  Texposant  ^  sera  plus 

élevé.    Par  conséquent ,    si    «_,S   et     S    sont    deux   termes 

^ jS 

consécutifs  de  la  série  iS ,   aS ,  3S ,   etc. ,   le  quotient  ~     - 

approchera  d*autant  plus  de  la  valeur  de  la  plus  petite  racine 
réelle  de  l'équation  ,  que  ces  termes  seront  plus  éloignés  de 
l'origine  de  la  série.  Ain:;i  cette  série  servira  à  trouver  la  plus 
petite  racine.  Lagrange  olîserve  encore  que  les  racines  ima- 
ginaires n'empêcheront  pas  l'approximation  vers  la  plus  petite 
racine  réelle  ,  pounu  que  le  carré  de  cette  racine  soit  en 
même  temps  plus  petit  que  chacun  des  produits  réels  de* 
racines  imaginaires. 
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CHAPITRE  VI. 

JEvaluation  des  coefficiens  de  V équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines ,  en  coejficiens  de 
Véqualion  donnée. 

33.X-iÂ  formation  de  Téquation  qui  donne  les  carrés  des 
différences  entre  les  racines  d'une  équation  proposée,  devient, 
dans  quelques  cas  ,  très-laborieuse ,  lorsqu'on  a  recours  à 
J  élimination  (!'*  sect. ,  chap.  XXVIIÏ).  Cette  équation  étant 
d'un  usage  fréquent  dans  la  résolution  des  équations  numé- 
riques y  il  sera  bon  d'avoir  des  formules  qui  donnent  ses  coefii- 
ciens  au  moyen  de  ceuk  de  la  proposée. 
Soient,  à  cet  effet,  l'équation 

a:™  —  Ax^-^H-  Bx"»-*  — Gr"»-3  +. . . .  .4.  V  =  o  ; 

a,  i,  c,  etc.  ses  racines,  A',  B',  C,  etc.  les  coefficiens  de 
Véquation  aux  carrés  des  différences  :  il  s'agit  donc  d'évaluer 
A',  B',  C,  etc.  en  A ,  B  ,  C  ,  etc.  On  est  parvenu  (  chap  V.  ) 
aux  relations 

S,  —    A     r=  o  \ 

Sa  —  AS,  +   2B   =  o ,  I  ,^. 

S3  —  AS,  +  BS.  —  3C  =  o,( ^    ^' 

etc.  3 

• 

cpii  donnent  les  sommes  des  puissances  des  racines  en  coeffi- 
ciens ,  et  réciproquement  ;  ensorte  que  la  question  se  réduit 
à  évaluer  en  A,  B,  C,  etc.,  les  sommes  des  puissances  dej 
racines  de  l'équation  aux  carres  des  différences  ;  car  rempla- 
j*aiJt  dans  les  formules  précédentes,  Sj,  Sa,  S3,  etc.  par  ce* 
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expressions  ,  les  valeurs  de  A,  B^  C ,  etc.  qu'on  en  déduira, 
aeront  celles  de  A'^  B'^  C,  etc.  Telle  est  la  marche  de  la 
0olution. 

Considérons  donc  cette  suite  de  binômes  en  nombre  m , 

(x— a)«+  (x— é)«+  {x—cy+  (x— rf)"+  etc. , 

lesquels  développés  suivant  les  puissances  descendantes  de  x , 
donnent 

(x— a)«+(a>— ft)"4-  (x— c)"+  (x— d)«+etc. 

=  mx" —  71  (a+  6+  c  +  J  +  etc.  )  x"""* 

+  ^^^  (a»+  b*+  c»+  (?+  etc.)  X— 

=  mx'—  nS,x'-'+  "•"'"'  S^-» 
-"•''~';^°S,x'-3+etc.. 

S, ,  Sa  ^  S3  >  etc.  ayant  même  acception  que  ci-dessus.  Si , 
dans  cette  identité  >  on  fait  successivemeùt  x  =  a ,  =  6  , 
=c  ^  etc.  ^  et  qu*on  ajoute  tous  les  résultats ,  le  premier  membre 
représentera  la  somme  du  degré  n  des  diiFérences  entre  les 
racines  de  la  proposée ,  et  on  aura 

Ça—by+  (a— r)»4-  etc.  +  (i— û)«+  (A— c)"+  etc. 
-f  (c—a)«+ (c—fc)«4- etc. 
=  m(ar^+  i»+  c»+«tc.)  —  /iS,  (a"-'+  6»-'4.  c»-*+  etc.) 

-f.  ^.lUHZl  S.  (  0»-*+  6»-*+  c^-'H-  etc.)  +  etc. 

=  mS«—  nSiS««,  + S»S,_a— . ; . . .  .di  S«So  ; 

le    signe  +  ayant  lieu  pour  n  pair  >  et  le    signe  —  pour 
n  impair. 
Dans  rhypotfaèie  dt  n  nombre  impair  j  \%  premier  membre 
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te  réduit  à  zéro  par  la  destruction  mutuelle  de  tous  les  termes , 
puisque^  dans  ce  cas,  les  puissances  conservent  les  signes  des 
racines  qui  sont  égales  deux  à  deux,  et  de  signes  difTé- 
rend  :  le  second  membre  devient  nul  de  lui-même ,  en  obser^ 
Tant  que  le  dernier  terme  —  S„So  détruit  le  premier,  à  cause 
de  So=m,  que  Tavant-dernier  détruit  le  second ,  et  ainsi  de 
suite  ;  ensorte  que  le  nombre  des  termes  étant  pair ,  il  ne  reste 
rien  du  second  membre.  Cette  analyse  ne  fournit  donc  aucune 
conclusion  dans  ce  cas.  Mais  lorsque  n  est  un  nombre  pair 
:=  sy*  >  ridentité  précédente  donne ,  en  désignant  son  premier 
membre  par  ar  , 

Comme  les  termes  du  second  membre  sont  les  mêmes  à  des 
distances  égales  de  celui  dn  milieu  qui  contient  S  ,S  ,  ea 
réonissant  ceux  qui  sont  égaux ,  tous  les  termes  dn  dévelop- 
pement ,  excepté  celui-là ,  seront  multipliés  par  a  ;  c'est 
d'après  cette  considération  qu'on  a  adopté  la  notation  âr   , 

qui  d'ailleurs  représente  le  double  de  la  somme  des  puissances 
des  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences.  Divi-r 
sant  donc  de  part  et  d'antre  par  s ,  on  aura  cette  formule 
générale  , 

Pour  aroir  le  coeiTicient  P  de  ce  terme  du  milieu ,  on  fera 
"1^:2^  et  n:=zft  dans  le  terme  général  des  coeiiiciens  du 
Knome  (!'•  sect. ,  jcbap.  Xll) 

m. (m — i)  (m— 'a)  (m— 5) ^m  —  (w — i)] 

î     ]     Z     '.     3     .     4 1»  ' 
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qui  deviendra 

P  =  s^. — - —  .  — = —  .  — - — .  ....^. ; 

234  A* 

cnsorte  que  / 

—  2/«*. r — .  — ^ — ^3^,u-3+ ••• 


2         •  3  -J^î/x- 


3t:2^. . = .-^, 

2  0  ^2 

le  signe  +  correspondant  à  ^  nombre  pair,  et  1^  signe  — 
à  ^  nombre  impair ,  ayant  d'ailleurs  soin  d'observer  que  le 
terme  qui ,  pour  une  valeur  de  f* ,  contiendra  le  produit  de 
deux  sommes  de  même  indice ,  deviendra  le  dernier  terme 
et  devra  être  divisé  par  2.  Faisant  dans  cette  formule  ^=1  , 
=  2,  ^=3,  etc. ,  on  aura  en  sommes  des  puissances  des 
racines  de  la  proposée ,  et  conséquemment  en  coefficiens  A , 
B  ,  C ,  etc. ,  les  sommes  des  puissances  première ,  seconde  , 
troisième ,  etc.  des  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ,  c'est-à-dire , 

(a_J)«4-  {a-^Y  +  etc.  +  (6— c)*  +  etc.  =  <r. , 
(a_i)i  +  {a—cY  +  etc.  -f-  Q)—c)^  +  etc.  =  <r. , 
{a-^Vf  +  {a—cf  +  etc.  +  (è— c)^  -f-  etc.  =  crj , 
etc. 
On  remarquera  que  nous  avons  employé  la  notation  c    pour 
avoir ,  par  »-, ,  «-a  ,  «-3 ,  etc. ,  les  représentations  des  premières 
puissances  et  des  puissances  successives  des  racines  en  ques- 
tion. Remplaçant  dans  les  formules  (M),   Sj ,  Sa,  S3  ,  etc. 
par  fl-j,  C'a ,  <r3 ,  etc.  qu'on  sait  maintenant  évaluer,  et  chan- 
geant A ,    B ,  G ,    etc.    en  A',   B',    C,   etc. ,    on  obtiendra 
celles-ci. 
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À'  =  »•, , 

73 * 

4 

etc.  etc. 

Les  relations  précédentes  sont  en  nombre   ^  C^  "^  ^  / 

a 
parce  qne  l'équation  aux  carrés  des  différences,  est  du  degré 

— i — ^  =  f  :  pour  en   déduure  les  coefficiens  A! ,  B' , 

C,  etc.,  il  faut  connaître  les  sommes  r, ,  o-^. ..  .a-  ,  ce  qui 

exige    qu'on    connaisse    aussi  S,  ,    S. S^^^ ,  ou  qu  on 

ait  traité  m  (  m  —  i  )  équations  entre   ces  dernières  sommes 
et  les  coefEciens  de  la  proposée  :  cela  fait ,  on  aura  ^v^      y 

quantités   r, ,    r. r  à  évaluer  ;  et  enfin  — y^'^  ^  } 

coefficiens  A',  B',  C,  etc.  à  calculer ,  ce  qui  donne  en  tout 

m  (m  —  i)  -f-   '  — ^   ou  fxm  (ni  —  i  )  formules  à 

traiter. 
Soit ,   par  exemple  ,  Féquation  déjà  considérée  (6) ,  savoir , 
a:'  —  ax  —  5  =  o  :   , 

Véc{iiation    aux  carrés  des  différences  sera   de  même  degré 
et  de  la  fonne 

f  -  Ay  +  B>  -  C  =1  0. 

^  *  poHr  la  proposée , 

A  =  o,      B  =  —  2,      C  =  5, 


y^ 
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d'où  résultent 

S,  =  o,    S.=  4.    83=  i5,    §4=8,    S5=5o,    86=91; 

donc 

r,=  ifl,     r»=7a,    #^5  =  — 1497;. 

et  de  là^ 

A'=ifl,    B'  =  36,    C'3=  — 643, 

ensorte  que  Téqnation  cterchée  sera 

y  _  lay»  +  36^  +  643  =  o. 

34.  Nous  donnerons  pour  les  second,  troisième  et  quatrième 
degrés  ,  les  coefficiena  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  ^ 
exprimés  au  moyen  de  ceux  des  proposées. 

Pour  l'équation  ' 

;r*  —  Ax  +  B  t=  o, 

9»  1 

réquation  aux  carrés  des  différences ,  sera  du  degré  -^  =  1 , 
et  conséquenunent  de  la  forme 

-y-A'  =  0, 

et  on  trouvera 

A'  =  A*  —  4B, 

ensorte  que  ^  ^  . 

y=  (a  — 6)*  =  A*-4B, 

a  et  6  étant  les  deux  racines  :  on  en  déduit 

a  —  b=  v/A^-^4B; 

d'ailleurs , 

a  4-  fc  =  +  A  ; 

donc 

formules  connues. 

Pour  réquation  la  plus  générale  du  troisième  degré  > 

a^  —  Aoc^  +  Bx  —  C=so, 
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celle  aux  carrés  des  différences  est  du  même  degré  y  et  con- 
séqaemment  de  la  form^ 

y  -  Ay  +  B>  -  C  =  o, 

et  on  a 

A' =s  a(A*— 3B), 

B'=:(A*  — 3B)% 

^  _  4(A^— 5B)  (B^^gAC)  — (gC— AB)> 
C  _  g  ; 

donc  pour  que  les  racines  soient  toutes  réelles ,  il  faudra  que 
Véquation  aux  oarrés<  des  différences ,  n'ait  que  des  variations 
da  signes  (P*  sect.  >  chap.  XXYIU)  ^  ou  qu'on  ait 

A*— aB>o, 
4  (A«— 3B)  (B»— SAC)  —  (gC— AB)*  >  o  : 

si  Tune  de  ces  conditions  manque ,  l'équation  anra*deux  racines 
imaginaires. 

Soit  maintenant  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

x^  +  Ba:*  —  Gr  +  D  =  o, 

dâ)arrassée  de  son  second  terme  :  le  degré  de  l'équation  aux 

4x3*.. 
carrés  des  différences  ^  sera =  6  :  ainsi  cette  équation 

aéra  de  la  forme 

y_Ay+By— cy+Dy— Ery+F=o, 

et  l'on  trouvera  y  par  la  même  méthode , 

A'=— 8B, 
»  =  a2B*-f8D/ 
C  =:— i8B3+i6BIH-2G(?, 
iy=i7B*+a4B*D— 7.  i6D»+3.  iGBC*, 
V = — 4B*— a .  a7C*B*— 8 .  27C^D+3 .  43B1>— a .  4*BT> , 
r=:44D3_a3.^.B•D•^^•^3.C•BD+4^B4D— 4C«B3— yc^i 

8.. 
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donc  si  la  quantité  exprimée  par  F'  est  négative  ^  auquel  cas 
Féquation  aux  carrés  des  différences  aura  (P*8ect«)  deux 
racines  réelles  ,  Tune  positive ,  l'autre  négative ,  la  proposée 
aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires  : 
mais  si  cette  quantité  F'  est  positive ,  la  proposée  aura  toutes 
ses  racines  réelles  ou  imaginaires  ,  parce  que  le  nombre  des 
carrés  des  différences ,  soit  positifs  ^  soit  négatifs  ,  dont  le  pro- 
duit est  F',  devant  ^tre  pair,  tous  ces  carrés  seront  positifs , 
ou  le  nombre  des  négatifs  ^  sera  pair  :  cela  posé,  toutes  les  racines 
seront  réelles ,  si  tous  les  coeffiçiens  A',  B',  C,  IV,  E',  F  sont 
positifs ,  ou  si  Féquatîon  aux  carrés  des  différences  ,  n*a  que 
des  variations  de  signes  ;  donc  elles  seront  toutes  imaginaires  > 
si  F'  étant  positif,  un  seul  ou  quelques-uns  de  ces  coefEciens 
sont  négatif ,  puisqu*alors  il  y  aura  quelques  permanences  de 
signes  (II*sect.,  chap.  II). 
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CHAPITRE  YŒ. 

J)es  fonctions  symétriques  ou  invariables  des  racines: 
elles  peuvent  toujours  être  exprimées  en  coejfficiens 
de  f  équation. 

35 .  i?l  0U8  ayons  déjà  yu  (CI*  sect.  y  chap.  V  )  que  îes  sommes 
des  puissances  de  même  ordre ,  entières ,  tant  positiTes  ^e 
négatives ,  de  toutes  les  racines  d'une  équation ,  peuvent  être 
traduites  d'une  manière  rationnelle  en  coefliciens  de  cette  équa- 
tion. Ces  sommes  de  racines  sont  des  fonctions  symétriques  et 
invariables ,  c'est-à-dire ,  des  fonctions  qui  ne  changent  pas 
en  faisant  entre  ces,  racines  tels  échanges  que  Ton  voudra  : 
telles  sont  les  sommes  des  produits  dilFérens  â  à  â  ,  3  à  3  » 
4  à  4  >  cte-  qu'on  peut  faire  avec  les  racines  d'une  équation. 

Qti'on  prenne  quatre  lettres  a^b ,  c,d,  ef  qu'on  en  fasse  tous 
les  arrangemens  possibles  a  à  a  >  lesquels  sont  au  nombre  de  a4  > 
puis  qu'cm  donne  à  la  première  lettre  à  gauche ,  l'exposant  p , 
et  à  la  seconde  l'exposant  q ,  et  on  aura  une  fonction  inva-* 
riable  ou  symétrique  de  ces  quatre  lettres* 

Qu'on  arrange  ces  quatre  lettres  3  à  3 ,  ce  qui  donnera 
^4  arrangemens ,  puis  qu'on  donne  l'exposant  p  à  la  première 
lettre  à  gauche  de  chaque  arrangement ,  l'exposant  q  k  la, 
lettre  du  milieu ,  et  l'exposant  r  à  la  dernière  ,  et  on  anxst 
use  fonction  symétrique  de  ^4  termes  entre  les  trois  racines 
aSectées  chacune  d'un  exposant.  "* 

Tontes  cet  fonctions  et  celles  qu'on  formerait  de  la  même 
manière ,  resteront  invariaUes  par  toutes  les  permutation» 
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qu'on  pourra  faire  entre  les  lettres ,  ainsi  qu'entre  les  exposans 
de  ces  lettres. 

36.  Le  nombre  des  lettres  étant  m,  et  celui  des  exposans 
étant  n,  le  i^ombre  des  termes  qui  composent  la  fonction 
symétrique,  sera 

m  (m —  i)  (m  —  a) (^m'-^n-^  i)  : 

en  effet ,  le  nombre  des  lettres  étant  m ,  on  fera  tons  les  pro^ 
duits  différens  de  m  lettiçes  n  ii  n^  dont  le  nombre  sera 

m  (m<— i)  (m — a) (m — n+i)  ^ 

n  {n—  i)  (n— 2) 3xaXi  ' 

mais  les  exposans  en  nombre  n  ,  devant  être  distribués  sin-« 
Tant  tous  les  arrangemens  qu'ils  peuvent  donner  entre  les  » 
lettres  de  chaque  produit ,  chacuir  d'eux  donnera 

n{n —  i)  (n— a) 3xaXi  termes  : 

multipliant  ces  deux  dernières  formules  l'une  par  l'autre ,  on 
aura  le  produit  ci-dessus. 

La  fonction  invariable  formée  du  produit  des  quatre  lettres 
a ,  b  ,  c ,  d  sous  les  exposans  p ,  ^ ,  r  ,s,  aurait  24  tenues, 
puisque,  dans  ce  cas ,  m  =  71=  4« 

.  Soit  encore  la  fonction  symétrique  dont  les  termes  sont  tous 
de  la  forme  aSb^&d ,  fonction  xpie  nous  désignerons  ,  pour 
abréger  ,  de  cette  manière  ,  T,a!^b^c^  :  si  les  lettres  sont  an 
nombre  de  six,  on  a^ura  7»  =  6,  n  =  4>  ^^  P^^  ^  nombre 
des  termes,  6.5.4-3  =  36o. 

Si  le  nombre  des  lettres  étant  7 ,  on  a  pour  terme  général 
de  la  fonction,  T.o^AVde/",  comme  l'exposant  1  est  répété 
trois  fois,  et  l'exposant  a  deux  fois,  on  divisera  le  produit 
7.6.5.4«3.a  par  S.a.i.a.i  ,*  ce  qui  donnera  4^0  termes^e 
la  forme  supposée.  La  raison  de  cette  division  est  trop  facile 
à  trouver ,  pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 
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37.  Nous  rappelleroi^  d*abord  lea  formules  obtenues  (ch.  Y)» 
et  que  nous  écrirons  ainsi  : 

Sa=A 

Sa*=A.Sa—sB 

Sa^z=A.Sa*—B.Sa+5C  ,         .. 

Sa4=A.&r^B.Sd*+C.Sa— 4D  /•••W^ 

Sa^s=A.Sa4^B.SaH^.Sa*--D.Sa4-5E| 
etc. 

dans  lesquelles  les  coefficiens  A,  B,  G  >  etc.  sont  ceux  de 
réquation 

X-—  Ar*-»+  Ba:*-*—  Cx*-^ 4-  V  =  o, 

et  Soj  Sa^^  etc.  désignent  les  sommas  des  preoù^es^  se« 
condes ,  etc.  puissances  des  racines. 

Le  produit  de  Sa"  par  chacun  des  coefficiens  A,  B,  C>  etc.  ; 
est  la  somme  de  deux  fonctions  symétriques  ,  ensorte  que 
désignant  toujours  par  S  la  sonmie  des  puissances  des  racines  , 
et  par  T  le  terme  général  de  la  fonction  symétrique^  on  le 
terme  de  la  forme  coipmune ,  on  aura 

ASo»  =  Sa"^      +  Ta** 
BSo»  =  Ta-^*i     +  Tal^bc 

CSoP-aaTo^'ic   +TarhcdK (B). 

DSa"  =  Ta"^'fccd4-  Ta-ftcdej 
etc. 

Ea  effets  si  l'on  multiplie 

Sa»  =  a"  4-  ft-  +  c"»  +  etc. , 

B  =  a6  +  oc  +  ^  +  ®te.  +  *^  > 

on  M  trpmreira  que  àeKpc  fortes  de  termes ,  sayoir ,  des  termes 
d'une  lettre  élevée  à  la  puissance  m-f- 1  ^  multipliée  par  une 
antr«  lettre,  comme  a"^'6,  ou  a'^'^'c,  etc.,  et  les  termes 
tfmie  lettre  i  la  puissance  m  par  le  produit  de  deux  autres 
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lettres,  comme  à^bc,  c^de^  etc.  On  démontrera  de  la  même 

manière  les  antres  formules. 

On  a  aussi 

Sa"»=ASa"»-»— Ta-'-'ô 

Sa'"=ASa"^'— BSa""+Ta«*-*ic 

Sa'«=ASa»«-'— ESa—'-f-CSa"-'— Ta"«-36crf  )(C). 

etc.    ^ 

Eq  effet ,  en  changeant  m  -{-  i  en  m ,  et  conséquemment  xrk, 
en  m— -1  dans  la  première  des  formules  (B),  on  a 

^"^  =  ASa"-'  —  Ta"^'fc , 

et  dans  la  seconde,  m+  i  en  m—  i ,  d'où  m  en  m— a; 

Ta"»-'6  =  BTa""  —  Ta"-»ic  ; 
donc 

Sa*»  =  ASaT-'  —  BSa«-*  +  Ta"^ic , 

et  ainsi  des  autres. 

38.  On  saura  traduire  toute  fonction  symétrique  des  racines 
d'une  équation  en  coefficiens^  si  on  sait  l'évaluer  en  sommes 
des  mêmes  puissances,  soit  positives,  soit  négatives  des  tsh 
cînes  ,  puisque ,  par  les  formules  (A)  ^  on  sait  exprimer  celles- 
ci  en  coefficiens. 

Or,  ^n  trouve  aisément  que 
Sa^Ta'"iV= Ta"*+^6V+Ta"'6*-HcP4.Ta'"i»c'^ 

et  ainsi  de  suite.  Au  moyen  de  ces  formules ,  on  posent  finale- 
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ment  les  fonctions  symétriques  Ta«6«,  Ta"iV,Tari-cP*,etc. 
au  moyen  des  sommes  des  puissances  m  +  n,m  +  n+p , 

Le  produit  de  trois  sommes  des  racines  ^  telles  que  Sa", 
Sfl*,  Sa'',  comprend , 
i«.  La  fonction  ternaire 

a*,  les  trois  fonctions  binaires 

et  3*  la.  somme  Sa*^"^''. 

Le  produit  des  quatre  sonunes  de  puissances  SoT,  Sa\  Sa^i 
Sfl»  comprend  les  fonctions  symétriques  qui  suivent:  , 

!•.  La  fonction  quaternaire 

»•.  Les  six  fonctions  ternaires 

Ta"»^"i^c^, 
Ta"^6*c^, 
Ta"^6V, 

TaP^6"c»; 
î.  les  trois  fonctions  binaires 

Ta-^6'^; 
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4^.  quatre  autres  fonctioiis  binaires , 

5°.  la  somme  des  puissances  Sa"*  '  •>'*'H'f . 

La  loi  de  ces  formules  est  trop  facile  à  saisir  ^  pour  qu'il 
soit  nécessaire  de  la  détailler. 

Qu'on  se  propose  ,  par  exemple ,  de  traduire  en  coefEciéns 
de  l'équation 

x^  —  Ax»  +  Bx  —  C  =  o, 
cette  fonction 

(a  — 6y(a  — c)U*— c)*; 

en  la  trouve  égale  à 

Tâ4ft»—  slTMc + aToWc  —  aTo»*'  —  «a^iV  : 

or, 

Ta46«=Sa4Sa»— Sa«=— J|A'C+A*B*+4ABC— aB»— 3CV 

Comme  tous  les  termes  de  la  fonetioii  Sc^  sont  difiaible» 
par  abcrzzC,  cette  fonction  sera  C$a^  et  on  aura 

Ta^bc  =  A3C  -^  3A9C  4-  3C*. 

Ta3fr»c  se  réduit  à 

CTa*6  =i  C(AB  — 3C), 

ensorte  que 

Ta^iV  =  ABC  —  3C*, 
Ta?b^  =  (Sa')*  —  Sa^  =  B^  —  3ABC  +  3C*  ; 

enfin, 

a*b^c^  =  C», 
donc 

(a.-i)«(a_c)Xi— c)*=-4AH:+A»B*+i8ABC-^4B5— atC-. 
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Ce  prodnit  égalé  à  zéro ,  est  la  condition  sons  laquelle  une 
équation  du  troisième  degré  acquiert  deux  racines  égales  , 
puisqu'elle  exprii^ie  que  l'équation  aux  carrés  des  différences  , 
perd  le  terme  tout  connu  C  (34)  ,  ce. qui  n*a  lieu  que  dans 
Je  ca?  de  racines  égales  dans  la  iuroposée« 

Pn^osmis^ous  encore  d'évaluer  les  eoeSBciens  dNine  équa- 
tion qui  aurait  pour  racines  toutes  les  sommes  qu'on  peut 
former  avec  les  racines  d'une  équation  donnée^  combinées 
deax  à  deux  par  voie  d'addition. 

Soit  l'équation  du  troisième  degré 

«3  _  ^^  ^  B^  _  C  ^  ^  ^ 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  a ,  b ,  c  ;  ensorte 
que  celles  de  l'équation  cherchée ,  seront  a-^b,  a  -^  c  , 
b  ^  c.  Si  z  est  Finconnue  de  la  nouvelle  équation  ,  elle  sera 
Je  pnxhut  des  facteurs 

[x_(a+J)]Cz-(a  +  c)]C2-(6+t)]=o. 

Comme  les  racines  a,  by  c  entrent  de  la  même  manière 
et  le  même  nombre  de  fois  dans  les  facteurs ,  les  coefficiens 
du  produit  développé ,  resteront  les  mêmes  ^  en  faisant  entre 
les  racines  tous  les  échanges  possibles  ;  ces  coefficiens  seront 
donc  des  fonctions  invariables  de  a  ,  b  ,  c  ^  et  ils  pour- 
ront être  traduits  en  A  ^  B ,  C.  En  effiectuant  les  produits  > 
on  trouvera 

^— a  (a  +  6  +  c)z*4-(a*+i*+c»+3a&+3ac  +  3ic)» 
—  (  a»3  +  a6*  +  a*c  +  ac^+  b^c  +  fcc*)  =  o  : 

or, 

a  +  i  +c=  A, 

a*4.i*+ c*4. 3  (  a6+ oc +&c)  =  A*  +  B , 

û*i  +  û3»-f  a*c+  ac*+i'c+  *c*=  Sa^SaSa^, 

Sa»=  A*— aB, 

Sa3  =  A3— 3AB+3C-, 
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donc  réquation  cherchée  devient 

«5— 2A2;*+(A»+B)z  — AB  +  3C  =  o. 

Sg.  On  voit  par  ces  exemples,  que  pour  trouver  Véqua^ 
tion  doit  dépend  une  fonction  assignée  des  racines  d^un» 
équation  donnée  /  il  faut  faire  dans  cette  fonction  connue 
de  forme ,  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines 
a  >  b  >  c ,  etc> ,  et  désignant  par  m ,  C,  y ,  etc.  les  combi^ 
nuisons  qui  en  résultent ,  on  égalera  à  zéro  le  produit  des 
facteurs  (z  —  «)  (z  — C)  (z— y),  etc.  :  les  cotfficiens  des 
puissances  de  z,  étant  des  fonctions  symétriques  des  quan^ 
tités  m,  € ,  y  ;  etc,  qui  sont  eUes^-mêmes'  des  fonctions  sy-^ 
métriques  des  racines  a ,  b ,  c ,  etc. ,  pourront  être  énoncées 
rationnellement  au  moyen  des  coefficiens  de  F  équation  donnée^ 
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CHAPITRE  Vm. 

Du  degré  de  t équation  finale  donnée  -par  V élimina-' 
tien  de  toutes  les  inconnues  j  moins  une^  entre  un 
nombre  quelconque  d'équations  et  le  même  nombre 
^inconnues. 


4o.JDa 


'ans  un  écrit  publié  à  part  sur  rélimination  ;  et  dont 
une  partie  trouvera  place  dans  une  nouvelle  édition  de  la 
première  secdon  de  l'Algèbre  ,  nous  avons  démontré ,  d'après 
M.  Brety  mais  en  simplifiant  son  calcul,  que  le  degré  de  Féqua-* 
don  finale  résultant  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations  complètes  à  deux  inconnues ,  l'une  du  degré  m  et  l'autre 
du  degré  n ,  était  le  produit  mn  des  degrés  des  deux  équations  : 
nous  avons  aussi  donné  de  cette  importante  proposition ,  une 
antre  démonstration^  fort  simple  ^  due  à  M.  Poisson  :  ici  nous 
déduirons  ce  théorème  généralisé  par  le  même  géomètre,  de 
cette  propriété  des  fonctions  invariables  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  d'être  réductibles  en  coefficiens  de  cette  équation  :  enfin \ 
nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  beau  mémoire  de  Lagrange 
sur  rélinûnation ,  mémoire  trop  peu  conni; ,  et  que,  nous- 
n'avons  vu  cité  dans  aucun  Traité  d'Algèbre. 

Al.  Soient  d'abord 

x-+Pj:-^*+Qx"-*+ +  Tx  +  V  =o. . . .  .(M), 

a-+P'x»-'+Q'x»-+ +  T'x+V'=o.....(N), 

les  deux  équations  proposées   dans  lesquelles  les  coefficiens 

P ,  Q T,  y  s  F',  Q'. . ... .  T'  et  V.  8ont.des  fonctions  de 

^seulement ,  dont  les  compositions  ont  été  assignées  (  T*  sect^. 
Concevons  qu'on  ait  résolu  l'équation  (M)  par  rapport  à  x, 
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et  qu*on  ait  trouvé  les  racines  x  =  «,a:^ff,  jr=y,  etc. , 
m,  C,  y,  etc.  étant  dés  fonctions  de  Fautre  inconnue  y\  il  est 
clair  qu'en  faisant  x  =m  dans  ( M )  ,  cette  équation  sera 
satisfaite ,  quelque  valeur  qu'on  suppose  à  y  ;  mais  les  mêmes 
racines  doivent  convenir  en  même  temps  à  l'équation  (N), 
condition  qui  limite  les  nombres  des  valeurs  de  ^  ;  on  doit 
.  donc  avoir 

,i«+P'^«-«4.  QV-»+ +  T'«  +  V'  =  o (0, 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  y ,  et  dont  les  racines 
combinées  avec  a:  =  «  ,  satisfont  à  la  fois  aux  équations  (M) 
et  (N)  ;  donc  Téquation  finale  en  y  doit  avoir  parmi  ses  racines 
toutes  celles  de  l'équation  (  i  ).  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  les  racines  des  équations 

c»+ p'c»-'  Jh  <)^^^  + +  re+ r =0 (a), 

y-  +  P  V-*  +  Q^y-*  + +  ry  +  V = o (3) , 

etc. 

combinées  avec  les  valeurs  x=C,  i:=:y,  etc.,  doivent satis. 
faire  aux  équations  (M)  et  (N) ,  et  que  les  valeurs  de  y , 
déduites  de  (a)  et  (3) ,  sont  des  racines  de  l'équation  finale  : 
en  obtiendrait  donc  celle-ci  «  si  les  fonctions  m,  C,  y,  etc. 
de  y  étaient  connues,  en  multipliant  entr'elles  les  équations 
(i) ,  (a) ,  (3)  y  etc.  qui  doivent  concourir  de  la  même  manière 
à  la  formation  de  l'équation  finale,  et  égalant  le  produit  à 
zéro;  mais,  dans  ce  produit,  toutes  les  racines  »,  C,  y,  etc. 
seront  combinées  de  la  même  manière  ;  elles  pourront  donc 

être  évaluées  en  coefllciens  P,  Q T,  V  de  l'équation 

proposée ,  d'après  l'analyse  exposée  précédemment ,  et  le  ré- 
sultat sera  l'équation  finale  en  y.  Examinons  maintenant  à 
quel  degré ,  au  plus  ,  peut  s'élever  cette  équation.  Dans  le 
produit  des  équations  (i),  (a),  (5),  etc.,  le  résultat  de 
la  mtdtiplicatiOB  des  termes  de  la  première  ligne  verticale , 

{iiCyetc.)«=5  vv; 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  127 

mais  le  plus  baut  exposant  de  y  dans  Y,  ne  peut  surpasser  m  ^ 
ensorte  que  V"  ne  peut  renfermer  y  avec  un  exposant  plus 
éleyé  que  mn  :  passons  au  produit  des  seconds  tenues ,  savoir  2 

r"»  (iA^  etc.)*-*  =  P'«V»^': 

P'  étant  de  k  forme  a  +  *^>  P''*  contient  au  plus  y^\  d'une 
autre  part ,  V*""*  ne  peut  être  que  la  dimension  mn  —  m  en  y> 
ensorte  que  P'"»Y""'*  renfermera  au  plus  y"".  On  prouve^ 
rait  de  la  même  manière  que  >  dans  le  produit  des  troisièmes 
tenues^  ou  dans 

Q'«  (  «ifly  etc.  )***  =  Q'-V"-', 

rincomiue  y  ne  peut  être  affectée  d'un  exposant  plus  élevé 
que  mn ,  et  ainsi  des  produits  des  autres  termes  verticalement 
placés  dans  les  équations  (1),  (a),   (3),  etc.  :  il  reste  donc 
maintenant  à  démontrer  qu*en  prenant  un  terme  quelconque 
dans  cbacune  de  ces  équations  >  le  produit  ne  peut  contenir  y 
avec  un  exposant  plus  élevé  que  mn;  Soient  r  Texposant  de  m 
dans  le  terme  arbitraire  pris  dans  TéqUation  (1) ,  et  A  le  coeffi- 
cient ;  /  Fexposant  de  ^  dans  un  des  termes  de  (2) ,  et  il'  lé 
coefficient;  r^  celui  de  y  dans  un  terme  quelcÀçque  de  (3),  et 
W  son  coefficient ,  et  ainsi  de  suite  ;  ensorte  qu*on  ait  le  produit 
ti'X  VC"*  X  fc V,  etc.  On  observera  d'abord  que  chacune  des 
sommes  faites  de  r  et  du  plus  haut  exposant  de  y  dans  ft,  de  /  et 
du  pluabaut  exposant  de^  dans  A',  de  f  et  du  plus  haut  exposant 
de  y  dans  fe',et  ainsi  de  suite ,  ne  peut  excéder  n  ;  d'où  il  est  aisé 
de  conclure,  en  observant  d'ailleurs  que  les  équations (i),  (22)  , 
(3) ,  etc.  sont  en  nombre  m,  que  l'exposant  de  j^  dans  le 
prodoit  des  coefficiens  A,  fc',  A*,  etc. ,  plus  le  nombre  r+  / 
+  1",  etc. ,  forment  une  somme  qui  ne  peut  surpasser  mju 
la  proposition  sera  donc  établie,  si  Ton  démontre  que  la 
somme  des  termes  de  la  forme  «'C^y"  etc.  qui ,  dans  le  produit 
des  équations  (1) ,  (a)  et  (3) ,  ont  le  même  coefficient  A .  A' .  A" .  etc., 
ne  contient  y  qu'à  la  dimension  r  •\- if  -^^  1^ ^  etc.  En  faisant 
usage  du  théorème  sur  les   fonctions   invariables ,   démontré 
dan»  ]e  chapitre  précédent,  k  question  se  réduira ,  en  dernière 
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analyse,  à  prouver  que  Sm^^'*"^",  etc.  qui  entre  dans  Texpres- 
sion  de  T  «'C^y^,  etc;  (38),  est  de  dimension  r+Z+Z'+etc. 
en  y ,  ce  dont  on  se  convaincra  en  observant  que  la  somme 
des  puissances  r+ /-H  r*',  etc.  des  Racines  d'une  équation,  est 
donnée  au  moyen  de  r  +  /  +  i^  +  etc.  coefficiens  de  cette 
équation  (  cbap.  Y)  ,  et  qu'ainsi ,  cette  somme  comprendra  un 
coefficient  dans  lequel  l'inconnue  y  sera ,  au  plus ,  élevée  à 
la  puissance  r+  /-f-  /+  etc. 

Appliquons  cette  propriété  des  fonctions  invariables  des 
racines  d'une  équation ,  d'être  traductibles  d'une  manière  ra- 
tionnelle en  coefficiens,  à  la  recherche  de  l'équation  finale  en  y, 
correspondante  au  système  d'équations 

x^+  axy  +  6y  +  ca?  +  rfy  +  c  =  o (0, 

a^^  a'xy+  6y  +  c'x  +  cfjf  +  e' =  o (fl)^ 

ique  nous  réduirons  à  la  forme 

x*  4.px  +  qf  =  0, 

en  posant 

p  —  ay  -{^  c,        q  =  by  +  dy  +  e, 
p'=  ay  +  c\        q'=  by  +  <y  +  e': 

désignons  par  «  et  C  les  deux  valeurs  de  x  déduites  de  la 
première,  et  substituons-les  dans  la  seconde  qui  se  diangera 
dans  les  deux  suivantes, 

(3)....-*+p*  +  qf  =  o,    fi-  +  p'fi  +  g'  ~  ô....(4), 

qui  doivent  concourir  également  à  la  formation  de  l'équation 
finale ,  laquelle  doit  les  comprendre  toutes  deux  et  exister  en 
même  temps  qu'elles. 

Pour  remplir  ces  conditions  ,  on  multipliera  (3)  par  (4)  ,  et 
on  trouvera  pour  produit, 

«•^*  +  p'(«/8-+  «'/S)  +  p'^ii/3  +  i7'(»»  +  fi*) 

+  P'9'(-  +  ^)  +  9'*  =  o (5); 
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tnaU 

m*fi  +  *i8»  =  *^  (n  +  i8)  =  —  p^ , 
donc 

17*—  pp'ii  +  p'*4  +  pV  -  ûw—  ppY  +  9''  =  o. 

<,*_fl(/(7' +  ?'•  =  (?- (/')•> 

donc  on  a  pour  équation  finale  en  ^ , 

(c,-i7')»+(P9'-p'9)(P-pO  =  o- 

4a.  M.  Pow^ow  a  étendu  la  démonstration  précédente  à 
un  nombre  quelconque  d'équations  entre  pareil  nombre  d'in- 
connues :  nous  la  donnerons  ,  à  quelques  développemens  près  , 
telle  qu'on  la  trouve  dans  le  onzième  cahier  du  Journal 
de  r École  Polytechnique ,  où  ,  pour  simplifier  ,  ce  géomètre 
ne  considère  que  quatre  équations  ,  attendu  qu'il  est  facile 
d'appliquer  au  cas  le  plus  général,  les  ràisonnemens  faits  sur 
ce  cas  particulier. 

Représentons  donc  par  (a) ,  (i) ,  (c)  et  (m)  quatre  équations,' 
la  première  du  degré  a,  la  seconde  du  degré  i,  la  troisième  du 
degré  c ,  et  enfin  la  quatrième  du  degré  m,  entre  les  quatre  in- 
connues x,^,  2  et  u,  et  supposons  que  les  équatiocs  sont  com- 
plètes, c  est-àr^ire,  que  (a)  représente  l'équation  la  plus  géné- 
rale du  degré  a ,  et  ainsi  des  autres.  Si  l'on  élimine  succes- 
sivement ^ntre  les  trois  premières,  z  et  y ,  z  et  x y  y  eX  x  , 
on  obtiendra  trois  équations  du  même  degré ,  la  première 
entre  x  et  w ,  la  seconde  entre  ^  et  u  ,  et  la  troisième  entre 
z  et  u. 

En  effet ,  chacune  de  ces  équations  étant  complète ,  et  par 
conséquent  de  même  degré ,  soit  en  x ,  soit  en  ^  ,  en  z  ou 
en  u,  si ,  après  avoir  éliminé  ^  et  y  entre  les  trois  premières , 
et  obtenu  une  équation  du  degré  n  entre  x  et  m,  on  élimin© 

9    . 
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soit  z  et  X ,  y  et  X,  qui  entrent  de  la  même  manière  âann 
les  mêmes  équationa ,  on  arrivera  nécessairement  à  des  équa-* 
tions  du  degré  n  entre  y  et  u ,  z  et  u.  Soient  a, ,  a^. . .  .a» 

les   valeurs    de   x  en  u\  ^, ,  i, 6„  celles  de  y  enw, 

Cf,  c^, . ,  .Cn  celles  de  z  en  u  ;  si  l'on  prenait  au  hasard  une 
valeur  de  x ,  une  de  y  et  une  de  z ,  ces  trois  valeurs  ne 
satisferaient  pas  enseïnble  aux  équations  (a) ,  (6)  et  (c)  ;  c'est- 
à-dire  que  les  résultats  ne  deviendraient  pas  nuls  d'eux-- 
mêmes.  En  effet ,  si  l'on  élimine  d'abord  z  entre  (  a  ) 
et  (&),  on  aura  une  équation  finale  qui  peut  être  repré- 
sentée par 

(x,  y,  u)  =  o (i). 

Si  entre  (b)  et  (c),  on  élimine  aussi  z,  il  viendra  pour  éqi^a-* 
tion  finale 

[a?,^,  u]  =  o (a); 

entre  ces  deux  équations  éliminant  y,  on  obtient 

Ca:,u]  =  o... (3), 

ensorte  que  les  valeurs  de  x ,  j^  et  z  en  u  qui  satisfont  ensemble 
aux  équations  (a) ,  (b)  et  (c)  ,  sont  données  par  (3) ,  (a)  ou  (i), 
et  l'une  des  équations  (a),  (6)  ou  (e). 

Supposons  donc  que  a,  ;  &,  ^  c,  ;  a^^Ky  c» ,  et,  en  général , 
^pi^fi  ^P  soient  les  valeurs  de  x ,  ^  et  z  qui  satisfont  en- 
semble à  ces  équations ,  et  concevons  que  l'on  substitue  chacun 
de  ces  systèmes  de  valeurs  pour  x^y^z,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (m) ,  le  second  étant  supposé  zéro  ;  ce  premier 
membre  fournira  ainsi  un  nombre  m  de  fonctions  irrationnelles 
de  u,  et  il  résulte  de  là  ,  i®.  que  toute  quantité  qui ,  mise  à  la 
place  de  u  dans  Tune  quelconque  de  ces  fonctions  ,  la  rendra 
nulle ,  sera  une  des  valeurs  de  l'inconnue  u  \  car  pour  chacune 
d'elles ,  combinée  avec  le  système  correspondant  des  valeurs 
de  X ,  j(^  et  z ,  les  quatre  équations  sont  satisfaites  ;  a**,  que 
réciproquement  chacune  des  valeurs  que  peut  avou:  cette  in- 
connue ,  doit  rendre  nulle  une  de  ces  fonctions.  Donc ,  si  l'on 
égale  à  zéro  le  produit  déboutes  QS9  fonctions,  l'équation  qu'on 
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t/bûenàr^ ,  sera ,  sans  aucun  facteur  étranger  à  la  Question , 
l'équation  finale  résultante  de  Véliminafion  de  a? ,  y  et  z  entre 
les  quatre  équations  données.  C'est  donc  de  cette  équation  qu'il 
s'agit  de  déterminer  le  degré. 

Or  le  prenûer  membre  de  l'équation  (m) ,  étant  de  la  forme 

tt«  +  Au"*-'+  Ba"^  + rh  K  > 

où  A,  B  ,  C. . .  .K  représentent  des  polynômes  en  x ,  y  ,  z, 
savoir  ,  A  le  polynôme  le  plus  général  du  premier  degré  , 
B  le  polynôme  le  plus  général  du  second ,  et  ainsi  de  suite , 
le  premier  terme  du  produit  des  fonctions  en  question ,  sera 
u"**,  et  dans  tous  les  autres  termes ,  la  somme  des  exposans 
de  u  et  des  yaleiirs  ci-dessus  de  x  ,  y,  z,  ne  sera  jamais  plus 
grande  que  mn.  De  plus ,  sans  effectuer  le  produit  de  ces 
foncdons ,  on  voit  qu'il  doit  être  tel  /  qu'il  reste  le  même  lors- 
qu'on y  change  Op  en  a^f ,  bp  en  bpf ,  Cp  en  Cpf ,  et  récipro- 
quement ,  quels  que  soient  les  indices  p  et  p^  ;  car  si  Ton 
opérait  ces  changemens  dans  les  fonctions  elles-mêmes ,  on  ne 
ferait  antre  chose  qu'échanger  entr' elles  deux  de  ces  fonc- 
tions^ Si  donc  ce  produit  doit  renfermer  un  terme  tel  que 

u'a^b'ca^b^c\  etc.  (dans  lequel  s,  k,  l^r,  etc.  repré- 
sentent des  exposans  entiers  positifs ,  dont  la  somme  est  moindre 
que  mn  ou  égale  à  ce  nombre  ^  et  où  p ,  p',  p^,  etc.  sont  de ^ 
indices  différens  entr'eux  ) ,  il  devra  aussi  contenir  tous  les 
termes  que  l'on  peut  déduire  de  celui-là ,  en  y  mettant  suc- 
cessivement pour  p ,  p',  p",  etc. ,  tous  les  nombres  possibles  , 
depuis  1  jusqu'à  n  inclusivement  >  pourvu  que  l'on  ne  mette 
)aniais  dans  un  même  terme  ,  le  même  nombre  pour  deux  de 
ces  indices.  La  somme  de  tous  ces  termes ,  est  une  cei^taine 
fonction  de  u  ,  que  nous  désignerons  désormab  par 

u'TM^b^c^a^b^Cj^, 

et  dont  il  faut  déterminer  la  forme. 
Pour  cela ,  soit  l'équation 

t  z=z  X  -+  gy  +  hz, 
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dans  laquelle  t  est  une  nouvelle  inconnue  >  et  g-  et  %  sont  âêê 
coefficiens  arbitraires  :  en  éliminant  x ,  y  et  2  entre  cette 
équation  et  les  équations  (a) ,  (i)  et  (c) ,  on  obtiendra  un^l 
équation  du  degré  n  en  u  et  t. 

En  eiFet,  les  équations  (a)  ^  (b)  et  (c)  ne  pouvant  devenir 
identiquement  nulles  que  par  un  nombre  n  de  systèmes  con- 
venables de  valeurs  de  jr,  ^  et  z,  ainsi  qu'on  Ta  dit  plus 
haut ,  on  ne  doit  pas  avoir  plus  de  valeurs  de  t  en  u ,  qu'oa 
ne  peut  prendre  de  ces  systèmes  :  partant ,  Téquàtion  finale 
entre  t  et  u  doit  être  du  degré  n,  c'est-à-dire,  de  la  forme 

t»  +  Mr-'  +  Nr"*+ +  S  =  o , 

M,  N S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  u  ; 

et  le  plus  haut  exposant  de  u  étant  un  dans  M ,  deux  dans  N  > 
et  ainsi  de  suite.  Les  n  racines  de  cette  équation  seront 

ûi  +  g'ii  +  Ac, ,       a^  +  gb^+hc^,      a3  +  gb3  +  hc3,     etc. 

....    On  +  gbn+hCn, 

ensorte  que  S{ap+gbp  +  hopY  qui  désigne  la  somme  ded 
puissances  i  de  ces  racines  ,  sera ,  i  étant  un  nombre  entier 
et  positif,  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coefficiens 
M,  N  etc.  ;  ce  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  u\  et  il  résulte  des  formules  trouvées  précédemment,  que 
le  plus  haut  exposant  de  u ,  dans  cette  fonction ,  sera  égal 
à  i.  Mais  le  terme  général  de  la  fonction  S  (  Op+gby  +  hcp)', 
développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités 

g  et  h  y  pouvant  être  représenté  par  Lg'/rTa*i|,c^,  k,  l  et  r 

étant  des  exposans  entiers  et  positifs  dont  la  somme  =  t ,  et 
L  une  certaine  fonction  de  ces  nombres,  on  peut  dire  que 

Ta^b^c^  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u,  danâ 

laquelle  le  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue,  est  i  =  fc+Z+r  : 

donc  aussi  Ta^,  i^,  cp  est  une    pareille  fonction    de  u,   dans 

laouellele  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue,  est  i'=A'+/'-f-r  ; 
or  pet  p'  représentant  tous  lés  nombres  depuis  1  jusqu'à  n,  ne 
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^orront  être  qa*égaux  ou  inégaux;  ensorte  qu'on  aura  la 
relation 

de  laquelle  on  conclut  que  si  cette  proposition  est  démontrée 
pour  TaJ  b^  c^ ,  çlle  le  sera  aussi  pour  Ta*  ij,  c  a^  i^  cp ,  d'où 
il  suit  que  la  fonction 

est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u ,  dans  laquelle  I# 
plus  haut  exposant  de  u  est  égal  à  la  somme 

5  +  fc  +/  +  r  +  ft'  +  Z'  +  /,  etc. , 

et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  ^  on  a  vu  que  le  premier  membre  de  Téquation 
finale  en  u  ^  le  secoiid  étant  zéro ,  a  pour  premier  terme  u*"*, 
et  que  le  reste  de  ce  premier  membre  ne  peut  être  autre 
chose  que  la  somme  d'un  nombre  fini  de  fonctions  pareilles 
à  la  précédente  ^  multipliées  chacune  par  un  coefficient  connu , 
et  dans  lesquelles  la  somme  des  exposans  s  ^  k,  l  ^  etc.  n'est 
jamais  plus  grande  que  mn  :  ce  premier  membre  est  donc  une 
fonction  rationnelle  de  u  ^  dans  laquelle  mn  est  le  plus  haut 
exposant  de  cette  inconnue  >  et  par  conséquent  ce  nombre  mn 
marque  le  degré  de  l'équation  'finale. 

On  prouvera  de  même  ^  en  généralisant  les  raisonnemens 
ci-dessus  >  et  les  appliquant  à  un  nombre  quelconque  d'équa^ 
tions  complètes,  que  si  n  désigne  le  degré  de  l'équation  finale 
résultante  de  toutes  les  équations  moins  une  »  et  que  m  soit  le 
degré  de  celle-ci,  le  degré  de  l'équation  finale*  résultante  de 
tontes  les  équations  j  sera  égal  à  mn  :  d*oii  il  est  facile  de  con- 
clure que  ce  degré  sera  égal  au  produit  des  exposans  des  équa- 
tions données,  puisque  pour  trois  équations  complètes  entre 
troi^inconnues  ,1a  première  du  degré  a,Ja  seconde  du  degré ^, 
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et  enfin  la  troisième  -du  degré  m ,  on  a  nr=ab ,  amsî  qu'il  a  été 
démontré  précédemment. 

Dans  tont  ce  qui  précède ,  on  a  supposé  que  les  équations 
entre  lesquelles  il  s'agissait  d'éliminer  ,  étaient  les  plus  géné- 
rales de  leur  degré  ;  mais  lorsque  cela  n  aura  pas  lieu ,  on 
^  conçoit  que  le  degré  de  Téquation  finale ,  pourra  être  moindre 
que  celui  qu'on  vient  de  déterminer ,  c'est-à  dire ,  que  les  coeffi- 
ciens  des  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  dani  l'équation 
finale ,  pourront  se  trouver  nuls  en  vertu  des  valeurs  particu- 
lières des  coefHciens  des  inconnues  dans  les  équations  données. 
On  doit  donc  dire ,  en  général  ,  que  le  degré  de  l'équation 
finale  résultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations ,  ne  peut 
jamais  être  plus  grand  que  le  produit  des  exposans  de  ceg 
équations. 

43.  Il  importe  cependant  de  faire  connaître  le  procédé  pour 
trouver  les  solutions  d'un  certain  nombre  d'équations  entre 
pareil  nombre  d'inconnues  :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  sur 
le  système  des  trois  équations 

A  =  07»  +  ayx  +>'*""  ^zy  i—  z*  —  3  =  o  , 
B  =  X*  —  yx  +  J'*  —  ^y  —  **  +  1  =  o , 
C  =  x* —  zx  +ay' —  zy  — 4**+  z  +  a=  o  : 

si  on  élimine  x  entre  les  deux  équations  A  =  o  ^  B  =  o  ^ 
on  trouvera  facilement  l'équation 

D  =  sy^ —  1 2zy —  2a*  j^* —  3y —  4z'^y  +  Szjr 
+  4z^  —  ie**+  16  =  0, 

avec  celle  du  premier  degré  en  x ,  "^ 

E  =  Zyx  —  z  jr  +  2z»  —  4  =  0: 

cnsorte  que  les  deux  équations  D  =  o ,  E  =  o  peuvent  rem- 
placer A=  o,  B=vo.  Maintenant  multiplions  C  par  gj^*,  et 
divisons  le  produit  par  E  :  la  division  devant  s'effectuer,  le 
reste  indépendant  de  x  doit  être  nul  de  lui-même  :  ce  qui 
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n*aiira  liea  qne  sous  la  condition 

—  i^j' +   4**    — i6z*+   16  =.  G, 

qui  remplace  sCy*  2=  o  :  éliminant  y  entre  les  équations 
D  =  o ,  F  =  c ,  on  parvient  à  une  équation  du  seizième  degré 
en  z ,  et  celle  qui  donne  les  valeurs  correspondantes  de  j^  > 
est  de  la  forme 

Oy  +  B  =  o, 
oii 

G  =  —  i2o8z"  +  â472z'*'  +  7287z«  —  gSoGz» 

—  1 6483a'  +  n7oo2i«  +  i6362z5_  ^j^zz^ 

H  =       8aoz«  —  igBoi"  —  632621»*»+ 11346*9+195384»^ 

—  ^3712*7  —  3o2o8*^  +  21096**  +232o8a<«^69i2a^ 

—  6912a*; 

réquation  en  z.  délivrée  de  ses  racines  étrangères  y  est 

5i4s»  —  1 190Z'  —  2022**  +  30270**  +  3545*^ 

—  3210*3  _  285^2»  -f.  ,080*  +      864     =  o  ; 
et  les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  x,  seront  fournies  par 

5yx  -^  aj'  +  2**  —  4  =  o- 
Ce  procédé  appliqué  aux  trois  équations  générales 

x*"  +  etc.=o,     x'"*  +  etc.  =  o,    x^+etc.=:o, 
^niduit  à  celles^i 

^«i«aiii3^.etc.  =  o,    Ajr  +  B  =  o,    Ca;  +  D  =  o, 

A  et  B  étant  des  fonctions  entières  de  *,  et  C  et  D  des 
fonctions  entières  de  j^  et  *  ,  et  ces  équations  fournissent  les 
seules  solutions  admissibles.  On  étendra  facilement  ce  mode 
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de  résolution  à  un  nombre  quelconque  d'équations  de  degrés 
quelconques  entre  pareil  nombre  d'inconnues  ;  M.  Bret  en 
conclut  que  le  nombre  des  systèmes,  de  valeurs  qui  satisfont 
aux  équations 

a:"»+etc.c=o,     ac^*  -(-etc.  =  o,     x^î-f-etc.rzso. , . . 
. . .  .a:"»  +  etc.  =  o, 

est  égal  an  produit  des  degrés  de  toutes  les  équations ,  si  le 
théorème  a  lieu  pour  n—  i  équations  entre  n — i  inconnues 
(  i5*  cahier  du  Joum.  de  t École  Polyt,  ). 

Nous  reproduirons  à  cette  occasion ,  une  réflexion  judicieuse 
de  M.  Gergonne ,  rédacteur  des  Annales  Mathématiques  .• 
l'élimination,  de  quelque  manière  qu'on  y  procède,  est  une 
opération  à  peu  près  impraticable  ,  dès  que  les  équations  sont 
nombreuses  et  élevées  ;  il  serait  donc  à  désirer  qu'on  pût  dé- 
terminer tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  ,  sans  être 
obligé  d'y  avoir  recours  :  toute  la  difliculté  du  problème  se 
réduirait  évidemment  à  savoir  déterminer ,  sans  résoudre  aucune 
équation,  i®.  les  limites  extrêmes  des  valeurs  de  chaque  in- 
connue -,  2®.  une  limite  au-dessous  de  laquelle  ne  pût  tomber 
la  différence  entre  deux  valeurs  de  chacune  de  ces  mêmes 
inconnues  :  ce  serait  ,  en  effet ,  un  sujet  tout  à  fait  digne  de 
l'attention  des  géomètres. 

^,  La  méthode  suivante,  dit  l'illustre  Lagrange,  a  l'avan- 
tage de  réduire  l'élimination  des  inconnues  à  des  formules 
générales  et  très-simples  dont  les  analystes  pourront  faire 
usage  au  besoin,  / 

Soient 

1  +  Ax  +  Bx*  +  Cx3  +  Dx^  +  etc.  =o (A) , 

1  +  -^  +  ^   +  ^+^    +erc.=o,....(B), 

les  deux  équations  proposées  dont  la  première  soit   du  degré 
7n,  et  U  seconde  du  degré  n.  11  est  évident  que,  quelles  que 
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soient  les  équations  données  ,  on  peut  toujours  les  ramener  à 
la  forme  des  deux  précédentes  *,  car  pour  cela  ,  il  n  y  aura 
qu'à  diviser  lune  par  le  terme  tout  connu ,  et  Tautre  par  la 
plus  haute  puissance  de  x. 

Soient  i  —  «u:,  i  — Cj:  ,  i  —7a:,  i  — t'x  les  facteurs  de 

réquation  (A)  ,  ensorte  que  -  >  ^  i  —>  «^c.  soient  les  racines 

de  cette  équation  ;  on  aura  l'identité 

/(i  +  Aj:  + Bx*  +  Ca:3  ^  D^i^  etc.  ) 
z=/(i  —  tfx)  +  /0— Cx)  +  /(i— >a:)  +  /(i— ^H-etc. 

Or ,  à  cause  de 

-a  -3  9À 

J0+*)  =  =5--+y--^  +  etc; 

jérie  donnée  (  P*  sect.  ) ,  on  aura ,  en  remplaçant  z  d'abord  par 
>/r  +  ^x*  +  etc. ,  puis  successivement  par  — «ex,  —  ffa:, 
—  yx ,   etc. 

or  (A  +  Bx  +  Cx»  +  Dx3  +  etc.) 
— —  (A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx*  +  etc.)* 

+  1^  (A  +  Bx  +  Cx*  +  r>x<  +  etc.)' 

+  etc. 
=  — x(c6  -fC4-7  +^  +  ®tc.) 

_Ç(**+^+ >*+**+  etc.) 

-y(*'+f'+>'+^+etc.)......(C) 

+  etc. 

Or  on  sait  que  le  carré ,  le  cube,  etc.  de  tout  polynôme ,  tel 
que  A  +  Bx  +  Cr"  +  etc. ,  est  aussi  un  polynôme  de  la 
même  forme  ,  mais  doijt  le  nombre  des  termes  est  double  ^ 
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triple ,  etc.  ;  de  sorte  qu'on  peut  supposer 

(A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx»  +  etc.)* 
=  A'  +  B'x  +  Cx»  +  D  V  +  etc. 

(A  +  Bx  +  Cx«  +  Dx»  +  etc.)» 
=  A''^  B''x+  Cx^^  DV  +  etc.  , 

et  ainsi  de  suite;  les  coefficiens  A',  B',  C,  etc.,  A'',  B",  C\  etc. 
étant  aisés  à  trouver  par  la  formation  actuelle  de  ces  puis- 
sances ,  ou  par  la  formule  de  la  puissance  de  Tinfinitinome- 
{^•sect.). 

Donc  si  on  substitue  ces  yaleurs  dans  (C),  et  que,  pour 
abréger,  on  pose 

«  +f +>+J^+etc.=  — P, 

*'  +  ^  +  >'4-^  +  ctc.  =  — 3R. 
etc., 

on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  dimen- 
sions de  X , 

^+(B_i.)x.+(c-|:+4-y 
+(°-T+f-f)''+'"'- 

=  Px  +  Qx»  +  Rx»  +  Sà:4^-etc (D)f 

et  comme  cette  équation  (D)  doit  être  identique ,  on  a 
P=A, 

ad  4 

etc.. 
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Cela  posé ,  on  substituera  successivement  dans  (B)  toutes 

les  racines  op  de  (A);  savoir,  -,   ^t  — ,  t  ,  etc.,  dont  le 

nombre  est  m,  ce  qui  donnera  les  m  équations 

1  +  a*  +  ba*  +  cet^  4-  d^^  +  etc.  =  o\ 

1  4.  aC  +  W*  -f-  c^  +  c/^*  +  etc.  =  o  \ (E); 

1  +  oy  +  ij.*  +  O'^  +  ^T'*  +  etc.  =  0  ) 

et  comme  les  équations  (A)  et  (B)  doivent  avoir  lieu  en 
même  temps ,  il  faut  nécessairement  qu'une  quelconque  des 
m  équations  (E)  ait  lieu,  puisque  chacune  d'elles  exprime 
que  (A)  et  (B)  ont  une  racine  x  commune  ;  et  comme  l'une 
des  équations  (E)  ne  doit  pas  avoir  lieu  plutôt  qu'une  antre  , 
il  faudra  que  l'on  ait  une  équation  équivalente  à  toutes  les 
équations  (  E  ) ,  et  qui  ne  puisse  être  vraie  qu'en  supposant  que 
Tune  quelconque  de  ces  dernières  le  soit  :  d'où  il  résulte  que 
l'équation  dont  il  s'agit ,  ne  peut  être  que  le  produit  de  toutes 
les  équations  (E  )  ,  laquelle  sera ,  en  même  temps  ,  le  résultat 
de  l'élimination  de  x  entre  (A)  et  (B).  Si  donc  on  représente 
cette  équation  par  n  =  o  ^  on  aura 

n=  (1  +  a*  +  &«»  +  ca^  +  da.^  +  etc.) 

X  (i  +  aC  +  iC»  +  cC  +  cK^  +  etc.) 

X  (1  +  a>+  i>*  +  c>3  +  dy4 4.  etc.) 

X  (1  +  a^+  bl^+cf^  +  d^  +  etc.) 

etc. 

le  nombre  des  facteurs  étant  m.  La  difficulté  se  réduit  donc 
à  former  n ,  sans  connaître  les  racines  m,  C,  y ,  etc. 
Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  ,  et  nous  aurons 

/n  =  /(i  +a«t  +  *a*  +etc.) 
+  /(i  +aC  +  ffC*  +  etc.) 
+  1^1 +ay  +  by'+ etc.) 
+  /(!  +aJ  +  W»-f-etc.): 
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mais ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut , 

/(i  4-aiÉ+  **•  +  ca3 -f  d«^+  etc.) 
=  «t  (a  +  i«fc  +  Cflt*  +  d«t^  +  etc.) 

^  î!(a  +  6«  +  act»  +  du?  +  etc.)* 
a 

+  ^(a  4-  iflt  +  cet»  +  d*'  +  etc.)* 
etc. 

Donc  si  on  suppose  que  a',  h\  c',  etc. ,  a",  h\  c",  etc.  soient 
des  quantités  formées  de  a  ,  i  ,  o,  etc. ,  comme  les  quantité» 
A',  Y! y  C,  etc..  A',  B",  C\  etc.  le  sont  de  A,  B,  C ,  etc.  , 
on  aura  ^ 

i  (1  +  ûi*+i«*-|.  etc.)  =  «  (a  +  A»  +  c-^  +  ii'  +  etc.) 

_ £  (û'  +  i'n  +  cV+  cfi|5+etc.> 

—  etc.  ; 
et  en  faisant  de  même ,  pour  abréger , 

p  =  a,       ^ 

i.       "■ 

y       a- . 

'  =  *«— 7+3-4* 

etc. , 
on  aura 

/  (i  ^,  û^  +  J^»+  cii'+  etc.)  =  p«  +  ?-»•+  '"'^H-  J-^^-  etc. 
On  trouvera  de  la  même  manière  , 

/(i^aff+W»+c^  +  etc.)  =  pf+qf*+»^^4-^f*  +  etc. 
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et  ainsi  des  autres.  Donc ,  en  ajoutant  ensemble  toutes  les 
identités  ,  et  remplaçant  les  sommes  «  +  C  +  7  +  etc.  , 
«*  -4-  C*  +  >•  +  etc. ,  a?  +  C^  +  y,  etc.  par  —  P  ,  —  aQ  , 
—  3R ,  etc.  qui  les  représentent ,  on  trouvera 

Zn  =  —  pP  —  29Q  —  3rR  —  etc. 

Soit  encore^  pour  abréger, 

ç  =  pP  4.  2qq  +  5rR  +  etc.  : 
€Hi  aura 

in  =  f,      d'où      n  =  e-^, 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens  ;  ensorte  que  si  1  on 
résout  en  série  la  quantité  exponentielle  «~  ^  (  *  ) ,  il  viendra 
eQ&n 

^   '  i.a       i.a.3  '    i.a.3.4 

^AÎQsî  le  problème  proposé  se  trouve  résolu. 

Qmime  la  quantité  n  est  le  produit  des  m  facteun 

1  +  a«  +  ft«*  +  c«^  +  etc. 

i  +  aC  +  bC*  +  cS^  +  etc. 

1  +  ay  4"  ^y*  +  ^  +  etc. , 
il  est  visible  qu'elle  ne  peut  contenir  d'autres  produits  des 
quantités  a,  b,  c,  etc.>  que   ceux  dont   les  dimensions  ne 
passent  pas  le  nombre  m  ;  d'où   il  suit  y    i"*.  que  l'équation 
D  =  o ,  savoir  , 

1  —  ♦  +  -^^^ ^  +  etc.  =  o (F) , 

^       1.2        i.a.3  ^  " 

ne  doit  contenir  aucun  terme  dans  lequel  les  quantités  a , 
h,  c  y  etc.  forment  ensemble  des  produits  de  plus  de  m  di- 
nensions. 

Or  si  on  change  x  en  -  dans  les  équations  (B)   et   (A) , 

(*)  On  troavcra  dans  la  taitc  de  cet  ouvrage ,  les  d<^Teloppeiiicns  en  seriea 
des  quMnûUê  transcendâmes. 
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elles  deviennent  celles-ci  : 

1  +ax+bx*+c3cP+dx^+  etc.  =  o.. 

...(G), 
...(H). 

lesquelles  ne  diflTèrent  des  équations  (A)  et  (B)  qu  en  ce  que 
les  coeSTiciens  A^  B  ,  C  ^  etc.  sont  changés  en  a,  b ,  Cy  etc. , 
et  Texposant  m  en  n  ^  et  vice  versa  :  donc  si  on  fait  sur  ces 
équations  (G)  et  (H)  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes 
opérations  que  nous  avons  faits  sur  les  équations  (A)  et  (j3) , 
on  parviendra  à  une  équation  finale  qui  sera  la  même  que 
réquation  (F)  ci-dessus ,  à  la  seule  différence  près  que  a,  &j, 
(c  ,  etc.  seront  au  lieu  de  A  ,  B  ,  C ,  etc. ,  et  réciproquement , 
et,  par  rapport  à  cette  équation ,  les  quantités  A,  B,  C,  etc. 
ne  sauraient  former  ensemble  des  produits  de  plus  de  n  di- 
mensions. 

Or  en  changeant  A,  B ,  C,  etc.  en  a  ,  i,  c  ,  etc. ,  on  ne 
fait  que  changer  P ,  Q ,  R ,  etc.  en  p ,  ç  ,  r ,  etc.  ,  et  vice 
versa  y  comme  on  le  voit  par  les  expressions  de  ces  quantités  ; 
donc  comme 

^  =  pP  +  ûÇQ  +  3rR  +  etc.  , 

il  s*ensuit  que  Téquation  dont  il  s*agit ,  sera  exactement  la  mêm^ 
que  réquation  (F)  y  d'où  on  conclut^ 
a°.  Que  réquation 

l  —  ^  +  — ^  +  etc.  =  o , 

^         i.a        i.a.3   * 

ne  doit  pa<  non  plus  contenir  aucun  terme  où  les  quantités  A  , 
B ,  C ,  etc.  se  trouvent  formant  ensemble  des  produits  de  plus 
de  n  dimensions. 

Voici  donc  à  quoi  se  réduit  cette  méthode  d'élimination* 
Étant  proposées  les  deux  équations 

1  -f  Ax+Bx*+Cai3+Dx*+  etc.  =  o. 
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dont  la  première  soit  du  degré  m  ^  et  la  seconde  du  degré  n , 
on  commencera  par  former  les  quantités  A'^  B'^  G^^  D^  çtc. , 
A'',  B",  C,  D",  etc. ,  A''',  B'",  C",  D"',  etc.,  lesquelles  sont 
les  coefficiens  des  séries  qui  expriment  le  carré ,  le  cube ,  la 
quatrième  puissance^  etc.  du  poljmome  A-f-Bx-f-Cx*-]-  etc. , 
et  on  poussera  cette  opération  jusqu'à  la  puissance  de  l'ordre 
n  :  on  formera  ensuite  de  la  même  manière  les  quantités  a\ 
I/,  c\  etc. ,  a',  fr',  c',  etc.  jusqu'à  la  puissance  m ,  et  pour 
cela  y  il  suffira  de  changer  dans  les  valeurs  correspondantes  de 
A',  B',  C,  etc.,  A",  B%  C,  etc.,  les  quantités  A,  B,  C,  etc. 
«1  a,  b  ^  c  fdy  etc. 

Ayant  ainsi  toutes  ces  quantités  ,  on  les  substituera  dans 

»=*«+<■> -tX'-t) 

+<''-l+"T-f)(-^+ï-9- 

etc. 
et  Ton  fera  ensuite  Téquatlpu 

en  obsenrant  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des 
produits  de  A ,  B  ,  C ,  etc.  de  plus  de  n  dimensions  ,  et  des 
produits  de  a,  & ,  c ,  etc. ,  et  de  plus  de  m  dimensions;  on  aura 
par  ce  moyen,  l'équation  finale  dont  le   degré  ne   pourra 

excéder  mn. 
Au  reste ,   on  peut  encore   trouver  la  valeur  de  ^  ,  sans 

calculer   les  quantités  A',  B',  C,  etc.,  A\  B",  Q%  etc.  En 

effet,  comme 

^  ==  Pp  +  2(7Q  +  3 A  +  etc. ,  - 

la  question  se  réduit  à  trouver  P ,  Q,  H,  etc.,p,  q,  r,  etc. 
«n  A,B,  C,  etc.,  a,  6,  c,  etc. 


/ 
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Or  ayant  ridendté 

/  (i  +  Ax  +  Bx»  +  Cx' +  etc.) 
=  Px  +  Qa*  +  Rx^  +  etc., 

ai  Von  change  X  en  x  +  i  dans  les  deux  membres  ,  et  qu'os 
ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  i ,  on  aura ,  ea 
posant  X  =  1  +  Ax  +  Cx*  4"  etc. , 

/  [X  4- (A  +  aBx  +  3Cx*  +  etc.)  J  +  etc.] 
B=  (Px + Qx»+ Rx^  +  etc .)  +  (P  +  ûQjc:  +  3Rx»  +  etc.  )  » 
+  etc. 
,   =/X  +  /|^i +— -ï- :^ -2- J  +  etc.J; 

supprimant  d'une  part  Px  +  Qx*+Rx^+etc# ,  et  de  l'autre 
IK,  on  aura 

(P  +  qQx  +  3Rx»  +  etc.)  i  +  etc. 

,r     ,  A4-  QBx  +  3Cx*4-etc.  .  ,     ^    "1 

_  A4-aBx4-5Cx*4-etc.  . 

~     i+Ax4.Bx*4-etc.     ^+®^^' 

d'après  le  développement  de  /  (  i  4-  »  )  :  divbant  par  i ,  et 
faisant  l'indéterminée  i  =  o,  on  obtient  l'identité 

A4-aBx4-Cx»4-etc.  ^  ,     ^      ,  «^    .  , 

■    A      «   pLa  .   r^  I     >     =:P4-gQ'g  +  5B'a:^  +  etc. 
i4-Ax4-Bx*4-Cx*4"etc.         ^    x     i  t^ 

Multipliant  en  croix ,  et  comparant  les  coef&ciens  des  mêmes 
puissances  de  x^  on  trouvera 

A  =  P, 
aB  =  aQ  +  AP, 
^  5C  =  3R+aAQ4.BP, 

4D  =  4S  +  5AR  4- aBQ  4-  CP, 
etc.; 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  ,45 

d'où  Ton  tire 

P  =  A, 

<i  =  '±=^. 

^        3C— aAQ— BP 

R=— g , 

c  _  4D--5AR~-gBQ  — CP 
etc. 

Ayant  ainsi  déterminé  P  ,  Q,  R ,  etc.  en  A,  B ,  C,  etc. , 
on  changera  ces  dernières  en  a ,  6 ,  c ,  etc. ,  pour  avoir 
p,  q,  r,  etc. 

On  se  souviendra  toujours  de  rejeter  dans  P ,  Q ,  R  ,  etc.  ^ 
les  termes  où  A,  B ,  C  formeraient  des  produits  de  plus  de  ri 
dimensions,  et  dans  p,  q,  r,  etc.,  ceux  où  a,  i,  c,  etc. 
formeraient  des  produits  de  plus  de  m  dimensions. 

Si,  pour  simplifier,  on  écrit  aQ,  3R,  4S,  etc.  au  lieu  de 
Q,  R  ,  S,  etc. ,  et  fl</,  3r,  4s ,  etc.  au  lieu  de  ^ ,  r,  s,  etc., 
la  valeur  de  ç  deviendra 

ç  =  Vp  +  :f  +  ~  +  j+etc. , 

et  Ton  am-a  pour  la  détermination  de  P ,  Q ,  R ,  S,  etc.,  les 
formules  suivantes  : 

P  =  A, 
Q  =  aB  —  AP, 
R  =  3C  —  BP  —  AQ, 
S  =4D—  CP  —  BQ  —  AR, 
T  =  5E  —  DP  —  CQ  —  BR  —  AS , 

etc.  « 

Il  en  sera  de  même  pour  les  quantités  p ,  <//r,  etc. ,  en 
changeant  seulement  À  en  a ,  B  en  fc,  C  en  c  etc. ,  et  Téquatioa 

lO 
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•era  >  comme  ci-dessus , 

Nous  prendrons  pour  premier  exemple ,  Télimbation  de  X 
Bntre  les  deux  équations 

1  +Aa;+Bx»=:to,       i+?+_=-05 

ici ,  comme  le  calcul  en  est  simple  >  nous  formerons  les  quan* 
tités  A',  B',  C,  a',  b\  c'  :  on  trouvera ,  en  faisant  le  quarr4. 
tle  A  +  Bx ,         ^ 

A'  =  A*,        B'  =  aAB,        C=:B«; 

de  même  I 

idonc 

9  =  Aâ4-3(B  — y)(4  — f  )  +  3ABafc-|-B«J» 

=z  Aa+aBi— A'»*— 60^»+— +3ABai  +  B**'»  ; 

donc  >  en  négligeant  les  produits  de  A  et  B ,  aussi  bien  qu^ 

ceux  de  a  et  &  qui  seraient  tle  plus  de  deux  dimensions  ^  oa 

«ura 

^»  =±  AV  +  4ABa6  +4B*6% 

ç'  =  G,  f*  =  o,  etc.  ; 

lubstituant  ces  valeurs  dans 

t>n  aura  pour  équation  finale  ^ 

1  —  Aa— -aBi  +  K^b  +  Ba*— ABû3  +  B*i*  =  ô. 

Ainsi  si  Ton  suppose 

B  =  i;,       ^=^'       6=si,      a  =  — ^, 
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les  deux  équations  deviendront 

et  elles  auront  pour  équation  finale 

^  On  propose  ,  en  second  lieu,  d'éliminer  x  entre  les  deux 
équations  ^"^ 

ï+Aa:  +  Bx«+Cx'=o, 

Q  =  sB  —  A*, 
R  =  3C  — 3AB+A», 
S  =  —  4AC  —  aB»+4A'B , 
T  =  —  5BC  +  5A»C  +  5AB», 
D  =  —  gc»  +  laABC  +  aB\ 
V  =  7AC«  +  7B'C, 
W  =  8BC». 

Donc  on  aura 

f^=Aa+  i(aB-A'Ka6-c«H.^  (50-3AB+A3)(3o-3ai+a 
+  ï  (— 4AC— aB«4.4A»B)(-.4at>-aô«+4a»A) 
+1  (--5BC+5A'C+5AB*)(--66c4-5a»c+5ai») 
+i(— 3C«+iaABC+aB3)(--3c«+ïaaic+aiî) 
-f^  (7AC»+7B«C)(7ac*+7i«c) 

Pour  fomcr  ^,  ^,  etc.,  on  rejettera  de  f  tous  les  termes 
ou  A,  B,  C,  etc. ,  a ,  i,  c,  etc.  sont  des  produits  de  plus  de 
deux  dimensions,  et  ordonnant  les  autres  par  rapport  aux 


10.. 


/" 
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dimensions  de  ces  mêmes  quantités ,  on  am'ait 
^  =  Aa  +  aB6  -f  3Cc 
—  Ba»  —  ZCah  —  bA"  —  3cAB 

+  — +  3ABa6  +  (aAC  +  B»)(2ac-f  60 
+  5BCic  +  |CV; 

<l*où  Ton  tire ,  en  ne  conservant  que  les  produits  de  trois  ou 
ti*un  moindre  nombre  de  dimensions  ^ 

^•=  (Aa  4-2B64-3CC)» 

+  a  (Aa4-aB6+3Cc)  {— Ba»— 3Gz6— 6A*— 3cAB  " 

+  ^î-^  +3ABa6 

+  (aAC+B»)  {2ac+b*)  +  5BC6c4-  JCV} 
+  a(Ba»+3Ca6)  (6A»-f-3cAB) , 

ç>3  =  (  Aa  +  2B6  +  ZCc)\ 

^*  =  G. 

Dé  sorte  que  Téquation  finale  sera 

1  _  Aa  —  i  (2B— A*)  (36— a*) 

—  i  (3C— 3  AB+A^  (3c— 3a6+a3) 

_i(— .4AC— 2B*+4A»B)  (_4ac— a6*+4a*6) 
—^  (— 5BC+5A*C+5AB*)  (-56c+5a*c+5ai») 

—  ^(— 3C*+iaABC+aB^  (— 3c*+iaatc+a63) 
-1  (7Ae+7B»C)  (7ac-+76-c) 

— 8BC'6c*+  (Aa+aBH-3Cr) 

^[è^±^^±^-Ba^^5Cab-bA^^3cAB 

4-^  +3ABa6  +  (aAC+B^  (aac+i»^) 

-f-5BC6c+^CV}  +  (Ba*+3Ca6)  (iA*+3cAB) 

^  (Aa+2Bi+3Cc)3  =  o. 

a  •  o 
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En  supposant  que  C  soit  un  polynôme  du  degré  —  3  en  ^ , 
et  que  c  soit  un  polynôme  du  troisième  degré ,  Féquation  finale 
sera  du  degré  3x3,  ou  du  neuvième  degré  en  y, 

45.  On  doit  à  M.  Kramp,  doyen  de  la  faculté  des  Sciences 
de  TAcadémie  de  Strasbourg ,  la  méthode  suivante ,  propre  à 
faciliter  l'élimination  dans  les  équations  des  degrés  supérieur:^ , 
méthode  sur  laquelle  on  trouvera  plus  de  détails  dans  le  on- 
zième numéro  du  tome  premier  des  Annales  de  Mathéma" 
tiques. 

Soit  Féquation  n 

xx»  =  aj:"-*  +  ftx"-*4.cx'»-3+  ir»-44-  etc. . .  .(N)  ; 

si  on  la  multiplie  de  part  et  d'autre  par  Ax  ,  en  mettant  pour 
Ax"  dans  le  second  membre  ,  sa  valeur  tirée  de  la  proposée ,. 
on  aura 

^*x'^'=z(aa+?ib)x^-'+(ab+xc)  x»-*+(ac4-vO  x"-3+  etc., 

équation  que  nous  écrirons  ainsi  : 

A*x-^'  =  a'x»-'  +  4'x»r»  +  c'x^-^  +  etc,  > 

multipliant  de  nouveau  par  Ax ,  en  mettait  toujours  pour  ax* 
dans  le  second  membre ,  sa  valeur  donnée  par  la  proposée ,  on 
trouvera 

A^x-"  ==(aû'+Ai0^"+(*a'+^O^"*+(cû'+^')«"-^+etc.  y 

équation  que  nous  écrirons  ainsi 

a3x»-3  =  a^x^-'  +  i^x^»  +  c^x^^  +  etc. , 

et  ainsi  de  suite.  On  a 

a'  =  AU  +  a6  , 

a'  =>  aa'  +  xba  4-  aV  , 

a«t_  flû*+  hba'+  x*ca'  +  A^da  +  A^g ^ 
etc.  ; 
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y  =  aft  +  xc  , 
V  =  aV  +  xbb  4-  A»rf, 
*•  =  oA"  +  AiA'  +  AV6  4-  }?e 
i»^=  ai*  4-  Ai6"  +  AV6'  +  A^dft  +  x% 

etc.  ; 
c'  ^=1  ac  4-  aJ^ 
c*'  =  ac'  4-  aJc  4-  A^e, 
c*  =  ce"  4-  Aie'  4-  A*cc  4-  a3/, 

C»^=  flC*  4    Aie*  4-   AVc'  4-   A3(fc  4-  A^, 

etc. , 

toutes, ces  valeurs  formant  des  séries  réciurentes. 

Si,  outre  réquation  (N)  du  degré  n  ,  on  a  une  équation  (M) 
du  degré  m  en  x ,  m  étant  >  ii ,  en  mettant  dans  cette  der- 
nière, pour 

-.«  T^^  ^-4-a  -r«H-8  laf^ 

les  valeurs  déduites  de  la  première ,  par  le  procédé  que  nous 
Tenons  d'exposer ,  elle  ne  sera  plus  que  du  degré  n  —  i .  On 
aura  donc ,  au  lieu  des  proposées ,  des  équations  des  degrés 
n  et  7»  —  1  ,  qui,  en  leur  appliquant  le  même  procédé ,  eu 
feront  trouver  une  nouvelle  du  degré  n— a.  En  poursuivant 
de  la  même  manière  >  on  parviendra  enfin  à  une  équation  du 
degré  zéro  ;  ce  sera  l'équation  de  condition  qui  devra  exister 
entre  les  coefficiens  des  deux  proposées ,  pour  qu'elles  puissent 
subsister  ensemble  ,  ou  pour  qu'il  y  ait  un  facteur  commun 
entr'elles  :  ce  sera  conséquemment  l'équation  finale ,  si  les  coeffi- 
ciens des  deux  proposées  sont  fonctions  d'une  autre  inconnue^, 
par  exemple. 

La  question  se  trouvant  ainsi  réduite  à  éliminer  l'inconnue  x 
entre  deux  équations  dont  les  degrés  ne  différent  que  d'une 
unité  ,  nous  prendrons  ,  comme  type ,  le  système  des  deux 
équations 

o  =  Ax»  4-  Bo:»-'  4-  Cx"-*  4-  etc. , 
o  .=  aa;*~'4-  ix"-*  +  cx»~^  +  etc. 
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Appliquant  la  méthode  précédente  à  ces  àenx  équations  ,  on 
en  déduira  une  du  degré  n  —  2  i  et  si  rpn  désigne  cette  der- 
nière par 

o  =  a'x»-*  +  i'x— 3  +  c'a:"-4  +  etc. , 
on  aura 

a'  =:  b  (Ai  —  Ba)  —  a  (Ac  —  Ca), 
y  =  c  (AA  —  Ba)  —  a  (Ad—  Da), 
c'  =  d(A6  —  Ba)  _  a  (Ae  —  Ea), 
if  =  c  (A6  —  Ba)  —  a  (A/—  i^a), 
etc. 

Nous  nous  bornerons  à  une  seule  application.  On  propose  d» 
trouver  le  facteur  commun  aux  deux  poljnomes 

5x*  —  27X*  +  aax^  +  17X* —  49^  +  ^4  > 
3r^  —  aiîx^  ^  ^e^  .—  3,a:  +  G  : 

on  a  donc  les  deux  équations 

o  =  5jc^  —  ajx^  +  aaar'  +  17X*—  49'^?  +  ^4  > 
o  =  3x*  —  QQx?  +  46a:*  —  3iar  +  P.. 


Ai — ^Ba= —  29 
Ac— Ca  =  1 64 
Ad — "Da = — 20S 
Ae — Ea  =  177 


6  A/"— Fa=—  7a 


û'=  14c 
i'=— 71e 
c'=  368 
d'=   4^ 


A=   5  a=   3 

B  =  — 27   i= — 22 
C=  22  c=z    4s 
D=  17  d= — 3i 
E=-49 
F=  04 

3*  équat o  =  73x3  _  353^  ^  ^g^  ^_  21  , 

tprès  la  division  «par  2. 

Equat.  données.. .{^^^3^_g5Ç^^^g^  ^  ^^^ 

A=   3  a=   73 

B=>-22  i=r— 358 

C=  4G  c=  r84 

D=>-3i  J=   21 


Ai— Ba==  532 
Ac— Ca  = — 280G 
AJ— Da=  232G 
Ae— Ea=—  438 


a'=     14382 

i'=:— 71910 
c'=  4314G 
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4*  équat . . . .  o  =      x-*  -^    5x   -|-  3 

après  la  division  par  14382. 
on  a 


Ai  —  Ba  =r  —  7 
Ac  —  Ca  =  35 
Ad  — -  Da  :?=  —  ai 


a'  =  o 

y  =  o 


A  =—  73  a  ==:  1 
B=— 358  6  =  —  5 
C  =        184     c  =;         3 

D  =  21 

5*  équat 0  =  0. 

On  conclut  de  là  que  x^  —  5j:  -4-  3  est  le  diviseur  commun  des 
deux  polynômes  proposés. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  à  la  recherche  des  facteurs 
égaux  des  équations  numériques  j  et  on  pourra  prendre  Téquation 

o  =  x8-f"  ax*+  ^^+  6x*-4"  7-^—  2x*-|-  3x^+  ^^ —  1 2x  —  8 , 

traitée  (  P*  sect. ,  chap.  XXVII) ,  et  qui  a  pour  dérivée 

ç  =  9x«  +\Çx7+  7X^+  3Sjc5+  35xi—  8073+  qx'+  4a:  —  1  a . 
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CHAPITRE  DL 

De  quelques  théorèmes  sur  les  racines  de  t équation 
y*—  I  =o.  Le  nombre  a'^'  —  i  est  dii^isible par  p, 
p  étant  un  nombre  premier ^  et^un  nombre  moindre 
que  p. 

^S.JLiES  théorèmes  que  noos  allons  démontrer,  étant  né- 
cressaires  et  même  indispensables  pour  Tintelligence  des  cha- 
pitres sni?ans ,  nous  avons  cru  devoir  plutôt  en  faire  la  matière 
d*un  chapitre  y  que  de  les  donner  à  mesure  que  lé  besoin  l'exi- 
gera, pour  ne  pas  embarrasser  ou  arrêter  l'exposition  da  la 
diéorîe  principale. 

47*  Nous  observerons  d'abord  que  les  équations  binômes 
y"— 1=0,    j".f.i=o, 
auxquelles  on  peut  rappeler  celles-ci  ^ 

oc^ — a"*  =  o,    a:"-f-a"'  =  o,' 

ne  comportent  pas  de  racines  égales  ^   puisque  le  binomé 
x*±:  1  ne  peut  avoir  de  facteur  en  a:,  commun  avec  la  dérivée 
mx— '  (r*8ect.,  chap.  XXVn). 
Soit  tt  une  des  racines  de  l'équation 

jf« — i  =0, 

et  snppospns  que  m  soit  un  nombre  premier  :  toutes  les  puis- 
sances de  ee  jusqu'à  *"•,  auront  des  valeurs  différentes ,  à  moins 
que  l'on  n'ait  cc=?i  ;  car  ai  daux  puissances  «t",  *•'  étaient 
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égalw,  netf  étant  <^m,  on  aurait 

*'»=*'',    d'où    ct«"^=i; 

or^  aucune  puissance  de  et ,  moindre  que  m,  ne  peut  être  l'unité, 
lorsque  a  n'est  pas  l'unité.  En  effet ,  puisque 

fit"»— 1=0, 

si  l'on  avait  en  même  temps 

«tP— 1=0, 

p  étant  <^m>  nécessairement  ces  deux  équations  auraient  une 
racine  commune ,  et  en  cherchant  par  les  règles  oifdinaires , 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a"*  —  1  et  ctP  —  i  ,  on 
trouverait  et  —  1  pour  résultat ,  parce  que  m  est  Un  nombre  pre- 
mier :  de  sorte  que  la  racine  commune  aux  deux  équations , 
ne  pourrait  être  que  Tunité^  conclusion  qui  ramènerait  à 
«=;  1  ,  contre  l'hypothèse  faite  sur  et. 

Il  résulte  de  là^  l^  que  les  puissances  et,  et*,  a? et"* 

représentent  toutes  les  racines  de  l'équation 

^«—13=0, 

en  prenant  pour  et  une  quelconque  des  racines  de  cette  équa-* 
tion,  autre  que  l'unité  ;  car  puisque  «"*=i ,  on  aura  aussi 

ct*'"=i,      et5'»:r=i,     etc., 

de  sorte  que  les  puissances  et,  et*,  et^ et"  seront  aussi  des 

racines  de  la  même  équation ,  et  comme  elle»  sont  en  nombre 
m,  et  toutes  diff'érentes  entr'elles,  elles  seront  nécessairement 
toutes  les  racines  de  l'équation 

^«—1=0. 

n  résulte  encore  de  là ,  a**,  que  s\,  dans  la  série  des  puissances 

et,  et* et"*"* ,  on  substitue  pour  et  une  quelconque  de  ces 

puissances,  comme  et**,  n  étant  <  m ,  la  nouvelle  série 
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•o  rabaissant  toutes  les  puissances  au-dessous  de  «",  à  cause 
de  «*  =  1  y  contiendra  encore  les  mêmes  puissances  ^  maiii 
dans  un  ordre  différent  ;  car  il  est  visible  que  tous  les  expo- 
sans  n,  sn i  Su ,  etc.  sont  differens ,  et  que  les  restes  de  la 
division  par  m  le  sont  aussi,  parce  que  m  est  un  nombre 
premier;  de  sorte  que  ces  restes  étant  au  nombre  de  m,  et 
tous  différens  entr'eux ,  ne  peuvent  être  que  les  nombres  i ,  a , 
3. .  •  .m.  Soient  zn  =  7  et  n  =3  :  on  a  la  série  des  racines 

et 


■> 

-•, 

»'. 

*s 

-*, 

«8 

''. 

-^ 

* 

«"/ 

•". 

«' 

et  en  rababsant  les  puissances  au-dessous  de  «^,  ce  qui 
revient  à  diviser  par  7  chacun  des  exposans  de  la  ligne  in- 
férieure ,  on  trouve 

«^,     u^,     «%     tt\     tk\     «^,     a^. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  m  est  un  nombre  com- 
posé :  si  n  est  un  diviseur  de  m,  toutes  les  racines  de  Téqua- 
tion, ^ —  1  =  0,  seront  Communes  à  l'équation  y^ —  1  =  0; 
parce  qu  en  supposant  que  r  soit  racine  de  Téquation 


on  aura  r"  =  1  ,  et  par  conséquent  aussi  r"  =  1  ;  d*où  il 
s'ensuit  que  r  sera  aussi  racine  de  l'équation 

y^  —  1  =0. 

Remplaçant  donc  r  par  «,    on  aura  <«"*r=:  1  ,  et  si  m  =  n/>  , 
il  est  visible  que ,  dans  la,  série  des  puissances 

«•,    «*«,     «'",     etc.,       ou      *"^     «"'',     *^"^     «^"'',     etc. , 

qui  devient ,  à  cause  de  1  =  «",  =  «•",  =  «'*,  etc.  ^ 

mF,        u^'P,        u^P  y        a^P,        etc., 

chacune  des  racines  a^  u^^  a^ se  trouvera  répétée  p  fois  i 
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et  conséqnemment  ces  puissances  ne  pourront  plus  représen- 
ter les  racines  de  Téquation  y^ —  1  =  0,  puisque  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  de  racines  égales  (47)- 

Soit  m=:pq ,  p  et  q  étant  deux  nombres  premiers  >  et  soit 
C  une  des  racines  de  Téquation 

y  —  1  =0, 

et  y  une  des  racines  de  Téquation 

y  —  1=0: 
il  est  clair  que  C  et  >  seront  aussi  racines  de  Téquation 

y«_  1  —  o, 
parce  que  0^  et  y^  étant  1  ^  on  aura  aussi 
QP^  =2  i,       y^^  =  1. 

Mais  y  d'après  ce  qui  vient  d*être  observé  ^  toutes  les  racines 
de  l'équation 

^"»  —  1  =r  o 

ne  pourront  pas  être  représentées  par  les  puissances  succès* 
sives  de  ces  racines  C  et  y. 

On  voit  aussi  que  le  produit  Çy  sera  racine  de  la  même 
équation 

mais  aucune   puissance  de  cette   racine,  dont   l'exposant  v 

serait  inférieur  k  m ,  ne  pourra  être  égale  à  l'unité ,  à  moins 

que  C  ou  y  ne  soit  ==  1 .  En  effet ,  il  faudrait  que  m  fût  un 

multiple  de  v ,  et  qu'ainsi  on  eût  f  =p  ,  ou  =  9;  d'où  l'on 

conclurait 

(Cy)P=  1       ou      (Cyy  =  1  : 

dans  le  premier  cas ,  on  aurait  y**  =  1 ,  à  cause  de  C*^  =  i  ^ 
et  conséqnemment , 

y'  —  1  =  o, 
et  comme  on  a  déjà 

y»  —  1  =  o , 
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et  que  d'ailleurs  p  et  q  sont  des  nombres  premiers  cntr'eux  , 
i  1  en  résulterait ,  comme  plus  haut , 

y  —  1  =  o. 

Dans  le  second  cas ,  on  aurait 

C  —  1  =  o. 

Ainsi ,  puisqu'aucune  puissance  de  Cy ,  inférieure  km,  ne  peut 

être  Vunité  ,  à  moins  que  €  ou  que  y  ne  soit  =  1  ^  et  que 

d'ailleurs ,  ' 

(Cyr=i, 

nécessairement ,   d'après    ce  qui  précède  >  la  racine   Cy   de 

Véqualion 

^"•—1=0, 

lorsque  m=pq  ,  jouit  de  la  même  propriété  que  la  racine  m, 
lorsque  m  est  un  nombre  premier  ,•  savoir ,  que  toutes  les 
racines  de  cette  équation  ,  peuvent  être  représentées  par  les 
puissances  successives  de  ^,  depuis  l'unité  jusqu'à  m. 

G>mme  les  valeurs  de  C  sont  au  nombre  de  p  ^  et  celles  de  y 
au  nombre  de  ^ ,  les  valeurs  de  Cy  seront  au' nombre  de  p9= m; 
et  il  est  facile  de  prouver  que  ces  valeurs  seront  toutes  diffé- 
rentes entr'elles  ,  parce  que  les  premières  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  l'une  des  racines  C,  depuis  l'unité  jusqu'à  p,  et  que 
toutes  les  secondes  sont  celles  des  racines  y  ,  depuis  l'unité 
jo^Mp'à  q,  en  observant  que  les  nombres  p  et  q  sont  premiers  , 
proposition  démontrée  plus  haut.  D'où  il  suit  que  toutes  les 
racines  de  l'équation 

^'«—1=0, 

m  étant  =  pq ,  peuvent  être  représentées  par  les  produits  Cy 
des  racines  des  équations 

y  —  1  =  o,      y  —  1  =  o, 

p  et  q  étant  des  nombres  premiers. 

On  prouvera  de  même  que  si  m  =  pqr ,  p ,  q ,  r  étant 
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des  nombres  premiers ,   et  si  C  ,<  y  ^  ^  sont   respectivement 
des  racines  quelconques  des  trois  équations 

y  —  1=0,       y  —  1=0,       y—  1=0, 

le  produit  Oyi",  en  donnant  successivement  à  S,  y,  ^  toutes 
leurs  valeurs  4  pourra  représenter  toutes  les  racines  de  l'équation 

y—  i  =  o, 

et  que  celles  de  ces  racines  qui  seront  exprimées  par  Cy^ ,  - 
aucune  de   ces   racines  ff,  y,  ^  n'étant  l'unité,  auront  le» 
mêmes  propriétés  que  les  racines  de  l'équation 

y—  1  ==:  o, 

m  étant  un  nombre  premier. 
Et  ainsi  de  suite. 

Mais  si  l'on  avait  mrs^p^,  p  étant  un  nombre  premier  , 
en  prenant  €  pour  une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

y  —  1  =:  o, 

il  est  clair  que  6  serait  aussi  racine  de  Téquation 

y  —  1  :=  o      ou      yp  —  I  c=  0  , 

et  que  yï  le  serait  aussi ,  puisqu*à  cause  de  &  =  1 ,  on  a 

On  prendrait  donc ,  dans  ce  cas  >  pour  y ,  une  quelconque 

^- 
des  valeurs  de   yC  y  et  l'on  aurait  également  Gy  pour  l'ex*- 

pression.  de  toutes  les  racines  de  y*  <—  1  :=  o  ^  parce  que 

ces  racines  Gy  sont  au  nombre  de  pp,  et  tontes  différentes 

entr'elles. 

De  même ,  si  m  =  p^,  en  conservant  les  valeurs  de  C  et  y, 
on  ferait  de  plus  ^  :^  j/C,  enaorte  que  C,  y  =  ^/C,  ^ï=  \/^ , 
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feraient  des  racines  de 

y»  —  1  =z=  o  ;      ou  de      y^  —1=0, 

«n  observant  que  C^  =  1 .  On  aurait  donc  Cyt"  pour  l'expression 
de  toutes  les  racines  de  j^"»—  1  =  o ,  en  donnant  successi** 
yement  à  C^  y  >  ^  toutes  leurs  valeurs  (*),et  ainsi  de  suite. 
Donc,  en  général >  si 

m  =  j/'q'r^ 

et  que  Q^  y  y  i". . . .   soient  respectivement  des  racines  quel- 
conques des  équations 

y—  1=0,      y—  1=0,      y—  1=0,    etc., 

p ,  q ,  r ,  etc.  étant  des  nombres  premiers  :  si  Ton  fait  de 
plus, 

C=y^C,    r  =  V^?,  etc.  ;      y'=  \/y,    y'=  y'y^  etc.  ; 

^'=V/?,     J^'=/3^',  etc., 
on  aura 

ecc....x  yyV....X  ^J^'J^^... 

(*)  Ponr  réqnation  jr«  —  1=20,011  a^  =  a;  ensorte  qac  les  valeon  de 

C  sont  -f-  1  et  —  1 5  cdlcs  de  ^  =  ^  C,  sont  ^  i  cl  ^  —  i  j  enfin  celles  de 

4  4  4 

/^  V^Csont  ^i  et  V'—  I  :  ainsi  les  racines  C>  ^sont 

4 

iv'i.  V^l 

4 
4 

4 

4 

1%/— l.V^ï 
4 

4 

4 

ilont  dncrnie  tatîifait  à  la  proposée ,  et  dont  le  produit  en  est  le  tersit 
iMil  goudO'*  I.  .  ^ 
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pour  Texpressioti  générale  des  racines  de  l'équation 


y«_  1 


o 


en  donnant  successivement  k  C,  ^,  étc.\  . . .  V>  v,  etc 

J^,  i^f  etc.  ,  toutes  les  valeurs  dont  ces  quantités  sont  suscep- 
tibles chacune  en  particulier. 

On  voit  par  là  que ,  pour  avoir  les  racines  de  Téquatioii 

à  deux  termes 

y^  —  1=0, 

lorsque  m  n'est  pas  un  nombre  premier  ,  il  suffit  de  résoudre 
des  équations  semblables  de  degrés  dont  les  exposana  soient 
les  facteurs  nombres  premiers  du  nombre  m. 
Enfin  nous  remarquerons  que  comme  l'équation 

y^—   1    =  o 

manque  de  tous    les    termes   intermédiaires  ,   si  on  nomme 
1,  n,  ff,  y,  etc.  aea  racines  ,  on  aura  (  i*'*  sect.) 

t4.«^.C-^-y+l^+  etc.  =  o , 
1  ^.  ^«  4.  C*  +  y^  +  ^  +  etc.  =  o  , 
i+^3^C3  +  y3  +  ^  +  etc.  =  o, 


i  +  «»«->+  C"-»4-  r"""  +  ^'"■"'  +  etc.  =  o; 
ensuite  ,  à  cause   de  «"»  =  1  ,   ff"»  =  1  ,  y"»  =  1  ,  etc.  ,  on 

aura 

1  -|.  ii«    +  C*"    +  y"*     +  ete-  =  ^p 

1  +  ««-^•»+  C*"-*-»  +  y"-*"»  +  etc.  =  o  , 

1    -f.  tt^i-^^   C™+a+   ynir^»^   etc.   =  o, 

etc. 
et  ainsi  de  suite. 

48.  Euler  le  premier ,  et  après  lui  tous  ceux  qui  se  sont 
occupés  de  la  théorie  des  nombres ,  ont  démontré  ce  fameux 
théorème  de  Fermai  ;  Si  p  est  un  nombre  premier ,  et  sl  un 
nombre  moindre  quen^ ,  le  nombre  a^""* —  i  sera  nécessai^ 
rement  divisible  par  p  ,  de  sorte  que  le  reste  de  la  division 
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^  ^^^^  por  p  ,  sera  l'unité.  C'est  cette  démonstration  que 
nous  allons  rapporter  avec  tous  les  détails  qu'exige  «on  im- 
portance. 

Dans  la  suite  des  puissances 

ï>      a,      a*,      a',      etc., 

il  existe ,  outre  le  premier  terme  ,  un  terme  a*  qm,  divisé  par 
un  nombre  p  premier  avec  la  base  a,  laisse  T  unité  pour  reste , 
t  étant  <  p. 

Ainsi ,  E  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  il  «agît 
de  démontrer  que 

af  =  Ep  +  i. 
Soit 

a«  =  E^  +  «  : 

en  donnant  à  m  un  nombre  de  valeurs ,  égal  à  p ,  à  partir 
de  m=i,  on  doit  rencontrer,  au  moins  deux  fois,  une 
même  valeur  de  «.  En  effet,  le  nombre  des  divisions  étant  p, 
à  partir  de  m  =  i  ,  et  celui  des  restes  ne  pouvant  excéder 
P  —  ^  >  il  faut  que  l'un  des  restes  se  reproduise  au  moins 
deux  fois,  en  observant  quon  ne  peut  rencontrer  le  rest© 
zéro  :  si  l'on  désigne  par  m'  et  E'  les  valeurs  de  m  et  de  E, 
pour  lesquelles  on  a  le  retour  du  même  reste ,  on  posera 

a-  =  Ep  +  «, 

a«'=E>+i.; 
Qoû  l'on  déduit 

a'»'— a»  =  (E'— E)p  =  (a'»'-«— i)a«; 

mais  a  n'étant  pas  divisible  par  p ,  a«  ne  le  sera  pas  (['•  sect.  ^ 
chp.  Vni)  ;  et  puisque  (  E'—  E)  p  est  divisible  par  p  ,  *il 
faut  donc  que  a"»'-«_  i  le  soit.  Donc  a"'-«— i  est  de  la 
forme  E^,  et  a'^—  de  la  forme  ^4- 1 ,  m'_  métant<p  , 
puisque  m'  et  m  tombent  entre  o  et  p.  Par  exemple ,  dani 
ia  procession 

a*,     a',    a»,    a',    2*,    a»  ^  ^^^  ^ 
le  nombre  a<=  16  divisé  par  5,  laisse  pour  reste  l'unité^ 
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En  partant  de  Tégalité 

a'  T=^Fp  +  1  , 
9i  multipliant  par  les  puissances  successives  de  a ,  on  a 
c*+»  =  ûEp  +  a, 
^,+a  _  ^^Ep  +  a*  , 
ai+3  _  aPEp  +  a3 , 
a»^  =  a*Ep  +  a^ 
etc. 
Ainsi  les  restes  des  divisions  de  a',  â'-^\  etc.  parp,  sont  le« 
mêmes  que  ceux  des  divisions  de  a**,  a\  a*. . .  .a*"'  par  p. 

Donc  tous  les  restes  que  peuvent  fournir  les  termes  de  la 
•uite  a',  a»"^'....  sont  compris  dans  l'intervalle 

a**,     a»,     a».  ...  a*-", 
en   observant   toujours  que  t  est  l'exposant  pour  lequel  le 
reste  =  i. 

De  ce  que  a*  =  i^  +  i , 

il  suit  qu'on  a 

H»"  =  (I^  +  i  r  =  E-p»*  +  iiE»-»p«-»+ .+  ^Ep+  i 

=p  [E"p— «+'jiE»-'p'»-»4.. . .+ nE]  +  1 , 

•xpression  de  même  forme  que  celle  qui  représente  a'. 

Qu'on  ait  à  chercher ,  par  exemple  >  le  reste  de  3*  **•**  divisé  par 
i3  :  il  faut  d'abord  découvrir  la  puissance  de  3  pour  laquelle  on 
a  le  reste  i  ,  ce  qui  fera  connaître  3'.  Cette  pubsance  est  3* 
ou  27  qui,  divisé  par  i3,  donne  en  effet  1  de  reste.  Ainai 
tous  les  restes  sont  1 ,  3  et  9 ,  les  mêmes  que  ceux  de 

3%    3S    3S 
par  i3*  I>onc  de  trois  en  trois  ,  on  a  pour  reste  l'unité;  maia 
le  plus  grand  multiple  de  3 ,  contenu  dans  1000 ,  est  333  X  5  , 
de  sorte  que  3»"^S  divisé  par   i3  ,  laisse   1    de  reite,  «t 
g,«««  -g  5111XÏ+»  occupe,  dans  la  période 

5111.  j       3111.1+t  ^    3111.1+»  ^ 
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le  même  rang  que*3*  dans  la  sienne  :  donc  les  restes  de  3* 
et  de  3"'**  par  i3  ,  sont  les  mêmes,  c'est-à-dire,  que  ce 
reste  =3. 

Ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p  soit  un  nombre 
premier  par  rapport  à  a  ;  mais  le  théorème  suivant  ne  s'ap- 
plique qu'aux  nombres  premiers  ,  pris  individuellement. 

Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a  i  et  sf  1m 
terme  du  plus  petit  exposant  pour  lequel  on  ait 

a»  =  Ep  +  i , 

Feocposant  t  5er<j  ou  p  —  i  ,  ou  un  diviseur  de  p  —  i . 

D'abord  puisque  a  et  p  sont,  comme  dans  le  théorème 
précédent,  des  nombres  premiers  entr'eux,  le  nombre  t  ne  peut 
surpasser  p — i.  Il  reste  donc  à  démontrer  qu'il  doit  être  ou 
p  —  1 ,  ou  un  diviseur  exact  de  p—  i . 

Soient  i ,  a,  m",  etc.  les  restes  des  divisions  des  termes 


par  p  :  ces  restes  ne  pourront  généralement  comprendre  tous 
les  nombres 

i>     2,     3 P  —  li 

puisqu'ils  ne  peuvent  être  qu'en  nombre  I.   Qu'on  divise  1% 
suite  des  puissances 

3',    3»,    33,    3* 
par  5 ,  on  aura  les  restes 

'3  ,    4  ,    a  ,     1. 

Ici  t-=:  4  >  P^^^ , .ensorte  que  t:=p'^  i ,  et  les  nombres  i  , 
«',  m'y  etc.  soat  les  mêmes  que  i  ,  a,  3. .  .p—  i  ;  mais  c'est 
une  circonstance  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 

Tous  ces  restes  i ,  m,  «',  etc.  sont  différens  entr'eux  ;  car 
s'il  en  existait  deux  qui  fussent  les  mêmes ,  pour  deux  termes 
fi"   a%  antérieurs  à  a',  on  aurait 

a"  =  E/7  +  tt\ 
«t*  zzztfp^  ^, 


Digitized  by 


Google 


iG4  ANALYSE 

donc 

a""  —  a"^  :=:  a"^  (^  a»-"—  i)  =  (E'  — E) p 

serait  divisible  par  p  ;  ou  bien  encore  ,  comme  a"*  n'est  pas 
divisible  par  p  ^  on  aurait 

û«-ni_  1  =  E>,      d'où      a»-«  =  E>  4-  1. 

donc ,  dans  l'intervalle  de  i  à  a',  il  y  aurait  le  terme  a""" 
qui  laisserait  l'unité  pour  reste ,  ce  qui  est  contre  la  suppoti* 
tion  exprimée  dans  Ténoncé. 

Soit  €  un  des  nombres  de  la  série 

1  >    a  ,    3 P  —  i# 

mon  compris  dans  la  série 


si  on  multiplie  chaque  terme  de  celle-ci  par  C ,  on  formera 
la  série 

C  ,    /ff  ,    oTS  ,    «•:  ,     etc. , 

dont  la  division  parp  conduira  à  une  nouvelle  série  de  restes, 
que  je  représenterai  par 

e,    C,    C,    c,    etc., 

i*.  tous  dilTérens  entr'eux ,   a®,  tous  autres  que  les  restes 

«  ,    tt  ,    a" ,    etc.      . 

Pour  démontrer  la  première  proposition  ,  multiplions  par  C , 
les  deux  égalités 

a"»  =  E^  +  *' ,      û«^  =  E>  +  m% 

correspondantes  à  deux  termes  de  la  période 

1  ,     ûS     û*-  •  •  •  •  •  û'> 

•t  nous  aurons 

ffa«=  :Ep  +  S»\      Ca«'  =  CE>  +  ûi': 
si  les  nombres  Cu,  Cm",  divisés  par  p ,  pouvaient  laiiitr  un 
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Même  reste  C,  il  Tiendrait 

CW'  =  lîp  +  r, 

d'où 

Ca"  =  ff^  +  6p  +  r, 

et  conséquemment , 

C(c"^— a"»)  =p[C(E'  — E)  +  e'—  c]. 

Or  C  étant  <  ;? ,  il  faudrait  que  a^' — a"  fût  divisible  par  p, 
ce  qui  est  impossible  dans  Tintervalle  de  i  à  a*,  ainsi  quou 
Ta  vu  précédemment. 

Passons  à  la  seconde  proposition  ^  et  supposons  que  Tua 
des  restes 

C,     r,     r,     etc., 

f  oit  Je  même  que  Tun  de  ceux-ci 

tt  ,    tt  f    tt" ,    etc.  : 

on  a ,  dans  cette  hypothèse , 

fe»'  =  Œ>  +  ^"  =z  (CE'  +  e')  p  +  •'; 

mais  d'ailleurs  il  existe  une  puissance  a^  pour  laquelle  on  a 

a"»  =  E^  +  «'  ; 

retranchant  la  première  formule  delà  seconde,  il  vient 

a"  — fa'»'?=  p  [E  —  CE'  —  e'], 

c  est-à-dire  , 

^»'(fl«-mf_C)  =p  [E  —  CE'  —  e']; 


mais ,  en  supposant  d*abord  m'  <  m  ^^le  nombre  a*""*'  est  Tum 
de  ceux  de  la  série  i ,  a,  a*. . .  ,a*"*-,  ce  nombre  divisé  par  «, 

donne  l'un  des  Testes  i ,  « ,  «" ,  différens  de  C  ;  ce  reste 

moins  C ,  est  un  nombre  plus  petit  que  p ,  et  conséquemment , 
non  divisible  par  p  :  d'ailleurs  a*"'  est  premier  avecp;  donc 
(P*  sect. ,  cbap.  \1II)  le  premier  membre  ne  peut  être  ni  p^ 
mi  on  multiple  de  p. 
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Si  Ton  avait  m'^m  ^  on  considérerait  alors  le  terme  a*^* 
qui  divisé  par  p  ,  donne  le  même  reste  que  a",  et  on  aurait 

flH-m  _   ff^m/   =   n    (  E   —   Ce'   —   e')  , 

d*où 

^m/  (û'^m-m'_C)   =  p   (E  —  Œ^  —  c' )  I 

or,  dans  l'hypothèse  actuelle, 

t  +  m  —  m'  <t  ^ 

donc  encore ,  la  différence  entre  le  reste  de  a*"*^""*'  divisé 
par  p  et  C ,  est  moindre  que  p  ,  et  Timpossibilité  est  la  mêm* 
que  dans  le  cas  précédent. 

La  série  C,  ff',  C. . . .  n'ayant  aucun  terme  commun  avec 
« ,  ti y  «'....,  et  les  termes  de  la  première  série ,  étant  en 
même  nombre  que  ceux  de  la  seconde  ,  nécessairement  ces 
deux  séries  contiendront  ensemble  un  nombre  de  termes 
égaux  à  2^ 

Si  parmi  ces  2^  nombres ,  ne  se  rencontrent  pas  tous  ceux  de 

la  série  1  ,  a ,  3 p  —  1 ,  on  multipliera  les  termes  de  la 

série  1  ,  «',  tt" par  y  qui  ,  faisant  partie  des  nombres 

1 ,  2 ,  3. . .  p — 1 ,  ne  se  trouve  pas  parmi  ceux-ci  1,  « ,  «"•. . .  .^ 
et  on  aura  un  nombre  t  de  résultats 

y  ,    « y  >    »y 

qui ,  divisés  par  p  ,  donnent  i  restes  , 

y.    y,    y'....^ 
1®.  tous  différens  entr'eux  -,  2°.  tous  autres  que 

3°.  tous  autres  que 

ff.  c.  C" 

Les  deux  premières  propositions  se  prouvent  comme  précé^ 
demment.  Pour  démontrer  la.  troisième  ,  nous  partirons  des 
équations  déjà  employées  ci-dessus ,  savoir  : 

a"*  =  E^  -f-  « , 

a"'=Ep  +  «"; 
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d'où  l'on  tîrt/ 

fa"  =  Œp  +  CW', 

mais  on  a  posé  plus  haut> 

ft,'  =  cp  +  C, 

et  nous  supposons  ici  que  y*;"  divisé  par  p ,  puisse  donner 
l'un  des  restes  C,  C",  C",  etc. ,  et,  par  exemple,  lé  reste  C, 
ce  qui  n'altère  pas  la  généralité  de  la  conclusion.  On  aurait 
donc  les  deux  équations 

fa«  =p  (CE  -f  c)  +  r, 

ya-rrrp  (yE'+eO  4-C'-» 

il  en  résulterait,  dans  le  x:as  de  mf  <^m  , 

fa-— ya"'  =p  [(CE+e)  —  (yE'  +  *?,)]i 
ou 

fl-'[fa"-"'— y]  =p  C(Œ  +  c)  —  (yE'  +  e,)]; 

par  conséquent,  fa"*""*' — .y  serait  divisible  par  p  ,  et  comm» 
a"r"^  est  l'un  des  nombres  de  la  série 

1  ,     fit  ,     a^ oT'p 

qui  divisé  par  p ,  donne  l'un  des  restes 

ç^m^-mf  donnera  l'un  des  restes 

c,    ff,    çr ; 

maïs  ce  reste  moins  y,  est  un  nombre  plus  petit  que  p,  et 
qui ,  conséquemment ,  ne  peut  être  divisible  par  p.  Donc,  etc. 
Lorsque  m'  est  >  m ,  on  considère  le  terme  a*^**  qui  donnt 
le  même  reste  que  a"*,  et  on  a 

a^  (fa**-"»-^— y)  =  p  [(«£+  e)  —  (yE  +  c^]  > 

impossible  par  les  mêmes  raisons. 
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En  joignant  les  t  termes  compris  dans  la  série 

y  >    y  >    y > 

à  ceux  des  séries  précédentes  ,  on  a ,  en  totalité,  Zt  nombre* 
distincts ,  entiers  ,  tous  moindres  que  p. 
Si  les  nombres 

1  ,     a  >    3 P— 1  , 

ne  sont  pas  tous  compris  dans  ces  5t  termes ,  en  prenant  un 
de  ceux  qui  manquent ,  on  formera  une  nouvelle  série  en- 
tièrement distincte  des  trois  précédentes ,  contenant  t  termes  ; 
et  en  continuant  comme  on  en  a  la  faculté  ^  il  faudra  bien 
qu  on  épuise ,  par  un  multiple  de  t ,  ceux  de  la  série 

I  >     2  ,     3 P  —  1  > 

dont  le  nombre  est  limité.  Donc  t  sera  un  diviseiurdep —  i. 

La  quantité  (—- —  étant  un  nombre  entier ,  8\  on  élève  les 
deux  membres  de  Tégalité 

a'  =  Ep  +  i  , 

a  la  puissance  ^— - — ,  on  aura 

a     *      =  ai^'=:  (Ip+  i)  '  ; 

tous  les  termes  de  cette  puissance  étant  multiples  de  p  ,  a 
l'exception  du  dernier  qui  est  i ,  seront  divisibles  par  p.  On 
aura  donc 

a'^'  =  E'p  +  1  ,       d'où      aP-'—  i  =  E'p  : 

donc  le  nombre  a^"* —  i  est  divisible  par  p ,  lorsque  a  n« 
fest  pas. 

/^Q,  On  nomme  racines  primitives ,  les  nombres  a  dont  aucune 
•  puissance  moindre  que  a''""*,  ne  donne  le  reste  i  par  la  division 
par  p,  et  ces  racines  jouissent  de  cette  propriété  que  tous  loi 
termes  de  la  progression 

a  ,    aS    a' aP'' 
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{tant  divisés  par  p»  donnent  des  restes  dîflFérens,  et  donnent, 
par  conséquent ,  tous  les  nombres  moindres  que  p  pour  restes , 
puisque  ces  restes  sont  au  nombre  de  p  —  1  ;  car  si  deux 
puissances  a"*,  a!"'  donnaient  le  même  reste  ,metTn  étant  <  p 
et  m'  <  m,  leur  différence 

serait  nécessairement  divisible  par  p  ;  mab  a  n* étant  pas  diyi-« 
sible  ,  et  p  étant  premier  ,  il  faudrait  que  a"*""*'  —  1.  fut 
divisible  par  p  ;  donc  il  Jr  aurait  une  puissance  a"*"""*'  moindre 
que  aF"^  qui ,  divisée  par  p ,  donnerait  l'unité  pour  reste  ;  par 
conséquent,  a  ne  serait  pas  racine  primitive  contre  l'hypothèse. 

On  na  pas  ,  jusqu'à  présent,  de  méthode  directe  pour 
trouver  les  racines  primitives  pour  chaque  nombre  premier  ; . 
mais  on  peut  toujours  les  trouver  facilement  par  le  tâtonne- 
ment. Eiiler  en  a  donné  dans  les  Commentaires  âe  Pétersbourg , 
tome  Xyni ,  une  table  pour  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à 
37 ,  que  nous  placerons  ici. 


p 

a 

3 

1, 

5 

3, 

3, 

7 

3, 

5, 

11 
i3 

2, 
2, 

6, 
6, 

7. 
7, 

8, 

>7 

3, 

5, 

6. 

7, 

II, 

13, 

«4, 

»9 

2, 

3, 

ÏO, 

i3. 

14, 

i5. 

23 

5, 

7, 

10, 

ïi. 

i3. 

•4, 

i5. 

17,  ao,  ai. 

as 

3, 

3, 

8, 

10, 

II, 

'4, 

•5, 

18,   19,  ai,  a6,  37» 

5i 

3, 

11, 

la. 

i3, 

»7» 

ai. 

aa, 

24, 

37 

2, 

5, 

i3. 

i5. 

'7» 

18, 

ï9> 

ao,  aa,  a4,  33,  35, 

OÙ  l'on  remarque  que  le  nombre  de  ces  racines  primitives  ^ 
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pou]^  un  nombre  premier  p  donné ,  tst  toujours  égal  à  celu! 
des  nombres  moindres  que  p ,  et  premiers  à  p  —  i .  On  peut 
voir,  sur  ce  sujet,  la  section  troisième  des  Disquisitiones 
Ariihmeticœ  de  M.  Gauss ,  ouvrage  excellent  publié  en  1801 , 
et  qui  a  été  traduit  en  français  par  M.  Pouletr-Delisîe ,  so«s  1« 
titre  de  Recherches  arithmétiques, 

Ainsr  pour  p  =  19  ,  nombre  pour  lequel  la  plus  petite 
racine  primitive  est  â ,  on  a  ces  puissances  de  a ,  et  ces  restes 
de  la  division  par  19 , 


puissances 

a% 

a'. 

fl% 

a». 

aS 

a». 

aS 

a'. 

a'. 

restes 

», 

a. 

4. 

8, 

iG, 

»3, 

7. 

>4, 

9. 

puissances 

a». 

2", 

2», 

a'S 

a", 

a'«. 

a»*. 

a". 

a". 

restes 

>8, 

»7. 

i5. 

»»  , 

3, 

6. 

la. 

5, 

10. 

On  trouve  ,  en  efiet ,  parmi  les  restes  ,  la  suite  des  nombres 
naturels,  depuis  i  jusquà  i8=p— 1,  sana  rencontrer  le 
reste  1 ,  si  ce  n'est  pour  o?.  \  le  premier  reste  1  est  donné 
par  la  division  de  a*^  paV  19. 

Au  reste ,  il  nous  suiEra  de  connaître  une  seule  des  racines 
pirimitives  pour  un  nombre  premier  donné ,  et  il  sera  toujours 
plus  avantageux,  pour  le  calcul,  d*en  connaître  la  plus  petite j 
comme  on  le  verra  dans  le  treizième  chapitre. 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  171 


CHAPITRE  X. 

Résolution  générale  des  équations. 

So.XriE  fout  de  la  résolution  générale  des  équations,  est  de 
trouver  pour  toutes  les  équations  dnm  même  degré ,  les  fonc- 
tions des  coefUciens  de  ces  équations ,  propres  à  en  représenter 
tontes  les  racines  :  ce  problème  a  été  résolu  par  les  premiers 
algébristes  sur  les  équations  des  second ,  troisième  et  quatrième 
degrés  ;  ils  parvinrent  à  transformer  Téquation  à  résoudre  en 
une  autre  susceptible  d'être  résolue  à  la  manière  d*une  équa- 
tion d'un  degré  moindre,  et  à  déterminer,  au  moyen  des  racines 
de  cette  nouvelle  équation  qu  on  a  nommée  réduite  ,  toutes 
celles  de  la  proposée.  Mais ,  dès  le  troisième  degré,  ces  fonctions 
racines  se  présentent  sous  une  forme  telle,  qu'il  est  impossible 
d'en  tirer  les  valeurs  numériques  des  racines  par  la  simple 
substitution  de  celle  des  coefllciens  ,  dans  le  cas  même  où  toute* 
les  racines  sont  essentiellement  réelles  :  c'est  cette  difficulté  que 
les  analystes  désignent  par  le  nom  de  cas  irréductible;  elle  aurait 
lieu ,  à  plus  forte  raison ,  dans  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs ,  s'il  était  possible  de  les  résoudre  par  des  formules 
générales.  Heureusement ,  ajoute  M.  Lagrange ,  on  a  trouvé 
moyen  de  la  vaincre  dans  les  troisième  et  quatrième  degrés , 
par  la  considération  de  la  trisection  des  angles  et  par  le  secours 
des  tables  trigonométriques  ,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  l'un  des 
chapitres  suivans;  mais  ce  moyen  qui  dépend  de  la  division 
des  angles  ,  n'est  applicable  ^^  dans  les  degrés  plus  élevés ,  qu'à 
une  classe  très-limitée  d'équations  ;  et  on  peut  assurer  d'avance, 
que  quand  même  on  parviendrait  à  résoudre  généralement  !• 
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tsinquième  degré  et  les  suîvans ,  on  n'aurait  par  là  que  des 
formules  algébriques  ,  précieuses  en  elles-mêmes ,  mais  très- 
peu  utiles  pour  la  résolution  effective  et  numérique  des  équa- 
tions des  mêmes  degrés ,  et  qui ,  par  conséquent ,  ne  dispense- 
raient pas  d'avoir  recours  aux  méthodes  arithmétiques  exposées 
dans  la  première  section.  La  résolution  générale  se  réduit  donc 
à  la  recherche  d'une  fonction  des  racines ,  qui  dépende  d'une 
équation  d'un  degré  moindre^  et  dont  les  racines  donnent 
facilement  celles  de  la  proposée. 

5i.  Soit  d'abord  l'équation  du  second  degré 

a:*  +  px  +  9  =  o , 

•t  nommons  ocf  et  x"  ses  deux  racines  ;  on  a  d*abord 

af  +  x"  =  —  p (i)  : 

îl  ne  s'agit  donc  plus  que  d'avoir  la  valeur  d'une  autre  fonction 
des  racines ,  qui ,  combinée  avec  la  précédente ,  détermine  cha- 
cune d'elles  au  moyen  d'équations  du  premier  degré  seulement  :. 
cette  fonction  sera  donc  de  la  forme 

Aa/  +  Bx', 

A  et  B  étant  des  coefHciens  indépendans  des  racines  sf  et  x",  La 
fonction  Aj^-f-  Br*'  est  susceptible  de  deux  combinaisons  dont 
la  seconde  s'obtient  en  changeant  dans  la  première  x'  en  x"y 
et  réciproquement  *,  elle  dépend  donc  d'une  équation  du  second 
degré  ,  excepté  le  cas  où 

A  =  B  ; 

mais  alors  on  retombe  sur  la  somme  des  racines  ,  qm'  est  déjà 
connue.  Puisqu'on  est  conduit  pour  la  détermination  de  la  fonc- 
tion Xxf  +  Bjc"  à  une  équation  du  second  degré ,  il  faut  que 
cette  équation  puisse  se  résoudre  par  une  simple  extraction  de 
la  racine  carrée  ;  mais  alors  les  deux  racines  deviennent  égales 
et  de  signes  contraires  :  il  faut  donc  déterminer  les  coefHciens 
A  et  B  de  manière  que  la  fonction  Ax'  -f-  ^x\  reste  la  même, 
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tu  signe  près  ,  en  y  changeant  x'  en  x*,  et  réciproquement , 
condition  qui  donne 

Kx'  +  Bx"  ==  _  (  Ax''  +  Bx')  : 

cette  équation  devant  avoir  lieu  ^  quels  que  soient  les  nombres  oi 
et  x" ,  donne ,  en  égalant  les  coefiiciens  de  x', 

A  =  —  B  s 

comparant  ensuite  ceux  de  x*,  on  retrouve  la  même  relation  ; 
ensorte  que  la  condition  A  =  —  B  étant  la  seule  à  laquelle  il 
faille  satisfaire  y  on  pourra  prendre 

A  =  1 ,        d'où        B  =  —  1. 

La  fonction   cherchée  sera  donc  ai  —  x",   et  la  désignant 
par  z^  sa  valeur  dépendra  de  Téquation 

C^-(x-^x^)][(z-(x''-.x^)]  =  o, 

dont  les  coefiiciens  pourront  être  exprimés  d*une  manière  ra^ 
tionnelle,  au  moyen  de  ceux  de  la  proposée,  puisque  les  racines 
3!  ^  x"  y  entrent  de  la  même  manière.  En  effectuant  les  mul^ 
tiplications  ,  on  trouve 

z»  =  a/*  +  x"*  —  flxV. 

Or  des  deux  équations 

x'*  +  px'  +  9  =  o  * 
x"^ -Çpx' +  q  =  0, 
on  déduit 

0?'*  +  x"^  z=z  j3^^~  aq, 

en  observant  que  x'  +  x'  =  —  p  ;  on  a  d'ailleurs 

x'x"  =  q  ; 
donc 

a*  =  p*  —  49  ; 

d'où  

ft  ac  v/p*  —  49  =  x'  —  x" (a). 
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Combinant  les  égalités  (  i  )  et  (  a)  par  voie  d'addition  et  do 
f  onstraction ,  on  obtient 


X 


•p-l/p--4^ 


■  53.  Nous  passerons  à  Féquation  du  troisième  degré ,  que  , 
pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  délivrée  de  son  second 
terme  y  ou  ramenée  à  la  forme 

a:'  +  px  +  9  =  o« 

Soient  a/,  x"  et  x"  ses  trois  racines  ;  on  aura  d*abord 

x'  +  x"  +  X*  =  o (0; 

et  U  s'agît  de  déterminer  une  autre  fonction  des  racines,  qui  ne  dé- 
pende que  d'une  équation  du  second  degré,  et  qui,  combinée  avec 
Tégalité  (3)  y  donne  facilement  les  expressions  des  racines  de  la 
proposée.  La  forme  la  plus  simple  que  l'on  puisse  supposer  à 
cette  fonction  ,  est  celle-ci , 

Ax^  +  Bx''  +  Cx*, 

A ,  B ,  C  étant  des  coefficiens  indépendans  de  x\  x*,  x^  :  si 
on  y  fait  tous  les  échanges  possibles  des  racines  x',  x",  af, 
on  aura  ces  six  combinaisons  différente;) 

Aâf^-  Bx''+  Cjf 
Ax'  +  Bx*+  Cx" 

Ax-'+Bx^+Cx^i çM)^ 

Ax^4,  Bx*+  Cx' 
Ax^^.  Bx^^-  Cx' 
Ax^'^-  Bx'  +  Cx*' 

Ainsi  l'équation  d'où  dépendra  cette  fonction ,  sera  du  sixième 
degré  ;  il  faudra  donc  ^  pour  qu'on  ait  ramené  la  question  i 
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des  termes  plus  simples,  que  cette  équation  soît  résoluble  à  la 
manière  de  celles  du  second  degré  ;  ensorte  que  les  quantités 
A  ,  B ,  C  devront  être  déterminées  par  la  condition  qu'il 
existe  entre  les  fonctions  (M),  la  même  relation  qu'entre  les 
racines  de  l'équation 

y^  +  rnf  +  nz=z  o. 
Pour  résoudre  celle-ci^  on  fera 

y  =  <, 

ce  qui  la  transforme  dans  la  suivante^ 
dont  les  racines  sont 


'■=-T-v4^- 


et  on  obtiendra  les   six  valeurs  de  y  par  la  résolution  de$ 
équations 

qui  ,  sous  les  hypothèses  » 

deviennent ,  après  avoir  divisé  la  première  par  t',  et  la  seconde 

z^  —  1=0, 
dont  les  racines  sont 


a 


2 


ciuorte  que  les  six  valeurs  de  y ,  seront 


Digitized  by 


Google 


y^ 


i7«  ANALYSE 

y=\/F,      y  =  »  \/7,      y  =  m'  ]/7 , 
ou ,  parce  que  «'=  «*, 

jy  =  V/^.       y  =  «t   V^r,        y  =  a*  \/7, 

y  =  VF,      ^  =  *  J>F,      y  =  -•  V7. 

Telles  sont  donc  les  six  racines  d'une  équation  du  sixième 
degré  ^  résoluble  à  la  manière  d'une  équation  du  second.  Il 
faut  donc  que  deux  des  combinaisons  (M)^  étant  prises  pour 

3  3  V  5    3  _\^ 

\^lf  et    KT",  deux  des  autres    soient  m  \^t'  et  •*  l/tf ,  et 

3   3   

que  les  deux  qui  restent,  soient  «  \^f  et  «*  j/t".  Soit 

Aa/  +  Rr"  +  Cx*  =  \/T. (a)  , 

s  _ 

la  combinaison  Ajc'  +  Bx*  -f-  Cx"  ne  peut  devenir  «  \/t' , 

3  

ou  «*  V  ^  y  parce  qu'en  comparant  les  coefEciens  des  mêmes 
racines  dans  les  égalités 

Ax'  +  Bx*  +  Cx"  =  mkaf  +  *Bx'  +  *Cx*, 
Ax'  +  Bx^  +  Cx*  =*»Ax'  +  a^hx"  +  ••Cx*, 

on  aurait 

A  =  «A  ,      d'où      «  :=:  1  , 

A  =  «*A,      d'où      •*=  I  , 

résultats  qui  ne  peuvent  avoir  lieu.  La  combinaison  Ax'+Bx'^ 

3  s  

-f-  Cx*'  ne  peut  devenir  «  )/tf  ou  «*  \^lf ,  parce  que  ,  dans  le 
premier  cas,  on  aurait  «  :=c  i ,  et,  dans  le  second,  «^=  i.  Ob 
ne  peut  donc  faire  que  les  deux  hypothèses  suivantes  , 
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Kjd'  +  Bx'"4-  Cx'  =  «Ax'+  «Bx''+  -Cr'''  =  -  V'?: . .(3), 
Aa:'"+  Bx'  +  Cx''  =«*Ax'+  «•Bx"+  ««Cx"'  =  «V?] .  .(4)  ; 
puis  écrivant 

Ax'  +  Bx'^'  +  Cx''  =  V/F' (5)^ 

on  supposera 

Ax'"+Bx '+Cx'  =^Ax'  +  «Bx^''4.  «Cx'^  =  «  ^^ . .  .(6), 
Ax^  +Bx'  +Cx'"=  ie*Ax'+«*Bx'''+  «»Cx"  =:  «»  kT"'. . .  (7). 

Comparant  les  coefficiens  des  mêmes  lettres  dans  les  équations 
(3),  (4),  (6)  et  (7),  on  déduira 

de  (3)....    âcA  =  C,  i.B  =  A,  «C  =  B, 

de  (4)....  i,»A  =  B,  -c^B=:C,  ««C  =  A, 

de  (6)....    «AznC,  «B  =  A,  -.C  =  B  , 

de  (7). . . .  «^A  =  B  ,  *»B  =  C  ,  *«C  =  A. 

Les  équations  des  deux  dernières  lignes  étant  identiquement 
les  mêmes  que  celles  des  deux  premières ,  il  suffira  d*em- 
ployer  celles-ci  :  or  des  six  premières  équatioh» ,  les  trois  sui^ 
vantes 

C  =  *A  ,    B  =  *«A  ,    A  =  «B      ou      A  =  ^K, 

rendent  les  trois  autres  identiques  ,  sans  cependant  déterminer 
le  coefficient  A^,  on  pouiTa  donc  ,  pour  simplifier,  faire  A=i 
cnsorte  que 

A  =  1,      B  =  «%      C  =  «, 

Faisant ,  pour  abréger ,  # 

^7'     ou      r  =  x'  +  ««x»  4-  -x'"....(8). 


la 
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on  aura  r,  «r,  «t*r  ;  5,  «5  ,  a^s  pour  les  six  racines  de  la  trans- 
formée résoluble  à  la  manière  d'une  éqnatjon  du  second  de- 
gré ;  nommant  y  l'inconnue  ',  on  trouvera  ,  en  observant  que 
1  -f  *  +  «*==o  ,  et  que  «»^=:  1  , 

(,y—r)  (,y  —  ^r)  (y— *V)  =  f  —  r», 

(y— s)  (y  —  ^)  Cy— ••O  =  y  —  -^^ 

et  conséquemment ,  , 

y_(^-f  r3)y  +  r3j5  =  o (N), 

équation  qui  satisfait  à  la  condition  énoncée.  II  ne  s*agit  plus 
que  '  de  trouver ,  en  coefEciens  de  la  proposée  ,  les  valeurs  de 
r^  +s^  et  de  rV,  ce  qui  est  possible  ,  parce  que  ces  quantités 
sont ,  comme  on  va  le  voir ,  des  fonctions  invariables  det 
racines  x',  x'  et  x'". 

Si  on  élève  au  cube  la  fonction  r ,  on  aura  y  en  observant 
que  *'  =  1  , 

+3-.-(x  V  +x"*x'"  +x'"'x')  ; 

changeant  x"'  en  x",  et  réciproquement ,  r  devient  s  ,  d'après 
(8)  et  (9)  :  on  aura  donc ,  sans  refaire  le  calcul , 

*3  =x'3+x'''3+x"3+SxW'+3*  (x'V  +x"»x*4-x''''x') 

+3««(x' V+x''V+x'"  V) . 
Posons  ,  pour  abréger , 

a/3  +  ^ira  ^  ^...3  ^  GxVx^  =  L , 
x'»x'-+-x"V"-|r    x'^'x'    =M, 

x^^x'^'  +  x'^^x'  +    x'"»x'  =  N, 
on  aura 

r3  =  L  +  3-N  +  3-*M , 

^  =  L  +  3«M  +  3*»N , 
donc  la  fonction 
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tnâls ,  cotnikie  nous  Tayons  déjà  observé  > 

1  +*  +  «*  =  o  ,       donc       m  +-•*  ==  —  i , 

et  conséquemment 

r^  +  53  _  aL  —  3(M  +  N). •...(?). 

Faisant  enstiite  le  produit  de  r^  par  s^,  il  viendra ,  toutes  ré- 
ductions faites, 

r^s^  =  L*  — 3L  (M  +  N)  +  9  (M+  N)*-i-a7MN. . . .  .(Q)* 

Pour  évaluer  commodément  la  fonction  symétrique  des  racines , 
représentée  par  L ,  on  partita  des  trois  équations  , 

x'3  +  P^'  +  9  =  <^  > 
x"^  +  px"  -f.  ^  =  o , 
a:"'3+  px"  +9  =  0., 

desquelles  on  déduit 

x^3  ^  ^"z  +  a^'^^  —  Sq, 

à  cause  de  x'  -f-  x"  +  ^"  =  o  ,  et  on  a  d'ailleurs , 

XXX       2=  — -  9 , 

donc 

L  =  —  9^. 

lU  reste  à  calculer  M  +  N  et  MN  :  à  cet  effet ,  en  partant 
de  la  première  des  formules  (38)  qui  donne 

et  faisant  m=  2,  /i  =  1 ,  puis  a  =  x^,  i  =  x",  on  trouve 

M+N  =  x'*x''4-x"«x'+x''»x'"+x'''*x'^+x'"  V+x^'x'' 
=  Tx^'x"  =Sx'»Sx'— Sx'3 =39 , 

parce  que  Sx'  =  o  :  ensuite  | 


^"' 
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MN  =  (x"x''+x"V"4-x"'V)  (a:'V'+x'»x'+«"'V) 

or,  ,        . 

x'Vx"'+x"Vx"'+x"'-tx'x"=x'x"x"'(x''+x"3+x*5)=3«7% 
a:"'x"'x"'»4-x'»x"»x"'*+x"'x"x""=  SCx'x'V'O"^  Sç» 

a:'V"^+x'^x"''+x" V'  =  v^  -^^    -^^   )*~(^  +^   +a:^ 

en  observant ,  par  rapport  à  cette  dernière  évaluation ,  que , 
dans  le  cas  de  n  =  m  ^  le  deuxième  membre  de  la  formule  qui 
exprime  Ta"*i"  (38) ,  doit  être  divisé  par  2 ,  pour  n'exprimer 
que  la  collection  des  termes  dissemblables  de  la  forme  *"C«  : 
c'est  d'ailleurs  ce  dont  on  peut  s'assurer  en  effectuant  1« 
produit 

==  fl  (x'V'3+x' V3+x" V"3)  ^  (x'«+x^6^x"'^. 
donc 

Faisant  ces  substitutions  dans  (P)  et  (Q) ,  on  trouvera 

r^  +  s^  =  —  Qyq  ,       rV  =  —  27^^, 
de  sorte  que  la  réduite  (N)  deviendra 

y  +  Qjqy^  —  Qjp^  =  o  , 
laquelle  ,  par  l'hypothèse , 

f  =  t,  . 

9%  change  dans  la  suivante  , 

t*  +  ajqt  —  27p'  =  o  , 
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équation  qui  donne  potir  t  les  deux  valeurs 

on  aura  donc 

r=a/  +  rtV  +  ax'''  =  \/7, 

5  =^'  +  ^x"  +  «v  =  l/T. 
3 î 

Or  les  radicaux  \/^tf ,   \/tf'  sont  susceptibles  chacun  de  trois 
valeurs,  saToir  : 

tuais  on  observera  que  les  racines  de  la  proposée,  doivent 
satisfaire  à  la  condition 

d*après   les  valeurs  précédemment   trouvées   pour    if  et    i"  : 

on  pourra   donc  prendre   pour   r   et  5  ,    \/i'  et  \^t!' ,  ou 

3  3 3 3  

M  yr  et  «*  ^f  )  ou  bien  **  V^^  et  a  \/ i' ,  parce  qu'on  a 


aussi 

3 


—  ^  =  «t/t'  X  -Vf, 

3 3 

—  3p  =  !•*  j/t'  X  -  V^i"  : 


en^orte  que ,  pour  évaluer  les  racines  x\  x",  x*'\  on  pourra 
employer  indifféremment  Tun  ou  fautre  de  ces  trois  systèmes 
d'équation  : 
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(i°.)....   a/  +   x'^  +    af"  =  o 

5  1 

(3^).. . .  x'  +  -x"  +  «*x*  =  y/i'] 
X  +  x"  ^  x"  =o 

3  

«x' +    x"   +«»x^=*  v/f  >....(ii), 
««o^  +  x"  +  *r*=«V?^ 

x'  +   x"  +  X*   =  o  \ 

«V  +  -*x"  +  x*  =  *V^>. . .  .(ia), 
«'  +  ^x"  +  X*   =  *  \/F) 

la  première  équation  de  chaque  système  répétant  (  i  ).  Cette 
multiplicité  de  valeurs  des  racines  x',  x"  et  x"',  tient  à  ce  que 

V^^'  et  \/t!'  ne  contiennent  que  le  cube  de  p,  ensorte  que 
les  racines  x',  x"  et  x"'  qu'on  vient  de  trouver ,  résolvent , 
outre  la  proposée^  les  deux  autres  équations 

x^  +  mpx   +  q  =2  o, 
x^  +  «*/?x  +  ç  =  0, 

Employant  le  premier  des  trois  systèmes  ,  ajoutant  les  trois 
équations  qu'il  contient ,  et  faisant  toujours  attention  que 
1  +  «  4-  <»*  =  o ,  il  viendra 


3  3 


multipliant  (a".)  par  «,  et  (3°.)  par  «S  puis  ajoutant,  on 
aura 
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multipliant  (o^  )  par  •%  et  (  3^ )  par  »,  puis  ajoutant,  on 
trouvera 

Ecrivant  dans  a/,  od'  et  a?'"  pour  i  ^i'  les  valeurs  obtenues 
précédemment ,  et  pour  is ,  •*  leurs  valeurs ,  on  aura  enfin , 

3    

a             V        fl^  V    4  Taj 
3^ 

,^  a  V2V4^a7 

53.    Soit  enfin    l'équation   générale  du  quatrième  degré  ; 
.  délivrée  de  son  second  terme ,  c'est-à-dire , 

or*  +  px*  +  ^x  +  r  =  o , 

dont  x\  x\  X*"  et  x^"  soient  les  racines.  Nous  chercherons  , 
comme  nous  l'avons  fait  à  l'égard  des  équation^  des  se- 
cond et  troisième  degrés  ,  une  fonction  de  ces  racines ,  qui 
ne  dépende  que  d'une  équation  d'un  degré  inférieur  au  qua^" 
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trième ,  et  dont  les  valeurs  combinées  avec  Téquation 

x'  +  x"  +  x'"  +  x'^  =  o (0  , 

donnent  facilement  les  quatre  racines.  Nous  ferons  encore  Thy— 
pothèsè  qui  a  téussi  jusqu'ici ,  savoir ,  que  cette  fonction  ren- 
ferme les  racines  sous  une  forme  linéaire  ,  ou  qu'elle  soit 

,  Ax'  +  Bx"  +  Cx'"  +  Dx'^ , 

A,  B,  C  et  D  étant  des'coefficiens  indépendans  de  x',  cd\ 
x"  et  X**.  Cette  fonction  est  susceptible  de  vingt-quatre  com- 
binaisons différentes  ;  elle  dépendra  donc  d'une  équation  du 
vingt-quatrième  degré  :  mais  si  on  suppose 

A==:  B, 

ces  vingt-quatre  combinaisons  se  réduiront  à  douze  ;  et  si , 
de  plus,  on  fajt  ^ 

C  =  D, 

les  douze  se  réduiront  à  six  \  ensorte  que  la  fonction 

A  (x'+x")  +  C  (x'"  +  x»') 

ne  dépendra  que  d'une  équation  du  sixième  degré  dont  les 
six  racines  sont 

A  (x'+x")  +  C  (x^  +  x»0, 
A  (J^'^+^'O  +  C  (x'  +x"), 
A  (x'  +x'0  4-  C  (x"  +x^)  , 

A  (x''+^*)  +  C  (x'4-x»0. 
A  (x'  +x'* )  +  C  (x^  +  x'O  , 
A  (x"+^'^)  +  C  (x'+x^). 
Ces  fonctions  ,  en  y  faisant  encore 
A  =  —  C , 

deviendront  égales  dçux  à  deux  ,  et  de  signes  contraires  ; 
Véquation  dont  elles  seront  les  racines ,  ne  renfermera  donc 
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que  les  puissances  paires  de  Tincen^ue  ;  conséquemment  elle 
pourra  se  résoudre  à  la  manière  des  équations  du  troisième 
degré.  £es  combinaisons  seront 

A  (x'  +  x"  —  x"—  x^O  , 
A  (x*+  x*^— x'— x"), 
A  (x'+  x'^— X*'—  x-^), 
X{x''+  x"  —  ccf  —  x'"), 
A  (x^+  X*—  x"—  x'0> 
A  (x"+  X"—  x^—  x'*). 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité  ^  A  =  i  >  l'équation  cher-^ 
cbée  sera  donc 

^2^—{i!+x"—x"'—x'y]  [s»— (a/+x'"— x"— x«0'] 
et  faisant  z^  :=  t , 

[f  _  (x'+x"— x'"— x'O"]  [t—  (x'+x"'— x"— x»OT 

[f  -.  (x'+x'^— x"— x'")"]  =  o. 

Il  s*agît  maintenant  d* exprimer  les  coefficiens  de  cette  réduite 
au  moyen  de  ceux  de  la  proposée.  Or  on  a 

(x'+x"— x"'— x'^'  =  x'*+x"*+x'"*+x»'» 

—  a  (x  x''+xV+x^x»^+x"x"'+x"x»^+x"'x«') 
+  4xV'  +4x^''x«\ 

et  si  l'on  observe  que  de 

(x'+x"+x'"+x")  (x'+x^+x'^+cc»')  =  o , 

résulte 

—  2  (xV+x'x'''+xV^+^'V"+x"x'^+x'"x'0 

=  x'*+  x"»+a:"'«+  X'", 

#n   conclut  (chap.V) 

(x^+x^'— x'^'— x»0*=— 4p  +4(xV+x"'x''). 
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Changeant  dans  la  relation  précédente ,  x"  en  x"\  et  réci- 
proquement ,  on  aura 

(x'+x"'— a/'— X")*  =— 4p+4(xV"+x"x")  ; 

changeant  dans  celle-K:i  x"'  en  x" ,    et  réciproquement ,  il 
viendra 

(V4.  X"—  x"—  x'"  y  —  ^é^p-^i^  (x'x"  +  x"x"')  : 

l'équation  en  t  est  donc 

[f+4p— 4(x'x"+x'"x")3  C*+4p— 4  («:'x"'+x"x")] 

[t+4p— 4  (x'x"-Hr' V")]  =  o  ; 
et  supposant 

<  =  4«  .      «  +  P  =  ^  • 
puis  divisant  par  4  »  ^^  ^^  change  dans  la  suivante  , 

\_y  —  (x'x"+x"'x")]  [y  —  (x'x"'+  x"x"')] 

\^y  __  (x'x"'+  x'V")J  =  o , 

•t  fabant  les  multiplications  indiquées  , 

/—  (x'x"+x'x"'4.x'x"4.x"x"'+x"x"'+x"'x")y 
C      (x^x"+x"x"')(x'x"'4-x"x"')l 
4-  ]  +  (xV  +x"x"')  (x'x"'4-x"x"')  \y 


—  (x'x"+x"'x")  (x^x"'+x"x")  (x'x'^+x'V)  =  o. 
Or, 

xV-f-xV+xV^ x"x"'+x"x"+x"'x"  =p. . . .  (a)  , 

(x'x"  -f  X»  V")  (x'x"'+  x"x'0 
=  x^W'^-  i"  Vx"+x"'*x'x"-J->p""^'V", 

(x'x"+x"x"')  (x'x"'4.x'V") 
^  x^»x"x"+  x"»x'x"'+  x""'x''x"'4-  x' Vx'x'", 

(xV"4-x"x")  (x'x"4-x"x"') 
s  x^Vx-'^-  x"»x"'x"+  x"''x'x"-f , x'"x  x". 
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Af  ontant  ces  trois  résultat*  ,  çn  trouve ,  en  déf  i^mmt  la  somme 
des  trois  premiers  membres  par  S  , 

r     x'  (xW"+*'x"ar«'+xV"x"+x"x"VO— xVV'x" 

)4.x"(x'xV"4-x'x"x"+x'x"'x"'+x"x"'x")— ^'^"^'"-r" 

*  =  j-j.x"'(x'x''x--hc'x''x"+x'x"'x"+x"x"'x'*)-x'x"x"'x<' 

(4-x"(x'x"x*+xx"x"4-x'x"'x"+x"x"'x")— x'x"x"'x" 

^—q  (x'4<c"-f-x"'+x<0— 4»-=— 4^"  • .  • (3). 

à  cause  de  x'4-  x'-jr  x"'+  x"=  o.    Passant  au   dernier 
terme  ,  on  a 

(x'x"+x"'x")  (x'x"'+x"a;")  (x'x"+x"x"') 
=      x'^Vx-'+x'^'V» 
+  x"Vx"'x"+x"'x"='x>" 
+  x'"  Vx"x"'4-  x' V'»x"'» 

+  x"Vx"x"'+x"V""x>". 

Or 

z'Vx"'x''+x"Vx"'a;"-f-x"'Vx"x"4-x'»Wx"x"' 

=  (x'»4<c"*4-x"''+a?>")  x'x'V'x"  =  —  apr. (4)- 

Pour  évaluer  la  fonction 

x'«x'"x""4-x'''x"'x'"+  x'*x'"»x'"+  x"'x""x'", 

•n  développera 

(x'x"x"'+x'x"x'»+x'x"'x"4-x"x'''x'0' 
=  x''x''''x"''+x'»x"''x'"+x'"x""'x'"+x"  V""x"» 
4- a  (a/V»x"'x"  +  x'V"«x"x"4-x'*x'"x"x"') 
+  2  (x" V'Vx"  +  x"»x'"x'x"'  +  x""x'"x'x"  ) , 

d'où  l'on  tire 

x'V»x'"«+x'»x"»x'"4-x'»x"'»x'"+x"''x"'''x'" 

=  (xW"4.x'x"x"+x'x"'x"+x"x"'x")'' 

—  2x'x"x"'x"(x'x"4-x'x"'+x'x"+x"x"'+x"x"*f  *"'x") 

=  7»— 2/W (5) . 
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Substituant  ces  valeurs  (a),  (3),  (4)  et  (5)  dans  Téquatioa 

en  y ,  elle  deviendra 

y  —  py  —  A'^y-^  4pr  —  q*  =  o; 

mettant  pour  y  sa  valeur  u+p ,  on  aura  pour  résultat 

y 4-  2pu*  +  (p*—  4'")  "  —  9*  =  o. 
Soient  u',  u",  vl"  les  trois  racines  de  cette  équation  :  on  trou- 
vera, en  observant  que  t=4i^> 

(x'  +  x"  —  x'"—  x'O*  =  4"', 
(;j/  4-  x"'—  x"  —  x'^Y  =  4u% 

(x'  +  x'^—  x"  —  x"y  =  4tt'", 
d'où 

X    4-  x"  —  x'"  —  x»^  =  ±1  fl.  \/ir. . .  ..(19)  , 

x'  +  x'"  —  x^'  —  x'^  =  ±  a  y/û? (ao) , 

x'  +  x*^—  x"  —  af"  =  ±:fi  {/Hr, . .  .(ai)  , 

ces  équations  combinées  avec  la  condition  (1) ,  savoir  :    ' 
x'  +  x"  +  x'"  +  x»^  =  o 

donnent  ',  en  prenant  les  radicaux  avec  le  signe  +  , 

^"=  U-  »/^  +  Vi^'  -  /^]  , 
X"  =  K—  t/^  —  »/""  +  »/«'"]. 

Chacun  des  radicaux  pouvant  être  pris  avec  le  signe  —,  il  en 
résulte  pour  x',  x",  a/"  et  x",  ces  quatre  valeurs  : 

:^  =  il-  y/V  -  Vu'  -  /«^']  , 
:ç"  =  i  [-    k^;?  4-  /^"  +  V'^"\,, 

x"'=  i  C+  ï/^  -  v/""  +  V^-ï . 

ic'^r^  i  [4-  /i^  4-  \/^'  —  ï/Ô. 
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tAakis  on  a  (chap.  V)  v 

=  2fjc^3+x"3+x'"3+x»^3) 

-f-  f2(x'x'V"+a:'x"x»^+xV"x''+x'V"x'0  =  —  87 , 

«nsorte  que  le  coefficient  q  étant  positif  dans  la  proposée  ,  il 

faudra  prendre   un   ou  trois    radicaux  négativement  :  s*il  est 

négatif,  on  pourra  prendre  les  trois  radicaux  en  plus ,  ou  deux 

en  moins  et  un  en  pluâ.  Cette  considération  réduit  donc  les  huit 

racines  à  quatre. 

54.  M.  Lagrange ,  après  avoir  examiné  et  comparé  les  diffé- 
rentes méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  ,  a 
trouvé  que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes ,  en  dernière  ana- 
lyse ,  à  employer  une  équation  secondaire  qu'on  appelle  résol'* 
vante ,  dont  la  racine  est  de  la  forme 


X'   +   MX"  +  «V   +  «3^»^+. 


en  désignant  par  x',  x",  x'" y  etc.  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée ,  et  par  «  une  des  racines  de  l'unité ,  de  même  degré 
que  l'équation  ,  cette  racine  «  étant  autre  que  l'unité.  En  par- 
tant de  cette  forme  générale  des  racines  ,  cet  illustre  géomètre 
a  cherché  ,  à  priori  ,  le  degré  de  l'équation  résolvante  ,  et  les 
diviseurs  qu'elle  peut  avoir,  et  il  a  fait  voir  pourquoi  cette 
équation  qui  est  toujours  d'un  degré  plus  élevé  que  la  propo- 
sée ,  est  susceptible  d'abaissement  pour  les  équations  des  troi- 
sième et  quatrième  degrés ,  et  peut  servir  à  les  résoudre. 

L'équation  proposée  étant 

X"  —  Ax-—»  +  Bx*"-*  — —  Tx  4-  V  =  o, 

on  «ait  (  I'*  sect.  )  ,  qu'on  a  » 

A  =  X  xV"  +  etc. , 

B  =  x'x"  +  x'x'"  +  etc.  +.xV"  +.  etc. , 

C  =  x'xV"  +  etc. 
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Soît  t  Fînconnile  de  T  équation  résolvante  î  on  auta 

îl  est  d'abord  clair  que ,  dans  l'équation  résolvante  ,  on  peut 
échanger  entr'elles  ,  à  volonté ,  les  racines  x\  x",  j/",  etc.  9 
puisque  ;  jusqu'ici,  rien  ne  les  distingue  l'une  de  l'autre  ;  d'où 
il  suit  qu'on  aura  toutes  les  différentes  valeurs  de  t,  en  faisant 
toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  x\  x", 
x"\  etc. ,  et  ces  valeurs  seront  nécessairement  toutes  les  racines 
de  la  réduite  en  i ,  qu'il  s'agit  de  former. 

Or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaisons ,  que  le  nombre 
dés  permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  m  choses  ,  est 

exprimé  par  1.2.3 m  •,  donc  l'équation  en  i  sera  du  degré 

1 .  a.3 m  ;  mais  on  va  reconnaître  que  cette  équation  est 

susceptible  d'abaissement  par  la  forme*  même  de  c^s  racines. 

Le  résultat  des  permutations  des  racines  j/,  x" y  x"\  etc. 
entr'elles ,  sera  le  même  que  celui  des  puissances  de  a  entre 
elles  ,  et  la  fonction  t  ne  pourra  recevoir  de  valeurs  diffé- 
rentes que  par  ces  permutations  de  x\  x"y  x^'\  etc. 

Pour  faire  mieux  entendre  la  chose ,  supposons  qu'il  s'agisse 
d'une  équation  du  troisième  degré  ^  pour  laquelle  la  résol- 
vante sera 

«  =  a/  +  «x"  +  «V, 

«•=  1 ,  a} y  «*  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité,  ou  les 
puissances  successives  de  l'une  de  ces  racines ,  autre  que  l'unité 
(chap.  IX).  Si  l'on  fait  tous  les  arrangemens  possibles  des 
trois  lettres  x',  x",  x'",  et  qu'on  multiplie  toujoiu"s  la  première 
lettre  à  gauche  par  «°,  la  seconde  par  « ,  et  la  troisième  par  «% 

on  aura  ces  six  racines  de  l'équation  résolvante , 

• 

x'  +  «x"  +  -V", 
x"  +  «r'  +  u*x"', 
x'  +  «x"'+  «V, 
x"'  +  «x'  +  «V, 
x"  +  «x"  +  «'x', 
x'"  +  «x"  +  «V, 
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trouvées  (5o)  où  on  avait 

«r  =  x"  +  ux'   +  *V", 
«V  =  x"  +  •x''  +  rtV, 

f  =  x'  +  «:p"  +  **^", 
«f  =  x"  +  *x'   +  «V; 
*»5  =  x"  +  -«^'"  +  *•^'• 
Or  pour  que  la  première  racine 

devienne 

at  =  x'"  +  ^'  +  «•x^ 

il  £aut  dans  I  changer  x'  en  x"',  x*  en  x^  et  x"'  en  x",  c'est- 
à-dire  ,  augmenter  tous  les  accens  de  deux  accens  ,  et  ne  con- 
server que  l'excès  du  nombre  des  accens  sur  trois.  Pour  que 
la  même  racin*  devienne 

^t  =  x"  +  •od''  +  «V, 

il  faut  changer  x'  en  x" ,  x"  en  x"-   et  x"'  en  x',  ou  ajouter 
un  accent ,  en  ne   conservant  encore  qjie  Texcès  du  nombre 
àe^  accens  sur  trois. 
Les  trois  autres  racines 

«  =  x'  +  -x'"  +  -V, 
««  =  x"  +  -tx'  +  -V, 
«V  =  x'"  +  «x"  +  «V, 

t*obtiennent  en  changeant  dans  J  es  précédentes ,  x"  en  x"',  et 
récii9t>quement  9  parce  que  déjà  x'  occupe  toutes  les  places 
possibles  dans  les  trois  premières  racines. 

Dokic,  en  général,  ai  sera  le  résultat  des  permutations  simul- 
tanées faites  dans  i  de  x'  en  x^"*^  x"  en  x',  x"'  en  od\  x*^  en 
ad"^  etc. ,  permutations  qui  se  font  en  augmentant  dans  t  cha- 
cun des  accens  de  m—  1  accens  ,  et  retranchant  toujours  m 
%QCtîïM^  lorsque  leur  nombre  excède  m  :  de  même  «i^rsera 
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le  résultat  des  permutations  simultanées  dans  f ,  de  x'  en  x^'"*"*^ 

x"  en  o:^'"),  x"'  en  x\   x^"  en  x" ,  ou  de  Taddition  de 

m  —  a  accens ,  en  retranchant  toujours  m  accens,, lorsque  leur 
nombre  excède  m  ,  et  ainsi  de  suite ,  en  observant  que  *"*=  i  , 
«'""+•*  =  «,  etc. 

U  importa  surtout  de  remarquer  que  ,  dans  ces  racines  ^ 

t  =:    x'  +  ax"  +  «»x'^+ +  ««-»xW, 

at  =  xC«)  4-  *x'  4-  «V  + +  i^Cm-OxC"-'), 

*«t  =  xC^^O  4-  «rC'")+  **x'  +  etc. , 
etc. 

la  racine  x'  occupe  déjà  toutes  les  places  possibles ,  et  que 
lorsqu'on  est  arrivé  à  *'""'*f ,  pour  avoir  le  surplus  des  racines , 
il  ne  faut  que  faire ,  dans  les  précédentes ,  les  permutations  des 
autres  racines  x",  x''',  x*'. . . .  .x^*"^. 

En  général ,  les  racines  étant  en  nombre  m ,  on  aurait  m  ra- 
cines de  la  résolvante  ,  savoir ,  (,  *t,  a.H «""""'t,  dans  les- 
quelles il  faudrait  faire  les  permutations  des  m  —  i  autre* 
racines ,  ce  qui  donnerait ,  en  total , 

1.2.3. . . .  .(m  —  i)  m, 

racines  de  cette  résoh'ante.  Donc  cette  équation  en  t  devra 
être  telle  qu  elle  ne  change  pas  ,  en  y  changeant  t  en  ttt , 
en  ttH,  en  «'f,  etc.;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  cette 
équation  ne  pourra  contenir  que  des  puissances  de  t  dont  les 
exposans  soient  multiples  de  m ,  en  observant  qu'à  cause  de 
«"»  =  1 ,  on  a  aussi 

«*"»  =  1  ,       «^«  =  1  ,       etc. 

Si  donc  on  fait  f"*  =  9  ,  on  aura  une  équation  en  B  qui  ne 
aéra  que  du  degré  i  .2.3. . .  .(m  —  i  )  ,  et  dont  les  racines 
seront  les  différentes  valeurs  de  ô ,  résultantes  des  permutations 
des  m  —  1  racines  x",  x'" x^'"'>  entr'elles. 

L'expression  de  ô  sera ,  à  cause  de  «"•  =  i ,  «*"*  =  o  ,  etc. , 
de  la  forme 
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âans  laquelle  |**,  T,  î',  etc.  seront  des  fonctions  déterminées 
de  x',  or",  x'",  etc. ,  lesquelles  auront ,  en  général ,  la  pro- 
priété d*étre  invariables  par  les  permutations  simultanées  qui 
font  passer  de  t  k  at,  k  uH,  etc.  ,  puisque  S  est  également 

Lorsque  les  quantités  {**,  Ç',  {",  etc.  seront  connues  ,  on  aui^a 
tout  de  suite  les  valeur»  de  toutes  les  racines  x',  x",  x'^\  etc-, 
de  la  proposée  ;  car  puisque  fl  =  t***,  on  aura 

et  si  on  dénote  par  1  >  «,  ^>  y  >  etc.  les  racines  de  Téquation 
y^ —  1  ^=0,  et  qu'on  dénote  aussi   par  d",  ô',  d",  etc.  ,  les 
valeurs  de  I  qui  répondent  aussi  à  la  substitution  successive 
de  \,ayQ,yy  etc.  ,  à  la  place  de  «  da^  l'expression  de  I  ' 
ci-dessus,  on  aura  ^  à  cause  de 

t  =  x'  +  nx"  +  ««x'"+. +  ««^'xC"), 

où  on  substituera  aussi  pour  «  lès  mêmes  valeurs  ,  les  équa- 
tions suivantes  9 

x'  +    x"  +     x'"4- +      :rC"«)      =  ^i\ 

a:^  4.  ^»  +  *V+. . . . .+  ««-'xC«)=  l/l', 

x'  +  Cx^  +  Px'"+ 4-  0»-'xC«)  =  v^l"  , 

etc.  : 

ces  équations  étant  toutes  ajoutées ,  donneront ,  d'après  les 
propriétés  des  racines  1 ,  «,  C,  y,  etc.  (47)  , 

^_  |/é^+v^^^+'é"+ +  VWrT, 

m  * 

ensuite ,  si  on  les  multiplie  xespectivement  par  1 ,  «t"»^',  C^  ', 
y*~',  etc. ,  et  qu*on  les  ajoute  de  nouveau  ensemble ,  on  aura 

i3 
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par  les  mêmes  propriétés , 

|/i*>+«^Vi'+C*^V^+y*"^V^''+ etc. 

X  = • —  : 

m 

on  trouverait  de  la  même  manière, 

,^,         ^é*  +  *""!//  +  ^'"^y  f  +  v*^  V^"+  etc. 

m 
et  ainsi  de  suite. 
Nous  remarquerons  que 

|/éo  =  x'  +X''  +  x"+. .  •.+  xC*")  =  A  ; 
ilonc  ,  comme  en  faisant  »  =  i  dans  I ,  on  a 

éo  =  A-  =  {•  +  r  +  r  +  etc., 
et  par  conséquent , 

r  =  A"  —  r  —  r  —  r  —  etc. , 

on  trouvera 

#=A-+(«— !)?+(-•- or +(-'-or4- etc.. 0), 

et  Ton  obtiendra  encore  les  valeurs  de  â',  f^  9f'\  etc*,  en  met- 
tant pour  «,  les  racines  m  ,C,y,  etc.  de  Téquation 

y»-»  -J-  J'*""^  +  y""^  + +  1  =  G. 

La  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  de  f,  i",  f , 
etc.  qui  entrent  dans  Texpression  de  é  ;  mais^  dans  cette  recherche, 
il  convient  de  distinguer  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  , 
de  ceux  où  771  est  un  nombre  composé. 

Supposons  d*abord  que  tti  soit  un  nombre  premier.  On  ^ 
^routé  (47)  que  si,  dans  la  série  des  puissances  «,  #*,  «^. ,  .n"^', 
on  substitue  à  d  une  quelconque  de  ces  mêmes  puissances  y  on 
fetrouvera  toujours  la  même  série  de  pmssances ,  seulement 
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dans  OB  ordr«  ^fKrent.  Or  il  est  yîsible  fa»,  dftot  k  fono 
tion  t ,  le  changement  de  «  en  #%  répond  aux  permutatk»! 
simiilUnées  de  x**  en  a/",>  a/"  en  a?^,  etc.  ;  que  le  changement 
de  •  en  W'  répondra  aux  permutations  simultanées  de  x'^  en  x^^, 
de  x'"  en  ,r^",  etc.  et  ainai  de  suite.  Donc  lea  changemens 
•veccflsîfi  de  #  en  «%  s'. . .  .«*"*  répondront  à  autant  de  per- 
notatiom  g4  x"  prendra  la  place  de  a/",  x*'. . .  .xC«),  ce  qui 
fait  m  —  1  permutations  dont  chacune  pourra  ensuite  être 
combinée  ayec  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  autres 

m  —  a  racines  x"',  x^" x^"!\  On  ne  corfsidère  pas  ici  la 

substitution  1  pour  « ,  parce  que^  dans  la  valeur  de  I  ci-desâus  » 
•  ne  représente  plus  que  les  racines  de  l'équation 

y^*4-:K"*^+ +  1=0.    ^ 

Si  ensuite  on  tenait  compte  des  permutations  de  x'^  on  re« 

trouverait  les   1  .a. 3 (m -*  1  )  m  valeurs  de  I.  Mais  îoî 

comme  on  fait  abstraction  de   •  =  1  ^   il  £aut  aussi  ne  pas 
considérer  j/. 

Examinons  la  fonction  é  :  comme  dans  cette  fonction  ,  les 
changeùiens  de  «  en  «*,  «^,  etc. ,  répondent  à  des  permutations 
de  f  en  f  en  J" ,  etc.  correspondantes  à  celles  de  x"  en  x'", 
en  x",  etc.  dans  la  fonction  t ,  il  est  facile  d'en  conclure  que 
ces  quantités  ^,  {*,  t^,  etc.  seront  les  m  —  1  racines  d'une 
équation  sn  (  du  degré  m  —  1 ,  dont  les  coefficiens  ,  fonction^ 
de  ^,  ?,  f",  etc. ,  seront  conséquemmént  des  fonctions  de  af^ 
x^,  x"',  etc. ,  qui  ne  seront  plus  susceptibles  que  d'autant  de 
valeurs  différentes  qu'il  y  aura  de  permutations  entre  les  n»  *-r  m 

racines  a/",  x»' x^"»)  ,  c'est-à-dire  de  1  .fl.3 (m — a) 

valeurs ,  et  dépendront  par  conséquent  d'équations  du  degré 
1  .a.3. ..  .(/n  — a)  ;  ensorte  que  l'équation  qui  donnera  i' , 
i\  etc.  étant 

{—1  _  ]VU«^  +  JS[{«-'  —  etc =  o. . . .  .(2)  , 

fldiacun  des  coefficicns  M^  N,  etc.  >  aura  1  .a. . .  .(m  — a) 
valcuw  M',  M',  M''';  etc. ,  autant  de  valeurs  S',  1«\  «'",  etc., 
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et  on  pourra  regarder  M',  M",  etc* ,  N',  N*,  etc.  comûie  leê 
racines  d'éqtiations  en  M  ^  en  N  ,  etc.  y  chacune  du  degré 
ï.2....(m  —  2),  dont  les  coefficîens  seront  des  fonctions  in- 
variables de  M',  M*',  etc.,  de  N',  N%  etc.,  lesquelles  seront 
nécessairement  de  pareilles  fonctions  des  racines  de  la  pro- 
posée en  X,  et  conséquemment  déterminables  au  moyen  des 
coefiiciens  de  cette  proposée.  Ainsi  i  admet  1  .a . . .  (m — fl)(m — 1) 
valeurs  ,  et  t  en  prend  1 . a. . . . (m — a)  (m^^i)  m. 

Mais  si,  dans  les  coefEcîens  M,  N,  etc.  de  Téquatîon  ci-dëssug 
en  {,  on  fait  dans  les  fonctions  M ,  N ,  etc.  les  1.2...  .(m —  2) 
permutations  entre  les  racines  x"\  x*^,  etc. ,  on  aura  autant  de 
pareilles  équations  qui ,  multipliées  Tune  par  l'autre ,  donne- 
ront une  équation  finale  en  {  du  degré  1.2....  (m — i) ,  dans 
laquelle  les  coe&lciens  seront  des  fonctions  invariables  des 
racines  x',  x",  etc. ,  et  par  conséquent  déterminables  en  coefii- 
ciens A,  B,  G ,  etc.  de  la  proposée.  L*équation 

1"^»  —  M?"*-*  +  etc.  =  o 

sera  donc  un  diviseur  de  celle-ci  :  faisant  la  division  à  la 
manière  ordinaire,  et  égalant  à  zéro  les  m —  î  termes  du 
reste  ,  on  aura  autant  d'équations  dont  les  premières  m —  a 
donneront  les  valeurs  de  N,  P,  etc.  en  fonctions  rationnelles 
de  M.  Ainsi  il  sufiira  de  trouver  l'équation  en  M  du  degré 
1.2.3...  ,(m — 2)  ,  et  d'en  connaître  une  racine ,  pour  avoir 
les  quantités  J',  {"....  qui  entrent  dans  l'expression  de  $. 

Mais  il  paraît  plus  éimple  de  cbercher  directement  les  valeurs 
/,  é*,  I'",  etc.  qui  seront  les  racines  d'une  équation  en  é  du 
degré  m—  1  ,  savoir,   de 

r"-»  —  Tr-*  +  Ué-^-î  —  etc.  =  o. . . . (3)  , 

et  on  n'aura  pour  chacun  de  ces  coefiiciens  T ,  U ,  V,  etc. , 
que  1.2....  ,(m — 2)  valeurs  provenant  des  permutations  entre 
les  m  — 2  racines  x",  x'",  etc.  Ainsi,  pour  la  détermination 
de  T ,  on  sera  conduit  à  une  équation  de  ce  degré  qu'on 
pourra  former  par  le  moyen  de  ces  racines ,  puis  ou  trouvera 
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les  valeurs  des  antres  coefficiens  U ,  Y,  etc.  en  fonctions  ra- 
tionnelles de  T,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut  relative- 
ment aux  coefficiens  de  Téquation  en  {.  Ainsi  l'équation  du 
cinquième  degré  dépendra  de  la  résolution  d'une  équation  du 

dixième. 

Passons  au  cas  de  m=  np,  ti  étant  un  nombre  premier  r 

nous  avons  vu  (chap.  IX)  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

y*  —  1  ,  sont  communes  à  l'équation    y  —  1  =0.    Ain^i 

dans  la  fonction 

t  =  a:'  +  -x"  +  a^J"  + +  «'"-'xC^), 

nous  prendrons  pour  «  une  des  racines  de  l'équation  y*— 1  :=o  :^ 
on  aura  alors  *«=i,  «»+*=«,  *'^=#»,  etc.-,  **"=i, 
**"-^t=«,  ^^"^=^1^....  jusqu'à  «"*=i;  et',  d'après  ces 
réductions  >  l'expression  de  t  se  réduira  à  cette  forme  plus 
*  simple^ 

t  =  X'  +  -X"  +  -.•X'"+....--  -»-'XC«) (4), 

en  faisant  ^  pour  abréger , 

X'    =  x'    +  xC^'+'O  +  xC"-+-0  +. .  .V.+  xC»*-»-*;'), 
X'    =  X*   +  xC"-^)  +  xC«^^)  +....+  xC»»-^). 

X'"  =  a/"  4-  xC»-^3)  +  xC''»-*^)  + +  xC"-"»-+-3)^ 

etc. 
XC»)=xC»)4.    xC*")  +    xC3«)   +....4.  xC"). 

Faisant  t»c=:  I,  on  aura,  à  cause  de  «*=  1 , 

é  =  r  +  -4'  +  -*r  + +  --'iC«-0 (5), 

dans  laquelle  les  quantités  T,  J',  T,  etc.  seront  des  fonctions 

connues  de  X',  X" ,  lesquelles  auront  la  propriété  d'être 

invariables  par  les  échanges  simultanées  de  X'  en  X",  X"  en 
X- XC»)enX(*). 


(*;  Eo  cfif t  ,  pour  le  sixième  degré ,   m  =  3  x  a ,  et  on  a  ,  à  cause 


Digitized  by 


Google 


rgS  ANALYSE 

Coni^aîswnt  {*»,  t,  {',  etc. ,  on  aura ,  cotume  ôii  l'a  t« 
ci-dessus , 

^,  _  \/6^+ \/ê'+ Ç/è' +  etc. 
n 

X,  _  Vé^+*''''\/f^c^'vr^ %te.< çg^^ 

^  1 

X'"  =  V^^"+'>""V^+g^V/^'+  etc. 

^c. 

^,  ^i  r  >^c«  ëtant  avec  Tviuté,  les  racine  de  réquatiod 

^»  —  1  =  o , 
et  on  a  toujours 

^é^~X'+X\  .  .+XW=x'+*"+:c'". .  .+xC«)  =  A....(7). 

Mais  X)n  nt  connaît  par  là  que  les  quantités  X',  X*,  X'",  etc.  ; 
pour  achever  la  résolution  de  Téquation  proposée  en  x ,  il 
faut  encore  tirer  les  valeurs  de  ses  racines  x\  x",  x"\  etc. 
de  celles  de  X',  X",  X'",  etc.  A  cet  effet,  on  regardera  les  p 

de  m  =36» 

t  =  a/  -f  **"  -h  9^x''  ^  «'xi^  -h  «4x^  +  A»*'»  ; 
u^ais  «t*  =  |«,  «4  ea>  A ,  «6  ES  ^a^  ^B  obscTram  qoe  nés  3  $  donc 

coxuéqoemment  ^ 

X'  t^  x'  H-  x»% 

d'où  résaUcnt  * 

t  «  X'  -4-  aX"  +  éStr, 

*c  =  X*+*X'  +  «*X% 
*«t  =  X»-f*X'^+,*'X'; 

donc  Oy  (At)^f  («'0^  Dc  différeront  qnc  par  Ica  échanges  simalunëes  de  X^ 
en  X^  X-  en  X*'. 
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nicines  a/,  x^*'^%  acC**^0  qui  composent  k  valeur  d#  X% 
cx>inme  étant  les  racmes  d'une  équation  du  p'^^  degré ,  et 
qui  sera  de  cette,  forme , 

x^  —  X'af-^+  Axr^  —  fixi^  +  fxf^ -^  etc.  =  o, 

dans  laquelle  les  coefilciens  ^,  f^,  f,  etc.  seront  inconnus;  mais 
<x>nime  cette  équation  est  censée  renfenuer  p  des  m  racines  de 
la  proposée 

x*  —  Ax*^'  +  Bx*^*  -^  Cx»»-^  +  etc.  =  o  , 

où  m=inp  i  elle  deyra  être  un  divbeur  de  celle-ci  ;  par  con-> 
séquent ,  il  n*y  anfa  qu'à  fair»  la  division  ordinaire  ,  en  snp* 
posant  nuls  les  termes  affectés'  de  x^^,  x''^,  etc.  dans  le 
reste.  On  aura ,  par  ce  moyen  y  p  équations  en  X',  ^,  f^y  etc. 
dont  les  p  —  1  premières  donneront  les  valeurs  àe  x,  f^,  etc.. 
en  X'  par  des  équations  linéaires.  Ainsi  X'  étant  connu ,  on 
aura  a^  /«,  etc.,  et  il  ne 's'agira  plus  que  de  résoudre  cette 
équation  do  degré  p.  De  même ,  en  substituant  X'  à  la  place 
àe  X',  on  a^a  l'équation  qui  donnera  x%  x^»^),  etc. ,  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  par  U  que  cette  méthode  revient  à  décomposer  l'équa-* 
lion  du  degré  mz=znpt  en  n  équations  ,  chapune  du  degré  p. 

Cherchons  maintenant  le  degré  de  Féquation  d'où  depen-* 
dront  les  coefEciens  de  l'équation  en  i  dont  i\  i^,  etc.  sont 
les  racines. 

hes  quantités  {',  T,  etc.  seront^  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
les  racines  d'une  équation  en  %  du  d^é  n  — -  i  ^  dont  les  coefil- 
ciens dépendront  encore  d'une  équation  du  degré  1.2...  (/i — a), 
parce  que  ces  coefiiciens^  que  noua  désignerons  encore  par 
M,  N,  etc. ,  seront  des  fonctions  de  X',  X',  X"',  etc.  suscep- 
tibles d'autant  de  valeurs  différentes  M',  M',  etc. ,  N',  N",  etc.  , 
«pi'il  y  aura  de  permutations  entre  les  n  —  a  quantités  X'", 
X'^. . .  .X^O  -,  donc  Ces  équations  en  M ,  N,  etc. ,  chacune  du 
degré  i.fl...(/i — a),  auront  pour  cdeffidens  des  fonctions 
invariables  de  ceux  de  l'équation  en  X  dont  X',  X",^  etc. 
aéraient  les  racines  :  or  ces  coeflici«i»  de  l'équation  en  X,  ne  sont 


Digitized  by 


Google 


200  ANALYSE 

pas  connus  ;  il  n'y  a  que  ceux  de  Téquation  donnée  qui  le 
soient  :  il  s*agit  donc  de  voir  comment  ceux-là  pourront  dépendre 
de  ceux-ci. 

Imaginons  qu'on  ^it  substitué  pour  X.\7C,  etc. ,  leurs  valeurs 
en  x',  x'\  x'^\  etc.  :  les  coeiEciens  dont  il  s'agit  deviendront  des 
fonctions  connues  de  ces  racines ,  et  pour  trouver  le»  équations 
d'où  ces  fonctions  dépendent ,  la  difficulté  se  réduira  à  chei> 
cher  de  combien  de  valeurs  diff*érentes  ces  fonctions  seront 
susceptibles,  par  toutes  les  pomutatioiis  possibles  entre  x\ 
07",  x'"....xC'"). 

Le  nombre  total  des  permu);ations  entre  ces  m  racines ,  est 
1 .  a . . . .  m  ',  mais  s'il  y  a  de  ces  permutations  qui  ne  produisent 
aucun  changement  dans  les  fonctions  dont  il  s'agit ,  il  faudra 
diviser  le  nombre  total  des  permutations  par  celui  de  ces  permu- 
tations, parce  que  ces  nombres  depermutations  nes'ajoutentpas^ 
mais  se  multiplient.  "^ 

Ôr  les  racines  x',  x^"**"*) ....  xC"»""^0  dont  la  somme  est  X' , 
et  qui  sont  au  nombre  de  p,  à  cause  de  m=  np ,  sont  suscep-" 

tibles  de  i.a p  permutations;  mais  comme   ces  racines 

entrent  dans  X'  sous  une  forme  invariable ,  leurs  permutations 
ne  produisent  aucun  changement  dans  la  valeur  de  X'  :  on  auri 
donc  d'abord  le  diviseur  i .  2 . . ,  .p. 

L'expression  de  X"  étant  dans  le  même  cas ,  donnera  de  nou- 
veau le  diviseur  1.2 p  :  donc  les  deux  fonctions  X',  X' 

donneront    le    diviseur    (1.2 P  )*•    Les    n    fonctions 

X',  X'' XC*»)  donneront,  par  conséquent,  le  diviseur 

(1.2.3... ..p)«. 

Comme  les  coefficiens  de  l'équation  en  X ,  sont  des  fonctions 
invariables  des  n  racines  X',  X". . .  .X^"),  qui  sont  susceptibles 
en  elles-meme§  de  1.2 n  permutations ,  lesquelles  ré- 
pondent à  d'autres  permutations  de  x'y  x",  etc. ,  on  aura  encore 
le  diviseur  1.2 n. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  coefficiens  de  cette  équation 
en  X,  regardés  comme  des  fonctions  des  m  racines  x\  ,  .x^'% 
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ne  seront  susceptibles  que  de r,  \  '      '/' -^ rr  valeurs 

'^  ^  i.2.3.4...n(i.a.3...p)'» 

différentes  ,  et   ne    dépendront  que    d'une    équation  de    ce 

degré. 

Ainsi  ^  les  coefficiens  M^  N^  etc.  de  l'équation  du  degré 

1.2.3 (i»  —  a),  qui  sont   des  fonctions  rationnelles  de 

ceux  de  l'équation  en  X ,  dépendront  d'une  équation  de  ce 
degré. 

En  donnant ,  comme  ci-dessus  ,  à  ces  coefficiens  M,  N,  etc. , 
toutes  le»  valeurs  qui  répondent  aux  racine^  de  cette  dernière 
équation^  et  multipliant  Tune  par  fautif  toutes  les  équations 
résultantes ,  on  aura  enfin  une  équation  du  degré 

i.a.3 m  ..  iT  ,  N 

X  i.a.3 .(71  — a) 


i.a i»(i.a.3 p) 

1.3.3. 


(n—  i)/i  (i.a.3..  ..p)" 


ce  sera  l'équation  d'où  dépendront  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion en  Ç  du  degré  n  —  i  ,  dont  les  racines  seront  Ç',  1*,  etc. 
C'est  donc  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que  se 
réduira ,  en  dernière  analyse  ^  celle  de  la  proposée. 

Soient  m=:4>'»  =  a,p  =  a*,  on  aura 

Pour  m=:G,n  =  a,  p=3,  on. aura 

1. a. 5.4.5. 6  _ 
"aCi.a.3)-     —  '''' 

et  si  on  fait  /i  =  3 ,  p  ==  a ,  on  aura 


1.3. 3. 4. 5. G  p, 

3.3.(1.3)3  ^  —  '^' 


et  ainsi  des  autres* 
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55.  Passons  aux  applicationâ  qui  éclairciront  ce  qui  précède. 

Pour  réquation  du  second  degré 

oc^  —  Ax  +  B  =  G, 

on  a  m  =  s,  nombre  premier.  Prenant  pour«ime  racine  de 
réquation 

y  —  1  —O/ 
on  posera 

t  =  a/  +  mx\ 
d'où 

é  =  «•  =  a/*  +  x'»  +  flmsfjf, 

à  cause  de  «*=  i  :  donc 

f  =  20:^0:''  =  aB  : 

or  réquation  jf^  —  1  =  o  âonne 

Pour  #1  =  1 ,  la  valeur  de  I  devient 
,     ^  =  x^*  +  x"*  +  iw/x'  =  <x'  +  x')»  =  A*  r 

pour  «  z=  —  i ,  la  formule 

é  =  A"*  +  (  «  —  1  )  l'  4-  etc. 

donne 

é^  =  A*  —  aÇ'  =  A*  —  4B. 

Ainsi  les  deux,  racines 


l/â*  +  V/^  4-  etc.        A  +  I/A*  —  4B 

X    = = -1 

m  â 


»  _  l/**+«"^V«'+etc        A—  j/A*— 4B 

771.  a 

Soit  maintenant  Téquation  générale  du  troisième  degré 
x3— .Ax*  +  Bx— .0  =  0, 
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ayant  pour  racine,  x',  x"y  x'"  :  on  a  ici  m  =3e  3 ,  nombre 
premier  :  la  fonction  t  sera  donc ,  en  prenant  pour  <e  ùno 
racine  de  Téquation  y^ —  i  s=o  , 

et  la  fonction  l  =  t^  sera,  à  cause  de  «''t=  i  , 

•  =  f  +  ^'  +  --f , 

où  Ton  aura 

Ço  =  x'3  +  a:'3  ^.  ^''3  ^  Gx'jrV", 

f  =  3  (i' V  +  x"*jî'  +x"'*a:0. 

Les  quantités  Ç',  J"  «ont  les  racines  d*utie  équation  du  degré 
m  —  1  =  a ,  dont  les  coeHiciexis  dépendent  d'une  équation 
du  degré  ;  .a.  • .  ...(m — a)  =  i  ,  et  sont  par  conséquent  des 
fonctions  inyariables  de  A ,  B ,  C.  On  aura  donc  Téquation 

où  M=  ^  +  ^">  N  =  ^^"  sont  des  fonctions  invariaUes  da 

En  effet ,  on  trouve  (chap.  YII), 

M  =  3AB  —  gC  , 

N  =  9B3  4-  (A3— 6i«)  C  4-  8iC*: 

résolvant  donc  Véquation  du  seoond  degré  ci-dessus ,  après 
avoir  remplacé  M  et  N  par  leurs  valeurs  en  A ,  B ,  C ,  on 
aura  les  deux  racines  |',  ^  qu'on  portera  dans  la  formule  (i), 
puis  faisant /n= 3  I  et  substituant  pour  «  lek  deux  racines 
de  l'équation 

y  +  ^  +  ^  =r  o  > 
on  aura  ainsi  les  valeurs  de  *'  et  é",  et  conséquemment 
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3  i  l      ■"  3 

3  I  ^x  _  g 

à  cause  de  ff  =  •* ,  d'où  ff*  =  •  ;  les   deux  quantités  «  et  C 
étant  les  racines  de  l'équation 

y*  "h  y  +  i  =  o, 
laquelle  donne 


Mais  on  peut  avoir  des  expressions  plus  simples  des  racine» 
x',  x",  asf"  par  le  moyen  de  l'équation  (3)  en  < ,  savoir , 

»•  —  T«  +  U  =  o, 

où  T  =  »'  +  «',  U  =  f«'.  Or  de  la  formule  »  =  f+«f 
•^■••|'+ etc.  ,  on  déduit 

♦•  =  f  +    f  +  r  =  A', 

»'  =  r  +  -r  +  -r. 

«•  =  f  +  Cf  +  ff , 
et  de  là 

'  «»  4-  »'  4-  «•  =  Zl", 

OU 

T  =  r  +  é*  =  3f  —  ••  =  3f  —  A3; 
mais  d'ailleurs, 

f  =  A3  —  f  '  —  f  =  A»  —  M  ; 
donc 

T  =  ûA*»  —  3M: 
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en  inultipliant  It  par  é",  et  tenant  compte  de  Ç'Ç'  =  N ,  on 
trouve 

u  ^if  =  f  *-  ^  (f +f  )  -  rr + fv+  r 

=  (A3  — M)*—  (A3  — M)  M  —  N  -f.  M*—  aN 
=  A«  —  3MA3  ^.5  (M*—  N); 

donc  par  la  substitution  pour  M  et  N  des  valeurs  en  A  ^  B  ^ 
C  trouvées  ci-dessns  ^  on  a 

T  =  2A3  —  gAB  +  fl7C , 

U  =  A«—  gA^B  +  ayA^B*-  ayB^  =  (A*  — SB)', 

les  deux  racines  de  l'équation  en  #  j  étant  prises  pour  ¥  et  é% 
«t  substituées  dans  les  expressions  précédentes  de  j/,  x*',  a:*, 
pn  aura  la  résolution  la  plus   simple  de  Téquation  du  troi- 
sième degré. 
Venons  à  l'équation  du  quatrième  degré ,  représentée  par 

X*  —  Ax3  _f.  Bx*  —  Cx  +'  D  =  G  ; 

comme  on  a  ici  m =4=  ^  •  2 ,  on  fera  /i  =  a ,  et  on  prendra 
pour  «  une  racine  de  l'équation  y^ —  1  =0,  ensorte  que 
«'=1.  On  fera  ainsi  ^  d'après  la  formule  (4)  > 

t  =  X'  +  ^X',    X'  =  x'  +  od'\    X*  =  x"  +  X»'; 

de  là  on  aura^  en  vertu  de  la  formule  (5) , 

$  =  t^=Ç-+M^    et    Ç*  =  X'-+  X'S    f  =  aX'XV 

Ainsi  réqnation  en  ^  dont  ^'  est  racine ,  ne  sera  que  du  degré 
n  —  1  =a  —  1  =  1, et  ses  coefficient  ne  dépendront  que  d'une 

équation  du  degré  '  ■  :=  3.  De  sorte  que  l'on  aura  en  Ç' 

une  équation  du  troisième  degré,  telle  que 

|'3  _  MÇ'»  +  Nf  —  P  =  0. 

Les  racines  de  cette  équation  seront  dues  aux  permutations 
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cle  odf  x^y  s!'\  x^^  qui  donneront  des  valeurs  différentes  de 

f  =  aX'X'  =  ix'+  x'")  (x'  +  x^^y.  ^ 

Or  il  est  facile  deiToîr  que  èes  valeurs  difitiérentes  oe  seront 
que  lea  tiois  suivantes  : 

a  (jt'+jc"')  (x"  +  X'''), 

st  (x'  +  x")  (x'"+^*^), 

fl  (x'+x»^)  (x"  +  x'")5 


qu^on  obtient  en  changeant  x^"  en  x"  el:  en  o?^^,  puisque  les 
facteurs  x'  +  x'",  x"  -f-  ^*'  50nt  invariables  par  les  change- 
mens  de  x'  en  x'"  et  de  x"  en  x'^,  et  qu'il  faut  rejeter  les 
permutations  qui  changeraient  Tun  de  oes  facteurs  dans  Tautre. 
D'après  ces  racines ,  on  pourra  former  les  coefBoiens  M  et  N 
et  P  qni  se  trouveront  exprimés  par  des  fonctions  invariables 
de  x',  x',  x"',  x*^ ,  et  conséquemment  déterminables  en  A  y 
E,  C,D. 

Pour  faciliter  cette  recherche,  nous  remarquerons  que  par 
Véquation  proposée,  on  a 

B  =  x^x'+xV+x^x^'^-  xV+x^x'^+x^'x*^ 
=  (  x'  +  x"0  (  «"  +  x*0  +  a:V"  +  xV\ 
=  (x'+x*'  )  (x^''+x'^)  +  xV  +x"V^ 

d*où  il  suit  que  si  on  désigne  par  u  l'inconnue  d'une  équa* 
tion  qui  aurait  pour  racines  ces  trois  quantités , 

xV"  +  x"x>^      xV  +  a:'"x«%      xV^+  xV. 

on  aura 

^  =  aB  —  sm. 

L'équation  en  ^  se  transformera  donc  en 

u'  —  Ru*  +  Su  —  T  =  o , 
et  on  aura 

R  =^xV''+  ^''x»^+  a^x''+  x'"x^'+  x'x»^+  xV"  =  B. 
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ifoiu  arons  bronre  (53)  pour  la  somma  des  prodniti  deux  à 
deux  des  trois  racines  u ,  que  nous  avoas  désignée  par  S  , 

S=(x'4-x"4<i/'-Hx'')(x'x'x*-|-«'a;V''+a/xrr'»-f-a:''x*x'0 
— 4r'xV"x'» 

=AC— 4D: 

la  somme  des  produits  des  trois  mêmes  racines» est  (ù2em) 

T=(x'»-hc'»+x""'+x"*)  x'xV'x" 

-Kx'xV"+x'x'x"+x'x"'x'»+xV"x"')« 
— flx'xV"x"(x^x*+x'x"'4-x'x"'+xV"+x'x"+x^x'0 
s=D  (y4-x*»-+Œ"'»+x")''— aDB+C 
=D  CA»-aB) — aDB  4- <?= D  (A»— 4B)  +  C«  ; 

ensorte  que  l'équation  en  u  devient 

tt3^Bu*+ (AC— 4D)u— (A»— 4B)D— C'  =  o. 

Soit  u'  une  des  racines ,  on  aura 

I'  =x  aB  —  2u'  ; 

mais  en  fusant  n:=aet  «  =  — i,on  aura 

if  =  f  —  Ç'  =  (  X'»  +  X')«—  I'— f  =  A«—  sf  ; 

yrsA"  — 4B-f,^, 
çt  enfin ,  d'après  les  formules  (6)  et  (7)  , 

X'  =  ^-^V^      x"  =  -^-*^''. 

Maintenant  comme 

X'  =  x'  +  x", 

on  pent  regarder  j/,  x"  comme  les  deux  racines  de  l'équationr 
dn  second  degré 

x*  —  X'x  -+•  A  =  o  ; 

^  pour  ayoir  > ,  il^  n'y  aura  qu'à  diviser  l' jqu^tion  proposée 
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du  quatrième  degré  par  celle-ci;  le  premier  ferme  da  reste 

égalé  à  zéro  ,  donnera 

_  X^—  AX^* -f  BX'—  C 
^—       '■       flX'  — A  • 

Aiilsi  en  résolvant  l'équation  du  second  degré ,  on  aura 


€t  comme 


X"  =  x"  +  x»% 


on  aura  les  racines  x**,  a:*%  en  changeant  dans  ces  exprès-* 
fiions  X^  en  X'',  ce  qui  n'exige  que  le  changement  du  signe 
du  radical  {/i^. 

Cette  solution^  dit  Lagrange^  revient  à  celle  de  Descartes, 
dans  laquelle  on  résout  l'équation  du  quatrième  degré  en  deux 
du  deuxième  ^  moyennant  une  du  troisième. 

On  peut  substituer  d'abord ,  en  place  de  u  ^    sa  valeur 

é  —  A*  +  i{B 

^ — —^  ce  qui  donnera  une   équation    du    troisième 

4 
degré  et  eomplette  en  é^dont  les  coelEciens  seront  en  A , 
B,  Cet  D,  et.  dont  ^  sera  une  racine  quelconque  à  volonté  ; 
mais  en  employant  ses  trois  racines  ,  on  peut  obtenir  tout 
d'un  coup  les  quatre  racines  x\  x",  xl*\  x*'  ;  car  en  faisant 
«  =  —  1 ,  on  a 

«  =  x^  +  x'"  —  x"  —  x»% 

et  conséquemment , 

*  =  ^  =  (x'  +  x'"  —  x"  —  x»^)% 

expression  qui  n'est  susceptible  que  de  trois  valeurs  difTé*-^ 
rentes , 

(  x'  +  X*  —  x"  —  x»^  )* , 

(x'  +  x"  —  x"  —  x'^y  , 
(x'  +x»^—  x"  —  x*/. 
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en  les  désignant  par  ((,  »',  (T  qui  seront  les  trois  racines  de 
l'équation  en  4 ,  on  aura 

a:'  4-  x"  —  a:'  —  x"  =  y/t', 

x'  4-  x'  —  X»  —  X"  =  ye, 

a/  4-  X"—  X*  —  x*  =  \/t'\      . 
ces  trois  équations  jointes  i  celle-ci , 

a/  4-  X*  +  V  +  *"  =  A ,    , 

valeur  de  t  qui  répond  à  «  =  i ,  serviront  à  déterminer  cha- 
cune d«s.  radpe»  x',  x*,  x*,  x",  et  on  trouvera 

«._  ^  , 

*  -  4  ' 

_  A-n/t^-i/^'-t/r 
^  ^  ■  4  "' 

A-^VY-vT^-i/r 

_  ^         . 

Cette  solution ,  la  plus  simple  de  toutes ,  est  due  à  Eulerf 
nous  avons  levé  (53)  l'espèce  d*ambiguité  qu'elle  présente  à 
cause  des  radicaux  carrés  qui  peuvent  être  pris  chacun  en 
plus  et  en  moins. 

On  reCronvera ,  dans  le  treizième  chapitre ,  de  nouvelles  ap- 
plications à  la  résolution  des  équations  binômes. 

56»  Passons  maintenant  à  l'examen  des  racines ,  et  à  l'effet  de 
simplifier  cette  discussion ,  supposons  ^  comme  nous  l'avons  fait 
(5a)  et  (53)  ^  l'équation  débarrassée  de  son  second  terme.  On  a 
promé  (cfaap.  Il)  qu'une  équalion  quelconque  a  toutes  ses  racines 
réelles  jIiMtsque  l'équation  aux  carrés  des  différences  n'a  que 
Se»  ittjp^Otis  de  signes  ;  mais  que  si  elle  contient  seulement 
nne  peimaneiice  >  la  proposée  doit  avoir,  au  moins  ,  doux 
ÉadneÉ^^îataginsdrea  :  c*^t  de  là  que  nous  avons  conclu  (34) 

^4 
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les  e^ditioitt  do  réalité  et  dimagUiariti  àfis  Eaciatt  de  Tt^ 
quation 

a^  —  Ax*  +  Bx  —  Ç  =  o  ; 

en  faisant  A=o,  B==^^  C=a— -9^  cm  trouve  que  la  réalité 
des  trois  racines  de  Téquation 

or'-f-px  +  çsso, 
ert  annoncée  par 

si  Tune  de  ces  inégalités  n*a  pas  lîeu ,  deux  des  raeines  dé 
la  proposée  sont  imaginaires.  On  parvient  aux  mêmes  con- 
clusions en  disputant  les  formules  des  raeines  de  Téquation 
du  troisième  degré. 
Reprenons  donc  les  trois  racines  obtenues  (5a)  ,  savoir. 


3 

Si  p  est  positif,  ou  si  ^  >  -^  dans  le  cas  de  p  négatif,  )# 
4        ^ 

line  \/~ +-^  «ffla  xW!**  «t  çQosfffliaoïmeiit  amai  k 
y   4       117 


racine 
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première  racine  x'\  mais  x"  et  x"  seront  imaginaires,  comme 
il  est  facUe  de  le  déduire  de  la  fonae  même  de  ces  racines. 
£a  eiFet,  si  on  peso 

3 


qh  aura 

=  /(i»4.»>4-A(/tt— n)  k':rô, 

t,l,  m  et  n  «ont  des  quantités  réelles.  Dans  le  cas  de. 


•'!'^';-r' 


^^^^  S»i**^«  wiAe*  iM^ttt  çéeUo»^  et;  W. dei»  denûam 
sont  ^es  entr'ellè^. 

l^^f^k  YiMM%9^  ooeore  réelles  dans  le  cas  où  celles 
4l4fcSWllllMwr^Kî(w4  4^  c'est-à-dipe , 

locaçie  la  quantité  £  -f  ^  qui  se  trouve  sous  le  signe  ra- 

diod,  est  n^^tiye,  et  on   sait,  à  priori ,  qu effectivement 
«#SPièiirf'»arla  conditibn 


?+!<' 


14. 


Digitized  by 


Google 


213  ANALYSE 

suppose  ces  deux-ci , 

Alors  on  peut  poser 


oi  ^    V/a+i»/— 1+  Vu  — iV<— 1 


x"^  (/+ft^/_,)  V/a  +  i»/^ 


+  (/_AV/-i)V/a-Aï/=T, 


0:^=  {,l—k\/—\)\/a^b\/'' 


•t  on  ne  découvre  plus   aussi  facilement  »  d^apràs  Ta  forme 
de  ces  racines  ,   si    elles  sont   toutes    trob  réelles.   En  ad- 

3  , 

mettant  les  développemens  en  série  de  Va  +  ^  V^—  ^    et' 


\a  —  h  v/ — 1  ,  on^trouve  que  les  termes  imaginaires  dis- 
paraissent par  l'opposition  des  signes  dans  la  première  i  et 
que  j  les  multiplications  faites  dans  les  deuiq  iauti:e8  ^  les  ré-, 
sultats  ne  contiennent  plus  que  des  termes  réels  ;  mais  toutes 
trois  sont  alors  données  par  des  suites  infinies  ;  et  conmie  on  n'a 
pu  y  jusqu'ici»  obtenir  ces  racines  sous  une  forme  en  même  temps 
réelle  et  finie  ^  à  moins  d'employer  les  lignes  trigonométriques  , 
comme  on  le  verra  plus  loin  ,  on  a  désigné  cette  circonstance 
sous  le  nom  de  cas  irréductible, 

Nous  examinerons  donc  à  quoi  tient  l'introduction  d'une  ima- 
ginaire dans  ces  racines  qu'on  sait  »  à  priori  y  devoir  être  réellet. 
A  cet  effet ,  nous- reprendrons  l'équation 

x^  +  P^  +  9  =  o  : 

en  supposant  que  af,  x"  et  x"  en  soient  les  trois  racines,^^on:  Huir^i 

x^^a/+x"+a^x^+ixx''+jfx!';+x^x'^x^x'x''x'' 
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d*où  résultent  ces  égalités 

Comme  l'équatioi^  proposée  est  d'un  degré  impair ,  on  est  assuré 
d'arvance  qu'elle  a,  au  moins ,  une  racine  réelle^  et  la  dési- 
gnant par  x",  on  déduira  de 

que  la  somme  a/+  xfde^  deux  autres  racines^  est  aussi  réelle. 
Cette  valeur^  substituée  dans  les  deux  dernières  équations  i 
•donnera 

x*+xV-f-  x'*  =  — p,      xV  (x'4-  x')  =  ly , 

'â*où  il  faudrait  conclure  x^  et  af^  La  dernière  donne 

donc  oixf-txX  aussi  une  quantité  réelle.  Considérons  maintenant 

«f*        n' 
la  qnanôté  ^  +  —  ou   ayc/*  +  ^^ ,    du   signe  de  laquelle 

dépend  le  cas  irréductible  :  si  on  l'exprime  au  moyen  de  x^ 
et  de  â^>  on  trouvera  ;  après  les  réductions  faites  ^  -^ 

?n^  4^4^^  =  —  (  ax'3  —  flx''^  +  Sx'^x"  —  3xV*)% 
d'or" 

|/_(a7i^4-4p3)  =  ax'3  _  ax'^  +  Sx^'x"  —  3x V 
»  »  =(x'— x')(a^*+aJt:''*+5xVy 

=  (x^— x'')  [a  (x'+ x'r 4- x^x^. 

Or  les  df  ux  quantités  x'  +  x*  et  x'x"  sont  réelles ,  comme 
on  Vadéfàyu  ;  donc  ,  pour  que  la  différence  x' — x^  soit  réelle* 
il  faut  que  la  quantité  (  a7<7*  +  ip^  )  soit  négative ,  ce  qui 
est  le  Ôm  iitéductible  ;  d'où  il  suit  qu'alors  les  deux  autres 
racines  x'  et  x"  seront  aussi  réelles.  Cherchons  maintenant 
k  évaluer  les  racines  x^  et  x"  en  coef&ciens  de  la  proposée  : 


i^ 
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nous  afons  trouvé  réquation 

^out^at  au  premier  mex&hre  «X  JF'x''(x'+jr*),  et  4i«  «e- 
oond  Jfnq^k  couaa  de  l'équatioii  trouvée  pl«  lunt^ 

<;  =  x'x*  (  j:'  +  X*)  , 
on  aura 

x'3_  x"3  +  (1  4-^)  j/^x"  +  (m— i)4i^x'* 

Il  s'agit  de  déterminer  m  par  la  condition  que  le  premier 
men4)ye  devienne  un  cube  paijkit  :  à  cet  effet,  on  k  compa* 
rera  avec 

{mx'—m^xy  =  x'3  —  x"^  —  S^x'-x"  +  3«Vx'% 

m  et  «*  étant  deux  des  trois  racines  cubiques  de  l'unité  , 
savoir , 

—  i-f-l/— S  ,       _,_i/_5 

a  ,  a  ' 

d'où  on  déduit 

On  a  aussi 

(^V  — #r')'  —  «''  —  x"  —  3-Va:'  +  3«rV, 
et  comparaât  «Tee  le  premier  meadm  de  (i),  on  obtient 

3i/— 3 


^         ^         ^^  d'où  ^ 

_i  +  »=3(=;±!±:2) 

On  a  donc  pour  déterminer  x'  et  x^>  les  deux  équation» 


a 
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3  — 

n  reste  donc  à  éliminer  oi  et  x'  entre  les  deux  éqaationt 

mx'  ^a^x'  =  P (q), 

••j/—  *r'  =  Q (3): 

à  cet  effet ,  multipliant  (a)  par  «^,'  et  (3)  par  «^  puis  retrait 
chant  le  premier  produit  du  second,  on  aura 

+=^=?^\/(-r+\/FD= 

puis  multipliant  (a)  par  «,  et  (3)  par  «%  et  retranchant  le 
premier  produit  du  second-,  il  yiendrà 

^aîs  de  4t'+x'+x*t=0,  on  déduit  x''=— (x'+a?*) , 


>^ 
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et  conséquemment , 

^-v/(-^vf^>v/H-\/?^- 

Ces  racines  sont ,  en  écrivant  x'  pour  a^^  x'  pour  j/,  et  x" 
pour  x^y  celles  qu'on  a  précédemment  obtenues  y  et  on  remarque 
que  l'imaginaire  y —  i  8*est  introduite  pour  favoriser  Textrac- 
tioli  de  deux  racines  cubiques ,  et  fournir  deux  fonctions  li« 
néâires  des  racines  ,  qui ,  combinées  avec  ocf  =:  —  (*'  +  Jc"), 
,    servent  à  évaluer  les  trois  racines  de  la  proposée. 

'  On  démontre  encore  ^  comme  il  suit ,  que  les  trois  racines 
seront  réelles  ^  si  p  est  négatif^  et  si,  de  plus^ 

A  cet  effet  j  soit  x'  la  racine  réelle  de  Téquatîon 

a?  ^  px  ^  q  z=z  oi 
on  aura  donc  aussi  > 

a;'^  *4-  px'  -f-  ç  =s  o  ,      d'où      ç  =  —  a/*  —  pjfi 
conséquemment^' 

,  x*  —  a;^ +p  (x-^x')  =  Oj 

et  divisant  par  x  ^^ocf^ 

a:*  +  x^x  +  a:'*  +  P  =  o  > 
qui  renferme  les  deux  autres  racines  de  la  proposée ,  et  donne 

X  =  —  7  ±-  V—{x'^^p. 
Pour  que  ces  deux  valeurs  de  x  soient  réelles ,  on  doit  avoir 

p  <  o    et    Jx'*  =  ou  <  p ,      ou      x'  =;  ou  <  \/^  •    i 
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mais  sî ,  dans  le  second  membre  de 

<7  =  _  a/»  +  px', 

on  écrit  au  lieu  de  x'  la  quantité  \/  ^  >  qui  est  supposée 
égale  ou  plus  grande ,  on  aura 

et,  en  réduisant, 

9  =  o"  <-  §  y^f  ;      donc       i7«  =  ou  <  ^  , 
OU  enfin,  ' 

-f-  =  ou  <  •^. 
4  ^7 

Deux  des  racines  seront  imaginaires  ,  si  Ton  a 

Reprenons  T^ation 

3c^  •+■  P**  4-  ^x  «f-  r  =  o , 
pour  laquelle  on  a  trouTé  (53) , 

r    x'  =iC+  v'«'+  v/u'+  V/«']. 

x*  =  i  C+  l/»'  -  V»'  -  l/»'3, 
X-  =  i  c-  i/u'  +  »/u'  -  Vu-]. 

dans  le  cas  de  q  négatif,  et  . 

x'  =  i  c-  v/u'  +  i/u"  +  i/"'], 
x^  =  1  [+  V"'  —  V^"'  +  V^"'], 
j^'=  î  C+  V»'  +  v/tt*  -  v/u'3. 
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lorsque  q  est  positif^  u',  u",  u"  étant  les  trois  racines  de  la 
réduite  du  troisième  degré, 

u'  +  apu*  +  (p*  —  4^)  u  —  ç*  =  o. 

Si  les  racines  ia\  u"  et  u"  sont  réelles  et  positives ,  il  est  H^ 
sible  que  les  quatre  racines  de  la  proposée  seront  réelles  ;  mais 
si  parmi  les  racines  de  la  réduite  ,  il  y  en  a  de  négatives ,  les 
quatre  racineâ  de  la  proposée  seront  imaginaires  ;  il  faut  ce» 
pendant  en  excepter  le  cas  où  des  trois  racines  réelles  de  la 
réduite ,  l'une  u'  est  positive ,  et  les  autres  1/  et  u"'  sont  néga«* 
tives  et  égales  ;  car  alors  des  quatre  racines  ocf,  x",  x*  et  x*% 
deux  seront  réelles ,  et  les  deux  autres  imaginaires.  Ainsi , 
outre  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines  de  la  ré- 
duite ,  il  faudra  encore  ,  pour  le  premier  cas  ,  suivant  la  règle 
de  Descartes  (  V*  sect  ) ,  que  les  coeffîciens  des  termes  de 
cette  réduite  ,  soient  alternativement  positif  et  négatif  .  et 
que  par  conséquent  on  ait 

p  <  o        et       y  >  4r. 

Si  Tune  de  ces  conditions  manque ,  la  proposée  aura  àes  quatre 
racines  imaginaires  ,  à  moins  qu'on  ne  tombe  dans  le  cas  ci- 
dessus  cité.  Si  la  réduite  n'a  qu'une  seule  racine  réelle  ,  on 
observera  d'abord  qu'à  cause  du  dernier  terme  négatif  de  cette 
réduite,  la  racine  réelle  sera  nécessairement  positive  ;  or  les  deux 
racines  imaginaires  étant  de  la  formeadi&V^ — 1 ,  si  Ton  prend 
u'  pour  la  racine  réelle ,  u"  et  u'^'  pour  les  deux  imaginaires, 
les  deux  racines  x'  et  x"  seront  réelles,  puisque  (cbap.  I*')  , 
[form.  (1)  et  (a)]  \/a+ i  J/— 1  +  \/a  —  A|/— i  est 
une  quantité  réelle  =  x/aa+aV'a^  +i%  et,  qu^au  contraire, 
\/a  +  b  i/— T  —  \/a  —  b  \/^\  est  une  quantité  imagi- 
naire ;  ensorte  que  des  quatre  racines  trouvées  ,  les  deux  pre- 
mières seront  réelles ,  et  les  deux  autres  imaginaires. 

57.  Nous  rapporterons  ici  la  méthode  qui  paraît  avoir  servi 
à  la  première  résolution  des  équations  du  troisième  degré , 
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•C  qM*oâ  appelle  ooatotinftnwnt  médiode  de  Cardan ,  quoi-* 
qu*il  sembî»  »  dit  LagrwigB ,  que  c'eit  de  Hudde  qne  noiu 
la  tenons. 

Toute  équation  du  troisième  degrés  privée  de  son  second 
terme ,  est  de  la  foirme 

a^  -{*  px  +  q  ^=r  o  : 
supposons 

x  =  y  -H  «, 

ce  qui  revient  à*  partager  le  nombre  x  m  deux  parties  j^  et  « , 
dont  Tune  pourra ,  conséquemment ,  être  prise  à  volohté , 
pourvu  que  Tautre  en  soit  le  complément  à  :i;  :  la  substitution 
dans  la  proposée  ,  donnera  la  transformée 

y  +  îjr^  +  3j«f  +  z3  ^  P  (y  +  *)  4-  ?  =  0  ; 

or 

de  sorte  qn*on  aura 

y  +  z'  +  (Syz  +  p)  {y  +  z)  +  ç  =c  o: 

si  maintenant  on  suppose  à  z  une  valeur  telle ,  qu*on  ait 

5yt  +p  =  o........(i), 

il  restera  de  Téquation  précédente , 

y  +  *'  +  ?  =  o (2), 

équatiens  au  moyen  desquelles  on  pourra  évaluer  j^  et  z ,  et 
cozuséquemmeot  x.  De  la  première  on  tire 

substituant  dans  la  seconde  et  réduisant  ,  on  obtient  cette 
équation  du  sixième  degré ,  qu'on  appelle  la  réduite , 


laquelle  ne  contenant  que  (knx  puissances  de  l'inconnue ,  dont 


/  +  ?y-^  =  o. 
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Tiuie  est  donble  de  Taatre ,  est  résoluble  à  la  manière  dè$ 

équations  da  second  degré ,  et  donne  sur-4e-champ 


y—îWi*$- 


et  extrayant  la  racine  cubique , 

mais 

en  mettant  pour  z  sa.  valeur  —  ^  ;  et  d'ailleurs  ^ 


(.\/-iWi+^<\/-î-\/^—î' 


d*où  l'on  déduit 


donc 

3 


'=v/-I+v^  +  v/-I-\/FI' 

expression  où  l'on  voit  que  le  radical  carré  qui  se  trouve  sous 
le  radical  cubique ,  est  pris  en  plus  et  en  moins  ,  ensorte  qu'il 
ne  peut  y  avoir  aucune  ambiguïté.  Soient  m  et  m*  les  deux  racines 
cubigu^  imaginaires  de  l'unité^  et 
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a:  =  .  yX  — . 


fKiV 


3|/a 


j'  =  •  |/ A  V    d'où  Va:  z^  m  y  A  — 


5m  i/A 


mais  à  cause  de 
d^où 


X  =«*j/A  — 


S/A 


3  ^' 


-  =  ••       et       —  =  • , 

les  trois  racines  de  la  proposée^  seront  exprimées  ainsi  qu*il 
snit  : 

x=     V^A+      ï/B, 
x  =  «\/A  +  «VB> 

On  aurait  pu  parvenir  directement  aux  résultats  que  nous 
venons  de  trouver,  en  remarquant  que  les  équations  (j)  et 
(â)  donnent 

/*'  =  — ^>  y  +  *'  =  — ^> 

d'où  Ton  conclut ,  sur-le-champ ,  que  y  et  z^  sont  les  racines  ' 
d'une  équation  du  second  degré  dont  la  première  puissance 
de  l'inconnue  sera  multipliée  par  q ,  et  dont  le  terme  connu 

sera  — -^  :  cette  équation  sera  donc 


< 
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et  nommant  A  et  B  ses  deux  racines ,  on  aura 

jr==  v^A,      z=  4/B, 
A  et  B  ayant  les  mêmes  acceptions  quQ  ci-dçssus.  Or  on  a 


3  î  %  . 

*=^/B,        z  =  m\/B  ,        z  =  «VB , 
â*où  on  croirait  pouvoir  conclure  neuf  racines  ;  mai»  f^qtfatio» 

dont  nous  nayons  employé  que  le  cube  ,  limite  le  nombre  de 
ces  combinaisons  ;  or  de  c^  que  le  produit 

on  conclut  que  les  valeurs  de  z ,  q«*on  doit  combiner  par  voie 

.  s  3  J  J  3  3 

d'addition  avec  J/A ,  ♦^/A ,  «VA,  «ont  l/B  ,  «'VB ,  «V^  , 
en  observant  que  «^  =  i  :  d'où  résultent  les  trois  valeurs  de  x 
trouvées  plus  haut. 

58.  On  peut  aus$i  parvenir  aux  formules  d^  racines  du  qua- 
trième degré ,  d'une  manière  moins  directe  que  celle  qui  a  été 
exposéç  ci-dessus ,  mais  qui ,  d'un  autre  côté ,  a  l'avantage 
d'être  analogue  à  celle  de  Cardan  »  ppur  le  ^oisi^e  degré* 
Soit^  à  cet  effet,  l'équation 

*♦  +  jT**  +  Çff  +  r  =  o , 

on  su^x^*^^ 

X  =  y  +  z  +  t, 

et  on  aura  d'abord 

«•  =  (y+rf  +  l»)  +  1  f^  +  jrt  +  ao. 
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et  carrant  de  notnrean , 

x^  =  (y +»*  +  <•)• 

d'ailleurs , 

Bubstimant  ces  valeurs  de  x ,  x*,  gr^  dans  la  proposée ,  et  ras^ 
semblant  les  termes  qui  se  trouvent  multipliés  par  ^  +  *  +  ^, 
ainsi  que  ceux  qui  ont  pour  facteur  commun  yz -j-  yt -{^  zt , 
on  «mm  la  transformée 

Maintvnânt^  à  l'imitation   de    l'hypothèse  qui  a  réussi  dans 
la  résolution  de  Téquation  du  troisième  degré  ^  nouf  suppo- 


Syzt  +  q  =  o (i),^ 

4(y +**  +  <»)  +iv=o (a), 

et  il  restera  l'équation 

+  4  Cy *•  +  y <•  +  *•  t' )  +  r  =  G. . . . , (3) . 

Av  moyen  des  éqvatioBs  (i),  (a)  et  (3)»  on  déterminera  les 
tvoîj  quantités  y,  z  et  I.  La  seconde  donne  d'abord 

y  +  »•  +  <•  =  -  f  ; 
cette  râleur  substituée  dans  (3)  »  la  change  dans  la  suivante    ^ 

de  plus  ,  la  première  étant  élevée  au  carré  ^  donne 
'^  64 


■^ 
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donc  ,  d'après  la  théorie  générale  de  la  formation  des  équa'-. 
lions ,  les  quantités  j^*,  z*  et  t*  seront  les  racines  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré  de  la  forme 


«•+?"• +(^-9-1 


de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  u\  u"  et  u^  les  trois  rabinet 
de  cette  équation  qu'on  appelle  la  réduite  ,  on  aura 

u',  u"  etu"  n'ayant  pas  ici,  identiquement ^  les  mêmes  valeurs 
que  ci-dessus ,  et  la  valeur  de  x ,  sera  exprimée  par 

V/u'  -H  {/u"  +  i/u". 

Comme  ces  trois  radicaux  peuvent  être  pris  chacun  avec  les 
signes  plus  et  moins,  on  aurait ,  en  faisant  toutes  les 'combi- 
naisons possibles^  et.iiejetafit  celles  qui  se  répètent,  huit  va- 
leurs différentes  de  x.  Mais  il  faut  observer  que,  dans  l'analyse 
précédente ,  nous  avons  employé 


ou  le  carré  de 


il  faudra  donc  que  le  produit  des  trois  quantités  a: ,  y  etz , 
c'est-à-dire,  des  trois  radicaux  \/u',  \/u",  V^u*,  soit  de  signe 
contraire  à  celui  de  la  quantité  q  :  d'où  il  suit , 

1*.  Que  q  étant  une  quantité  négative  dans  la  proposée, 
on  devra  prendre  les  trois  radicaux  en  plus ,  ou  deux  en  moins 
et  un  en  plus ,  ce  qui  ne  donne  que  les  quatre  combinaisons 

x'  =  +  v/'^'  +  V^"  +  \/ur, 
^    x"  =  +  v^u'  _  v/u"  --  ^/w^ 
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qui   seront   coxuéquemxnent  les    quatre    racines  de   la  pro- 
posée.   - 

a*.  Que  q  étant  une  quantité  positive  dans  la  proposée ,  il 
devra  se  trouver  dans  l'expression  de  j: ,  ou  trois  radicaux 
négadfis^  ou  un  négatif  et  deux  positifs,  ce  qui  fournira  les 
quatre  cozDl>inaisons 

x'   =  —  \/u'  —  {/u"  —  }/u''\ 

X»'  =  +   t/ii'  +  t/u"  —  \/u''\ 

Ces  formules  sont  de  même  forme  que  celles   auxquelles  on 
est  parvenu  (56). 

5g.  On  trouve  dans  le  tome  II  des  Annales  Mathématiques  ^ 
une  méthode  fort  simple  pour  la  résolution  de  Téquation 
générale  du  quatrième  degré ,  méthode  due  à  M.  Pilatte , 
professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Angers. 

Reprenons  Téquatlon 

x^  +  px*  -f-  ^x  -f-  r  =  o (A) , 

et  soit  xz=  y  -^  t  :  en  substituant  et  ordonnant  par  rapport 
à  y  ,  û  viendra 


+  P 


y'  +  4t' 

+   9 


y+  tK=o (B). 


Posons 

4ty+i4l^  +  !ipt  +  q)y  =  o (Q: 

l'éqnatioii  (B)  deviendra 

.y<+(€f+P)  >•+(*♦+ pf  +  9*  +  r)  =  o (D)> 

i5 
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mais  l'équation  (C)  délivrée  du  facteur  y,  donne 

substituant  cette  valeur  et  son  carré  dans  (D)^  on  obtient 
la  réduite 

''+?''+(^-î)''-s=° «^ 

c'est-à-dire  ,  sous  l'hypothèse  t^  =  u  , 

»■+^•+(5-?)■'-5=° <«>■ 

réduite  trouvée  (  58  ).  Soient  f,  i\  r,  —  t',  —  t\  —f\e% 
six  racines  de  (F)  ;  celles  de  (G)  seront  t'*,  t"*,  /*%  et  on 
aura 

a       /  b4 

d'où 

8  =  ^'^"'"' 

en   observant  que  q   étant  positif  dans  la  proposée ,  ^  doit 

être  positif.  Ainsi  lorsqu'on  prendra  la  racine  t',  par  exemple  , 
avec  le  signe  plus,  il  faudra  prendre  sous  un  même  signe  chacune 
des  deux  autres  <"  et  f^  et  lorsqu'on  prendra  i  avee  le  signe 
moins ,  il  faudra  prendre  f  et  f  avec  des  signes  contraires  ; 
d'où  il  résulte  qu'en  changeant,  d'abord  i  en ^4"''  ^*°*  (^)  • 
on  aura 

y  =  _  t'-  + 1"+ 1"*4-  f"*  —  2î^  =  (r—  r)\ 
d'où 

et  qu'en  changeant  t  ea  ^f,  on  aura 
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<roù 

reportant  les  deux  premières  valeurs  dans  la  relation  x==y+(, 
en  j  changeant  t  en  -(- 1',  on  trouve 

X  =  f  -f  f  —  V", 
X  =  f  —  t"  +  f  "  : 
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60,  Euler  ,  conduit  par  la  forme  des  racines  des  second  et 
troisième  degrés  ,  dans  les  équations  sans  second  terme, 
racines  qui  sont  de  la  forme 

3  3 

conjectura  que  celles  du  quatrième ,    du  cinquième   degré  , 
enfin  du  degré  m,  seraient 

X  z=:  \/a  +  \/b  +  v/c, 


X  =  j/a  +  V/*  +  V'*^  +  V'^  +  etc.   . 

le  nombre  des  radicaux  étant  m —  1.  Mais  les  difficultés  qu*H 
rencontra  dans  Téquation  du  cinquième  degré ,  lui  firent  mo- 
difier la  forme  précédente  ,  et  adopter  la  loi  suivante ,  à  com- 
mencer du  second  degré  jusqu'au  degré  m  , 

5  5'  4  4  4 


les   quantités  a  ,    i  ,  c k    étant  indéterminées    et  en 

nombre  m —  1.  Si  Ton  suppose 

ih 

|/u  =  j' ,       d'où     ^"»  —  u  =  o (M) , 

on  aura 

x  =  ay  ^by^  +  cy^  +  dy^  ^ +  ky"^'' (IV) . 

Si  l'on  élimine  y  entre  ces  deux  équations  ,  i*.  l'équation 
finale  ne  montera  qu'au  degré  m  \  2**.  elle  n'aura  point  de 
second  terme.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  ce  procédé 
d'élimination  sur  lequel  on  peut  d'aillem^  consulter  V Algèbre 
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ie  BezoïU  ,  posons  les  deux  cquatioiis 

y  —  li  =  o (0, 

by^  +  ay  —,  a;  =  o (a)  : 

pour  éliminer  y  »  ]e  multiplie  la  dernière  par  y  ,  et  mettant 
pour  y^  sa  valeur  déduite  de  la  première  ,  j'ai 

ay^  — *•  xy  +  bu  =  o (3)  : 

je  multiplie  ^e  même  celle-ci  par  y  y  et  remplaçant  y^  par  zx, 
il  vient  .  . 

xy^  —  buy  —  au  =  o (4). 

Des  deux  équations  (2)  et  (3)  ,  je. déduis  ,  suiyant  la  méthode 
des  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues \,  les  valeurs 
de  y*  et  de  y  que  je  substitue  dans  (4)  ,  et  il  vient ,  après  les 
réductions , 

x^  —  Zabux  —  u  (0^  +  6')=  o, 

équation  du  troisième  degré  ,  sans  second  terme.  On  voit 
qu'après  avoir  éliminé  ^  entre  les  équations  (2)  et  (3) ,  ^  ne 
renfermera  x  qu'à  la  première  puissance  ,  ensorte  que  danj 
y^  entrera  ar* ,  et  la  substitution  pour  y*  et  pour  y  dans  (4) , 
donnera  un  polynôme  du  troisième  degré  en  o:  :  ce  raisonne* 
ment  est  facile  à  généraliser. 

On  observera  encore  qu'en  comparant  le  résultat  de  l'élî- 
mination  de  y  ^  entre  les  équations  (i)  et  (â),  avec  une 
équation  donnée  du  troisième  degré  ,  sans  second  terme  y  on 
n*aura  pour  évaluer  les  trois  indéterminées  a,  b  eXu,  que  deux 
équations  :  on  pourra  donc  disposer  de  u ,  qu'on  pourra  faire 
=  1.  Dani  cette  hypothèse^,  on  tombe  sur  lej  équations 
auxiliaires 

y  ^   1  =  o,       X  =  ay  +  by\ 

H  reste  à  faire  voir  que  l'équation  finale  sera  sans  second 
terme.  A  cet  effet,  désignons  par  «,  ^  1  y ,  J^,  les  quatre  racines , 
autres  que  l'unité  ,  de  l'équation 

/  _  i  =  o. 
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cnsorte  que ,  pour  Téquation  du  cinquième  degré ,  les  cinqf 
expressions 

y=  Vu 
seront 

s  ff  ff  I  s 

y=V^f  y=^V^>  y=^V^y  yr^W^»  y=i'V^ 

et  les  cinq  racines 

/ 

«  5  S  « 

X  =  a  \/u  4-  b  \/u*  +  c  V^u'  +  d  |/u< , 

deviendront 

s  f  s  c 

s  s  s  s 

X  •=z  a»  Vu  +  bm*  V^u*  4.  c«^  v/u^  4-  d*<  V^^* 

a?  =  aC  v^tt  4.  K*  {/u*  -(.  cC^  j/u'  4  dff*  »/ii^ 

5  5  s  s 

X  =  ûy  V/a  4-  6y*  |/ii»  4-  cy^  \/u*  +  dy^  V^> 

X  z=i  ai^V^  +  6c^»  V^^  4.  cJ^  v/u3  ^  ^i  j/„4. 

mais  en  désignant  par  «-  la  somme  des  premières  puissance» 
des  racines^  on  a 

••=  (1  +  •  4  C  4.y  4.  J^)  av'tt 

+  (  1  4.  ^*  +  C*  4-  y*  4-  J"*)  6  (/"* 
+  (1  4  ^3  ^  f3  ^  yi  ^  jMj  ^  j^j^ 

4.  (  I  4.  ^4  +  C4  4  y4  4.  ^)  d  V^. 

or  (47)  les  coefiiciens  entre  parenthèses  sont  nuls  ;  conséquem- 
ment  9-  •=.  o\  donc  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équar- 
tion  finale  en  x,  est  nul ,  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 
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CEIAPITRE  XI. 

Hésobuionpar  les  lignes  trigonométriques  des  équations 
x"=Fa"=o,    X*"*— 3px"H-q=o: 

Construction  des  racines  de  ces  équations. 


)l  .Oo 


IT  d'abord  l'équation  binôme 

x^  zp  û"  =  o  : 

si  on  pose  x^=:ay,  on  aura 

Qtnym  z^  a^  ^=z  o ,      d'où      ^"*  rp  X  =  o. 

Ainsi  la  résolution  de  l'équation  x*"  zp  a"*  est  réduite  à  celle 
de  j^  qi  i  =  o ,  et  on  repassera  des  racines  de  celle-ci  aux 
racines  de  la  première  ^  en  multipliant  chaque  racine  y 
par  a. 

^ous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  résolution  trigono- 
métrique  de  l'équation  y"*  qp  i  =  o  ,  nous  réservant  de  don- 
ner dans  Tun  des  chapitres  suivans  y  la  résolution  algébrique 
de  l'équation  y*  —  1=0. 

6s.  Nous  démontrerons  d'abord  ce  théorème  fondamental , 

(cos  ^  zhsin  ^.  v^ — 1)"*=  (cos  mf  dz  sin  mp.  ^ —  i  ) , 

Wi  étant  un  nombre  quelconque ,  et  le  rayon  étant  l'unité  : 
mais  d'abord  nous  l'établirons  pour  m  ^  nombre  entier  ^  et 
nom  le  généraliserons  ensuite. 

1^  Si  l'on  multiplie  ensemble  deux  facteiirs  tels  que 

cos  f  if-  sin^.  V/—  1  i      cos  ^'  -f" ^^^  ^' •  V —  *  > 
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on  aura  pour  produit,  après  Jes  réductions , 

cos  iç+(p')  +  sin((p  +  (p')V—  i> 

lequel  est  de  même  forme  que  chacun  des  facteurs;  il  est 
remarquable  que  la  multiplication  de  ces  sortes  de  quantités  , 
s'exécute  en  ajoutant  seulement  les  arcs  ,  ce  qui  est  une 
propriété  analogue  à  celle  des  logarithmes.  On  en  conclura 
successivement 

(  cos  ^  4-  *^°  ^-  V —  1  )*  =  cos  a^  +  sin  a/p,  V/—  i , 

.  (  cos  ^  +  sin  f .  v/ —  1  )^  =  cos  3^  +  sin  3^.  v/ —  i  , 

(  cos  ^  +  sin  ç,  y/—*  1  )*  =  cos  4^  +  sin  4^.  |/ —  i  , 

et  >  en  général ,  m  étant  un  nombre  entier  positif  ^  il  sera 
démontré  que 

(  cos  ç  +  sin  ^.|/—  i)"*  =  cos  mp  -|-  sin  Tnp,  l/ —  i  , 

et  en  prenant  |/ —  i  ayec  le  signe  — ,  on  aura  cette  for- 
mule conjuguée , 

(cos  ^  —  sin  f  .l/—  1  )"*  =  CQs^  m^  —  sin  mf.  V^—  i. 

a*.  Pour  généraliser,  soit    • 

cos  ^  4- sin  ^«l/ —  i=/(f)# 
f  désignant  fonction  de  ;  on  aura 

cos  t  +  sin  ^V>'—  i  =/(t)  ; 
mab  le  produit  des  deux  premiers  membres ,  étant 
cos  ((p  +  t)  +  sin  ((p  +  /).v/_i, 

c'est-à-dire  ,  composé  en  f  +  ^>  de  la  même  manière  que 
Tun  des  facteurs  Test  en  ^  ou  en  t ,  on  aura  nécessairement 

cos(^  +  e)  +  sin  ((p  +  O-l/— 1  =/(<P  +0> 
c'est-à-dire,  ' 

/(f)x/(0  =/(*  +  «) . 
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équation  de  déEnition  dés  fonctions  exponentielles  :  d'où  l'on  ^ 
conclut  que  /*(f)  et  fÇt)  sont  de  telles  fonctions ,  et  qu'on  a 

.  /(f)  =  fl*..  /(0  =  û', 

ç'eit-à-dire , 

cos  ^  +  sin  ^.V^ —  1  =  a^ 

Maintenant  il  nous  est  facile  de  déduire  de  là  le  théorème 
de  Moivre^  m  étant  un  nombre  quelconque.  En  effet,  soit 
qu'on  élève  a^  à  la  puissance  m  >  ou  qu'on  écrive  m^  potir  ç , 
on  obtient  toujours  a""*  :  qu'pn  opère  de  l'une  et  de  l'autre 
manière  sur  le  premier  membre  de  l'identité  précédente ,  et  on 
obtiendra  les  deux  suivantes , 

(  cos  f  +  sin  ç.  V/ —  i)"*  =  a'"^ 

cos  mç  +  sin  m^.j/ —  i  ==  a^^, 

qui ,  en  tenant  compte  du  double  signe  .du  radical ,  donnent 
celle-ci 

(cosf  ±:sin^.V/ —  1  )"»  =  cos  mç  ib  sinm^.V/ —  i (i)- 

Soit  mf  =  f\  d'où  ^  =  —  :  on  aura  , 

m 

cos— diam— .\/ — ij   =cos  f'ihsin^'.V^ —  i, 
et  conséquemment , 

cos  —  ±:  sin  — .  1/ —  1  =  (cos  ©'  ±:  sin  f'.  i/ —  1)"» (2). 

De  la  formule  (i)  ,  on  peut  déduire  sur-le-champ  les  deux 
suivantes  , 

a  cos  m?  =  (cosf -f-sinf .  ^/ — i)"*-f-(cos  (p — sin p,  ^/— 1)«, 
2  sin  mç.  v/— i=(cosf-f-sin^«  ^ — i)"*— (cos  ^— sin  (p,\/ — 1)". 

€3,  Ces  préliminaires  établis,  soit  l'équation  proposée 
x"  —  1  =  G  : 
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$ï  Von  observe  que 

1   =  COS   2Aîr  +  8ÎÛ  flA8r.|/—  1  , 

îT  désignant  la  demi-circonférence ,  et  A  étant  un  nombre  entier , 
et  qu'on  écrive  dans  la  proposée ,  au  lieu  de  l'unité,  cette  ex- 
pression j^  on  aura 

X^  zz=  COS   flAsr  +   ^'^  flAir-^/ —  1  , 

d'où ,  d'après  la  formule  (2) , 

X  =  COS H  sm .1/*—  1. 

m  m 

Toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  donc  comprises  dan« 

la  formulé 

2A         ,      .     2A          -  ,^ 

X  =  COS  —  ir  +  sm  - —  ir.  1/ —  1 (0) , 

et  on  les  obtiendra  en  faisant  successivement  A=a,  =  i  , 
=  etc.  jusqu'à  m —  1  inclusivement  :  il  serait  inutile  de  faire 
A  =  m  ou  A  >  m  ,  puisqu'il  résulterait  de  ces  hypothèses  , 
les  mêmes  valeurs  que  pour  A  <  m  :  en  effet ,  à  des  valeurs 
de  A,  telles  que 

A  =  m,  Ac=7ïi-f-i,  A=m  +  a,         etc. 

correspondront  les  arcs 

27n  2(m-|-i)  ,   2        2(m+2)  ,   4         ^ 

771  771  771  771  771 

dont  les  sinus  et  cosinus  sont  respectivement  égaux  à  ceux 
des  arcs 

2W  Alt  . 

2T ,  —  ,  -2—,  etc. 

771  771 

déjà  donnés  par  les  suppositions 

A=:0,  A=l,  A=2,  dC 

Nous   remarquerons    d'abord  que  toutes   les    racines    de 
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réquadon 

x" — 1  =  0 

mont  inégales  entr'elles  (Sj),  ce  qui  est  d'ailleurs  éTidenf, 
puisque^  dans  la  circonférence,  il  n  y  a  pas  deux  arcs  qui  aient 
à  la  fois  même  sinus  et  même  cosinus  en  nombres  et  en  signes  : 
de  plus ,  il  est  facile  de  voir  que  ces  racines  seront  imaginaires , 
excepté  la  première,  qui  répond  à  A=o,  et  celle  qui  est  donnée 

par  A=— ,  lorsque  m  est  un  nombre  pair.  En  effet,  pour  que  la 

partie  imaginaire  de  l'expression  de x  disparaisse ,  il  faut  quou 
ait 


.     2A 

sm  —  ir  = 
m 

0, 

ce  qui  arrive. 

1**.  lorsque 

—  =0,     doù 
m 

A=o; 

A^  ionique 

\ 

—  =  1 ,     d  où 
m 

A-2i 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  lorsque  m  est  pair, 
puisque  A  doit  être  un  nombre  entier.  On  a  dans  le  premier  cas , 

X  =  cos  o  =  1 , 

tt ,  dans  le  second  cas , 

jc=:coSîr= — 1. 

Ainsi,  lorsque  m  est  impair ,  Féquation 

af* — 1=0 

ne  comporte  qu*nne  seule  racine  réelle  donnée  par  a=o  dans  (3),- 
et  lorsque  m  est  un  nombre  pair,  la  même  équation  comporte 

deux  racines  réelles  correspondantes  àA=oetàA=— .  Donc, 

en  général ,  quel  que  soit  m  pair  ou  impair ,  les  racines  imagi- 
naires seront  en  nombre  pair ,  ce  qu*on  sait  déjà. 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation x"— 1  =  0,  sont  comprises  dans  la  formule 
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x=cos  —  ir ±#m  —  sr.  l/— 1 . . . .  ^(4); 
m  m      ^  ^ 

mais  alors  il  ne  faut  aller  que  de  A=o  i  A= pour  m 

impair,  et  pour  m  pair,  de  a=20  à  a=--  noipbre  entier* 

Supposons  d'^ojrd  m  nombre  impair,  et  considérons  deux  va- 
leurs de  A,  équidistantes  des  valeurs  A=i,  A=m  — i,  aux- 
quelles répondent  les  m^^i  radnts  imaginaires,  et  soient,  par 
exemple,  ^=^/^t  ^=ni — 4  •  ^^  *^*  P^^  ^^  suljstitutiomi 
dans  la  formule  (4) ,  ces  racines , 

4  .     .    4 

a:  =  cos—  .2ir+sm-^ajr.l/i, 

m  m 

^nrcosT -Jfly+sinr     "^^Jflx.^/ — 1  : 

or  la  somme  des  arcs  —  ax  -J ^  sx,  étant  égale  à  une  cir- 

m  m 

conférence,  et  ces  arcs  devaqt  être  comptés  d'une  même  ori- 
gine ,  nécessairement  les  cosinus  seront  les  mêmes ,  et  les  sinu» 
ne  diiFéreront  que  par  le  ^igne  ',  ensorte  que  ces  deu^  racine9 
seront  représentées  par 

'4      ^4 
m  m 

et  comme  on  démontrerait  la  même  chose  à  Tégard  de  deux 
autres  formules  prises  de  la  même  manière  ,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  racines  seront  données  par  (4) ,  en  donnant  a  A  âe^ 

valeurs  consécutives  depuis  A  =30  jusqu'à  a  = .  Le  même 

raisonntment  s'applique  au  cas  de  m  pair  ;    alors  les  valeurs 

extrêmes  de  A,  savoir,  o  et  —,  portées  dans  (4),donnent  les  deux 

racines  réelles,  et  les  valeurs  intermédiaires  de  A,  en  nombre 

,  fournissent  chacune  deux  racines  imaginaires. 

Soit^  pour  premier  exemple,  l'équation 

«7^—1=0, 


j:=cos^  a«-dzsin  ~asr.  y'— I, 
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pour 

laquelle  m: 

=  5  :  on  aura 

a:  = 

2A          .       .     flA 

cos  -ë-.ir  .±:  sin  -?-«•. 

0                           0 

v/- 

1, 

et  pour  A  =  o , 

SA 

cos  ^  ^ 

.     2A 

o, 

a:  = 

pour 

A=l, 

' 

2A 
.         COS-g-^ 

a                   .      2A 
=   COS  1  ÎT  ,         8"!   -F- 

iç  r= 

:  siii 

û37 


1  ; 


X  =  cos  I  «•  ih  sin  I  îT.  y/ —  i  ; 

enfin  pour  a  =  a  , 

2À  .  .      2A  .      . 

cos  -F-  «•  =  cos  f  «• ,     N  sm  -p-  «■  =  5m  |  ir, 

a;  r=  cos  f  ir  ±:  sin  I  îT.  k' —  !• 

LTiypothèse  de  a  =  3  donnerait 

ar  =  cos|5r±:sinfîr.v/ — i=cosrîr+T)itsinr5r-|-p\y/— | 

rzzcosTîT — ^  jdbfiin/îT — ^  J-l/— i  =  cos|»-±:sin|îr.j/— i, 

valeurs  déjà  trouvées  dans  Thypothèse  de  A=:a.  La  supposi^ 
lion  de  A  =  4  donnerait 

x=cos|5r±:sin|ir.v/ — i  =  cos(ir4-^5r)±:sin(îr+^).V/ — i 
=C08(îr — |5r)±:sin(«--^|ir).V/ — i=:cos|«-d;sin|ir).V/ — i, 

valeurs  correspondantes  à  A'=  i. 

Les  produits  des  facteurs  correspondans  aux  racines  données 
par  A=:  1  et  par  a  =  a  ^  sont 

x* — axcosfîT+i       et      X*— 2XC0S  I  «•+ 1  > 

ensorte  que 

o:^— 1  =(x— i)  (x*— 3X  cos  1 5r+ i)  (x^— axcos  |îr  4- i). 

Soit ,  pour  second  exemple  ,  Véquation 

X*  —  I  =5:  o , 


y" 
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pour  laquelle  on  a  m=  6  et 

aA         .      .    2A  , 

X  =  cos  ^^-  «•  3:  «in  -g-  %,  y —  1. 

Pour  A  =  o ,  on  trouve 

X  =  cos  <yK  rfc  sîn  0% .  ^Z —  1  =  -f-  1 , 

A=  i 'x  =  cos55r±:  sin^ %. \/—  1", 

A  =  a '  X  =  cos  5  *■  —  sin  y  ir.  \/ —  1  , 

A  =  3 X  =  cos   ir  ±1  sin   «■  .  \/ —  1  =  —  1  , 

et  conséquemment , 

(x'-T-i)  (x' — axcos^îT+i)  (^ — 2xcos§«-4-  0  =  ^ — 1  =0^ 

64*  On  trouTerait   de  la  même  manière  ^  que  la  formule 
des  racines  de  l'équation 

x"  +  1  =  o  , 
est 

X  =  cos  { — ^^^J  ir  it:  sin  ( — '^^  **•  V —  * (5)  » 

en  observant  que 

cos  (  SA  -{-  1  )  ir  di  sîn  (  aA  4-  1  )  x.  |/ —  1  =  —  1  : 
On  appliquera  cette  formule  à  la  résolution  des  équations 

x*+i=a,       x*4-it=o,       etc. 
65.  Les  racines  de  Véqnation 

X*  —  1=0, 

«e  construbent  d'une  manière  fort  simple  au  moyen  du  cercle  : 
en  effet,  après  avoir  divbé  la  circonférence  ARBR'A  (Cg.  1)  en 
un  nombre  am  de  parties  égales ,  numéroté  toutes  ces  divisions 
en  comàiençant  par  l'extrémité  A  qui  sera  zéro  ,  et  joint 
les  numéros  pairs  ,  ce  qui  donne  un  polygone  régulier 
AMM',  etc.  :  si  des  sommets  des  angles  de  ce  polynôme, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le  diamètre  ,  elles  seront 
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•in  —  X  y  et   les   distances  au  centre  seront  cos  —  x  :  cet 
m  Jn 

perpendicnlaires  représenteront  donc  les  coefficiens  de  }/ —  i , 
et  les  distances  au  centre  ^  donneront  la  partie  réelle  des  ra- 
cines. Au  point  A  ^  on  a 

X  =  cos  o  +  sin  o.  ^/ —  i  =  +  i. 

Si  m  est  pair ,  il  y  aura  en  B  un  point  de  division  de  numéro 
pair  y  pour  lequel 

X  =  cos  «■  +  sin  îT.  y/ —  1  =  —  I. 

Maintenant  ^  dans  le  cas  de  —  nombre  pair ,  il  y  aura  en  R 
un  point  de  division  de  numéro  pair ,  auquel  répondra 

X  =  COS f-  sin  - .  V^—  1  =  -f-  1/ —  1  : 

«t  comme  une  racine  imaginaire  de  la  forme  «  +  C  \/ —  i 
en  suppose  une  autre  telle  que  «  —  Z  y/—  i  (chap.  I**") ,  ce 
qui  d'ailleurs  résulte  de  la  construction  y  y  on  aura  aussi ,  dans 
ce  cas, 

'  X  =  —  V^ —  1. 

Pour  afi  —  \  y  par  exemple ,  on  a  deux  divisions  paires  au- 
dessus  du  diamètre  y  deux  au-dessous  y  et  deux  aux  extrémités 
du  diamètre,  lesquelles  donnent  les  six  racines.  Pour  x^ — i  =:o, 
on  a  deux  divisions  paires  au-dessus  du  diamètre ,  deux  au- 
dessous,  et  une  à  l'origine  ,  ce  qui  donne  cinq  racines. 

Les  racines  de  l'équation 

x"  +  1  =  o, 

ae  construiraient  de  la  même  manière ,  en  joignant  lès  nu- 
méros impairs ,  parce  que  les    arcs  ainsi    déterminés ,  sont 

2A  +  1 

compris  dans —  ;r. 

66.  n  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède ,  que  tonte 
racine  paire,  ainsi  que  toute   puissance  irrationnelle  d'une 
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quantité  négative  ,  est  imaginaire.  En  effe^. 


1  '  ■ 

—  a»  r=  a"  X  —  i". 


Or,  d'après  ce  qui  précède , 

—  1  =  cos  (aA+  i)  X  -f-  sin  (oa  +  i)  ir.j/ —  i  ; 
donc  " 

—  1-  =  cos  ^— — -  j  5r  +  sm  {j^—J  «■•  V—  1  ; 

mais  pour'  que  le  terme  qui  contient   \/ —  i  s'évanouisse ,  il 

faut  que  — ^^  puisse  devenir  un  nombre  entier ,  ce  qui 

est  impossible,  lorsque  n  est  un  nombre  pair. 
On  a  aussi ,  par  exemple , 

—  j«^*  =  COS  (aA4-  i)ir\/a  +  6Ïn  (aA4-  i)if{/u.\/'-'1  : 

2A  +  1 

«ntiers. 


or, et^(aA+ 1)1^3   ne  seront  jamais  des  nombre» 


m 

67.  Si  Ton  désigne  par  r  la  valeur  numérique  de  |/c ,  calculée 
par  la  méthode  exposée  (P*  sect.),  on  obtiendra  les  m  valeurs 

M 

de  y/c  ,  en  multipliant  r  par  les  m  racines  de  Tunité;  ensorte 
que  ces  racines  seront  données  par  la  formule 

(2A       ^^    .     2A         ,        \ 
cos  —  X  ±;  ^m  —  xY—i)  , 

en  donnant  à   a  les  valeurs  o ,  1 ,  a ,  etc.  ;  et  les  m  valeurs 
de   y —  c  seront  données  par 

\m  m  ^         J  , 
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On  peut  obtenir  de  deux  manières  les  mn  valeurs  du  produit 

^a^  X  V^i*  '  !"•  en  désignant  ce  produit  par  z ,  on  a 

et  les  mn  racines  de  cette  équation  sont  toutes  celles  du  pro- 

M 

duit  ;  a*,  en  calculant  les  m  valeurs  de  ^a^,  les  n  valeurs  do 

\/&^ ,  et  multipliant  successivement  les  premiers  par  chacune 
des  secondes. 

MM  m 

Le  produit  y/a  X  V^  ^^*n*  V^  >  ®*  chacun  de  ces  ra- 

n  m 

dicaux  y  a ,  \/b  admettant  m  valeurs  ,  il  paraîtrait  résulter 

M 

de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  yab  doit  admettre 
mXm  ou  m*  valeurs,  ce  qui^est  faux.  Pour  lever  cette  diffi- 
culté ,  désignons   par  « ,  f ,  y  les   valeurs    numériques   de 

«  a  « 

l/a  y  yb ,    yab  \  nous  aurons 

|/a  =  n  (  cos ±:  sm  .]/—  i  ), 

\         m  m  J 

yb  =  C  (cos  — —  zt  sin .y —  1  1, 

yab=^  y  (^cos  -j^  Hz  sm  -j^.  ]/-  i  j; 
multipliant  entr*elles  les  deux  premières  équations.  On  aura 

."^L        /•/       û(a4-a')      .     .    a(A+A')  ir.l/— i\ 

\/aX  t^ft  =  «f  (cos-^ — ! ^îrdzsm-^^— 2 — ^       *^  J: 

\  m  771  / 

or,  m  étant  pair,  les  plus  grandes  valeurs  de  a  et  a'  sont 

—  ,  ensorte  que  la  plus  grande  valeur.de  a  +  a'  est  771;  mais 

les  valeurs  de   A  +  a',  depuis  —  jusqu'à  771 ,  répétant  celleg 

16 
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Ht  fit 

^  o  à  — ,  le  produit  ne  peut   admettre  que  a  X  —  =  ni 

valeurs.  Ce  même  raisonnement  aurait  Heu  pour  m  nombre 
impair. 

n  est  bon  de  remarquer  que  des  deux  radicaux  Ç^af,  ^a^*, 
le  premier  a  m  yalews  »  tandis  que  It  second  a  mit  valeurs 
différentes. 

Pour  multiplier  |/i  par  V^—  i ,  on  réduira  le  second  radi- 
cal à  l'indice  4  j  et  il  deviendra 

ensorte  que  le  produit  est  y^  i .  On  reconnaîtra  par  le  fait 

^e  les  quatre  valeurs  de  y^i ,  multipliées  chacune  par  les  deux 

valeurs  de  V^—  i  >  se  réduisent  aux  quatre  valeurs  de  |/ 1  ^ 
ce  qui  lève  toute  difficulté. 

68.  Nous  parviendrons  y  par  une  autre  voie,  i  quelques 
propriétés  déjà  démontrées  (chap.  lY).  Reprenons  la  formule 

X  =  cos  —  ir  4-  sm  —  «•.  1/—  1  : 
le  second  membre 

cos — ir+sm — ir.l/— i==i  cos—ir+sm— îT.l/— 1  )  : 
m  m  \      m  m  / 

donc  si  Ton  suppose 

a  .a 

cos  —  «•  +  sîn  — ir.  l/—  I  s=#», 
m  m 

m  étant  alors  la  racine  correspondante  i  a  =  i ,  toutes  lee 
autres  racines  seront  représentées  par  les  puissances  succes- 
sive^ «•,  «' «■*  qni  correspondent,  en   effet,  à  A  r=:  a  » 

=  3 =m,  ce  qui  rentre  dans  une  propriété  démon- 
trée (chap.  IX).       . 
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Pour  X=  —  ^  la  formule  précédente  donne 


en  supposant  m  nombre  pair. 


Tous  les  produits  a  à  a,  3  à  3 ,  etc.  des  racines  de  Técrua- 


20.. 
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les  m  valeura  correspondantes  de  r,  sont  o^  i  ^  a.  • .  .m—  ï  ; 
pris  dans  un  certain  ordre  (*)•  Substituant  ces  m  valeurs 
de  r  dans  la  formule  précédente  ,  les  m  valeurs  «^,«^''..  •  .*'"'' 
qui  en  résulteront ,  seront  précisément  les  m  valeurs  de  as 
que  Ton  déduirait  de  la  formule 

2A         ,      .    aX  , 

X  ni:  cos  —  îT  +  sm  —  w,  y —  i  , 
t^         in  m 

en  donnant  à  A  les  valeurs  o^  i,  a m-— i^  et  ces  va^ 

leurs  de  x,  sont  les  m  racines  de  Téquation 

af^  —  1=0. 

LorsqueTH  et  p  ne  sont  pas  premiers  entr*eux,  les  puissances 
dé  êiF  ne  donnent  pas  toutes  les  racines  de  l'équation  x"* — 1  =  0. 
£n  effet,  dans  ce  cas  ,  la  propriété  énoncée  dans  la  note  et 
la  conséquence  que  nous  en  avons  tirée ,  n*ont  plus  lieu. 

Le  produit  de  deux  racines  quelconques  des  équations 
a:'*  =  1 ,  x^  =  1 ,  est  racine  de  Téquation  x^  —  1  =0.  Soient 
flt  une  racine  de  la  première  équation,  et  C  une  racine  de  la 
seconde  :  soient  a'   et  a"  les  valeurs  de  a  qui ,  substituées 


{*)  Les  nombres  p  «<  m  étant  premiers  entr*eux ,  et  p  moindre  que 

in  ,  les  restes  des  ditfisions  des  nombres  p  »  ap  9  3p mp  par  m ,  sont 

o,  I,  a m  — I.  Il  suffit  de   prouver  que  ces  restes  sont   différent, 

on  q«'on  ne  peat  trouver  deux  restes  ëgaux  :  soient  m\  m"  deux  nombres 
moindres  que  m  :  si  les  divisiqns  de  m'p  ,  m"p  par  m ,  pouvaient  donner 
deux  restes  e'gaux  à  r ,  en  reprëstntant  les  quotiens  par  q  et  q',  el  supposaai 
m'  >  m",  on  aurait 

ni'p  =^  mq  -h  r,        m"p  =  mq'  -+-  /, 
d'oU 

{m'-m"),.  =  (7-^')m,         et  2.  =  !^^. 

r  7        " 

Or  p  et  m  étant  premiers  entr^cux,  la,  fraction  —  est  irre'ductible  j  mais 

m  — m'  est  <  wi,  donc. la  fraction  —  serait  e'galc  à  nne  fraction  expri- 
nufe  par  de  moindres  termes;  ce  qui 'est  impossible  (I^s  sect.}* 
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dans 

X  =  cos  —  «■  +  sm  —  ir.i/^—  1 . 

donnent  ces  racines  «  et  C  :  on  aura 

a'  a''  a*'  a* 

^=cos— air+sin— flr.l/— i,ff=cos  — 2îr+sm  — flar.!/— i: 

elFectuant  le  produit  de  a  par  ff  ^  on  trouyera 

élevant  à  la  puissance  pq  ^  on  aura  ^ 

(*^  =  cos  (a'ç  +  A»  2ir  4-  sin(A'(7 + a'p)  2x.^/—  1  =  1  ; 

donc  (t£)^  est  racine  de  x^  —  i%=-  o. 

Lorsque  p  et  q  sont  premiers  entr'eux ,  les  produits  deux  à 
deux  des  racines  des  équations  x''  =  i,a:^=  i,  sont  toutes 
les  racines  de  l'équation  ^ 

XW  1=0, 

qui  admet  pq  racines  différentes  ;  or  les  p  racines  de  la  pre*-^ 
ni ière  équation,  multipliées  par  les  q  racines  de  la  seconde  > 
donneront  pq  produits  dont  chacun  sera  ,  comme  on  vient 
de  le  voir,  racine  de 

x'^^  —  1  =  o  ; 

il  reste  donc  à  démontrer  que  tous  ces  produits  seront  dilFérens* 
A  cet  eiTet ,  désignant  par  m%  m"  deux  racines  quelconques  de 

XP  —  1  =:  o  ^ 

et  par  5^,  C  deux  racines  aussi  quelconques  de  Téquatîoa 
x*  —  1  =  o  > 
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on  aura 

a'  a' 

«'  =  coa  —  2ir  +  sin  —  2t.  t/—  i  , 
P  P 

U  1/ 

u"  =  cos  —  st  4-  ain  —  2ir.  V'—  i  , 
P  P         "^ 

A*  a" 

C  z=  coa  —  air  +  «ia  —  2».  1/—  1 , 

L"  h" 

C  z=  cos  —  skF  +  sïa  —  a»,  i/—  i , 

conaéquemment , 

or ,  si  «  C  pouvait  être  égal  à  «"C*,  on  aurait 

/(/  4-  ^>  =  L'9  +  L'>  >    d*où    ^  =  -yT^::^. 

tnais  a'  et  V  étant  moindres  que  p ,  a"  et  L"  moindres  que  q  , 

la  fraction  ^  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entr  eux  , 

Q 
ne  serait  pas  irréductible ,  ce  qui  est  absurde  (P*  sect.).  On 

peut  généraliser  cette  proposition. 

6^.  Si  dans  un  ccrcfo  (fig.  a)  décrit  avec  un  rayon  =zsl,  on 
mène  un  diamètre  AB  quelconque  ;  quà  partir  de  Fextrémité 
K  de  ce  diamètre  ,  on  divise  la  circonférence  en  am  parties 
égales ,  et  quon  note  par  o,  1  ,  a  ,  3. . . .  am  —  1  cc^  divisions  , 
en  faisant  répondre  o  au  point  A  ;  si  éPun  point  quelconque 
O  pris  sur  le  diamètre ,  on  mens  des  droites  à  tous  les  points 
de  division,  le  produit  de  celles  qui  sont  menées  aux  numéros 
pairs ,  est  égala  la  différence  des  puissances  m  du  rayon  et 
de  la  distance  du  point  O  au  centre  ,  et  le  produit  de  toutes 
celles  menées  aux  numéros  in^airs ,  est  égal  à  la  somme  des 
mêmes  puissances^ 
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Abaijsant  du  point  M'  la  perpendiculaire  M'P,  on  a 

ÔM'*=  0P*+P5r*; 

mais  M'P  représente  le  «inus  de  Tare  AM'  dans  le  cercle 
pour  le  rayon  =  a  ^  et  CP  en  eat  le  cosinus  ;  on  aura  donc  > 
en  prenant  les  sinus  et  cosinus  tabulaires  calculés  pour  un 
rajon  égal  à  l'unité , 

PWTœ  a  sin  AM'; 
CP  =  a  cos  AM', 

d'ailleurs  représentant  OC  par  x ,  on  a 

OP  =  X  ~  CP  =  X  —  a  cos  Aivr, 
et 

ÔM'*  =  x*-r  aorcosAM'-f-  a*  cos*  AM' +  a*  sia»  AM' 
=  X*  —  aox  cos  AM'  -f-  a* 

=  x* — aoxcos   —  +  a». 

Les  valeurs  de  OM'  ,  CM*  ,  etc.  s*obtîendront  en  substi- 
tuant dans  celle  cju'on  a  trouvée  pour  OM',  les  arcs  AM", 
AM*,  etc.  à  l'arc  AM'.  Si  on  ne  prend  que  les  arcs  de 
l'origine  A  aux  numéros  pairs ,  et  qu'on  désigne  toujours  par  c 
la  demi-circonférence ,  on  aura 


d'où 


AM"  =  ^',     AM»'  =  ^,      etc.  > 
m  m 

OM"  =  X*  —  aux  cos 1-  a\ 

m  • 

OM**  =  X*  —  SLax  cos  -î-  4-  «"> 
etc. 

>fa/s  les  lignes  CM',  CM*',  etc.  ont  au-dessous  du  diamètre , 
leurs  correspondantes  Om",  Om'^,  etc.  qui  leuihiont  respecti- 
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Vement  égales ,  ensorte  qu*on  pourra  écrire  OM*'  X  Om",  an 

lieu  de  OM"  ,  etc.  :  on  remarquera  en  même  temps,  que 

OA  =  a:  —  a      et      OB  =  x  +  a. 
Cela  posé ,  les  facteurs  de  Féquation 
o:^  —  1  =  o 
étant ,  d'après  là  formule  (4) ,  pour  m  nombre  impair , 

X  —  1 ,     X*  —  Qx  cos  —  +1,    X*  —  arcos-^  +  i,  etc. ; 

771  771     ' 

si  Ton  restitue  a  au  lieu  du  rayon  =  i  ,  pour  rétablir  Tho- 
mogénéité,  on  aura 

^m — ^»  --.  ç^ — a)(x*''^Siax  cos  — +û*  )  f^* — floxcos  - — |-a'\ 

etc.  ■ 
=0 AXOMV  OM»^X  OJVT',  etc.  X  Otti^X  077i>^X  Otti^',  eto. 

Dans  le  cas  de  771  nombre  pair,  parmi  toutes  les  ligne» 
menées  du  point  O  aux  numéros  pairs ,  se  trouveront  les 
lignes  OA  et  OB  qui  correspondront  aux  deux  extrémités  du 
diamètre. 

Les  arcs  qui  aboutissent  aux  divisions  impaires ,  étant  égaux 
a  =  —  • =  —  ,  etc. ,  on  trouvera 

a/7l  771       2771  771 

OM'   =  jc*  —  oax  cos  —  +  a\ 

771 

OM*  =  x*  —  aax  cos h  a\ 

771 

OM^'==  X*  —  Qax  cos h  «% 

771 

etc. 
Mais  dans  le  cas  de  711  nombre  impair ,  il  résulte  de  la  for- 
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mule  (5)  que 

ac**+a"* = (x+à)fj:^ — aax  cos  ~+a*  Yo;*— aoxcos  —  +a*\ 

etc.  ; 

substituant  donc  les  valeurs   précédentes  >  et  observant  que 
OB  =  X  +  a ,  on  aura 
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naires ,  et  on  leur  donnera  la  forme 

êi  l'on  pose  

p  =  a,       \/q—p*  =  b  , 
\      on  aura 

a:"  =  a  it  b  /— i  , 

et  il  ne  s'agira   plus  que  d'extraire  une  racine  dfi  degré  m 
de  l'expression 

a  ±b  /^^. 

Comme  on  ne  peut  supposer  ^  en  général , 

a  ±  b{/ —  1  =  cos  f  ih  sin  f.  V/—  i  , 

parce  qu'on  n'a  pas  toujours 

a-  +  i*  =  I  , 
on  fera 

a  =  ft  cos  ^  ,         &  =:  ft  sin  ^ . 
d'où  ^  ^' 

a»  =  ft»  cos*^  >      6*  =  A»  sin*f  , 
et  conséquemment , 

û*  +  i»  =^  ft*    d'où    k  =  »^?hPT*  =  V/i/  ; 
donc 

ensorte  que 
x"  =  a  ±:  6  ^^—  1  =  ft  (cos  ^  ±:  sîn  ^.  v^—  i  )  ; 

mais  comme  les  arcs  ^  ,  ^  +  «x»,  ^  +  4«- ^  -f.  a;br  ^ 

»  étant  un  nombre  entier  quelconque  ^  ont  même  sinus    eZ 
même  cosinus^  on  aura 

^  =  A  [cos  ( ^+  sar)  ±:  «n  (9  +  aast).  ^/—  i^ 
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et 

expression  générale  de  la  racine  cherchée  ;  en  faisant  succès- 
«ivement  A=:o, =1x^=2,  etc. ,  on  en  tire 

* 

a/  =  *•»(  cos  ~  ±:  sin  — .1/ — 1  ). 
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voici  renoncé  :  Si  on  partage  Un  arc  AG  (Gg.  3)  en  un  nombre  m 
de  parties  égales  chacune  à  AM ,  et  quà  partir  du  point  M ,  on 
divise  la  circonférence  en  autant  de  parties  égales  que  AM  est 
contenu  de  fois  dans  AG  y  et  qiien  suite  dun  point  quelconque 
O  pris  sur  le  diamètre  ou  sur  son  prolongement ,  on  mène  les 
lignes  OM,  Oi ,  Oa,  etc.  à  tous  les  points  de  division,  lepro^ 
duit  des  carrés  de  ces  lignes,  sera  égal  à 

x*"  —  ax»  C08  9  +  1  j 

en  nommant  p  tare  AG ,  x  la  ligne  qui  joint  le  point  O  et 
le  centre  du  cercle ,  et  supposant ,  pour  plus  de  commodité  , 
le  rayon  égal  à  Punité, 

Pour  nous  expliquer  sur  un  cas  particulier ,  soit  m  =  4  » 
ce  qui  donnera  les  quatre  lignes  OM,  Oi  ^  Oa,  03  :  on  aura 

ÔM*=  5p*+  'Sp*=  (x—  CP)*  +  MP* 

=  x* — axco8^  +  cos*7  4.sin*7=x*—  axcos-+  1  > 
4  4  4.  4 

=  X*  —  axcos  l  \+  1 , 


Oa 


axcosr?±^)+i. 


V    4 
Ô3  =  [— (î±^)J+.><^) 


=  X»  —  3XC0S  (  — y~ 


^)+ 


Mais  la  résolution  de  Téquation 

x*  —  ax*  cos  ç  +  1  =  o  > 
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qui  revient  à  x'  —  2px*  +  17  =  0,  dans  Thypothèse  de  (7  =  1 , 
pour  laquelle  on  a  A  =  1  et  p  =  cos  ^  >  donne  ^  d'après  la 
formule  (A) , 

a? —  X*  cos  ç  +  ^  =     ^  —  20?  cos  ^  +  1  j 
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c'est-à-dire ,  les  multiples  impairs  de  la  circonférertce  divisée 
en  huit  parties  égales.  Ainsi  x*-f*  i  devient  le  produit  de 
toutes  les  lignes  menées  du  point  extérieur  aux  numéros  impairs 
de  la  circonférence  divisée  en  huit  parties  égales. 

On  voit  donc  que  le  théorème  de  Moivre  contient  celui 
de  Cotes. 

71.  Lagrange  a  donné  du  théorème  de  Cotes ,  une  démons- 
tration uni^ement  fondée  sur  des  principes  connus  à  Tépoque 
où  ce  second  géomètre  écrivait.  Il  est  clair  qu'il  suffisait  de 
trouver  la  décomposition  en  facteurs  réels  du  second  degré  de 

a:*  ±:  1  =  o, 

puisque  de  là  suit  le  théorème  de  Cotes,  et  que  réciproquement 
du  théorème  de  Cotes  résulte  cette  décomposition. 
On  avait  remarqué  avant  Cotes  que  les  cosinus 

CQS  oy,      cos  y,      cos  a^,      ces  3y ,       etc., 

formaient  une  suite  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  {*)  est 
—  1 ,  +  a  cosy  ,  c'est-à-dire ,  que  pour  avoir  la  valeur  d'uo 
terme  de  cette  suite ,  il  fa,ut  multiplier  le  précédent  par  2  cos  y, 
et  du  produit  retrancher  l'antépénultième  terme.  Cette  re- 
marque était  due  au  géomètre  français  Fiete.  En  effet,  de  la 
formule  connue 

a  cos  a  cos  &  =  cos  (a  «f^  6)  +  cos  (a— A), 

on  déduit ,  en  faisant  bz:za'=:y  , 

9co3^y=iCOêQy'j-coso,    d'où    C08fl^=acos'j^-Tcoso , 

ce  qui  vérifie  la  projiosition  à  l'égard  du  troisième  terme.  Pour 
rétendre  à  un  terme  quelconque ,  faisons  a  =  (TO  —  1)6,  et 
nous  aurons 

a  cos  6  coa  (m—  1  )  ft  =r:  cos  mi  +  cos  (m  —  a  )  fc , 
(^)  Voyez  le  chap.  XX  de  li  première  section,  et  le  chap.  XXV  de  celle-ci. 
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d'où  résulte  ,  en  changeant  m  —  i  en  m,  et  i  en  y, 

acos  j^oos  m^  =  co8(m+i)  jf  +  cos  (m—  i)  jf; 

et 

cos  (m+  i)y=a  cos  j^cQsmjf— cos  (m—  i)y...ii). 
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qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  temps  ;  par  conséqûetit 
il  faut  qu'elles  aient  une  racine  commune.  Soit  a  cett»  racine  : 

comme  ces  équations  demeurent  les  mêmes  en  j;  et  en  -  ,  il 

X 

8* ensuit   que  -  sera  encore  une  racine  commune  aux  mêmes 
a    . 

équations  ,  ce  qu'il  est  facile  de  prouver  par  le  calcul  ;  car 

la  première  résolue  y  donne 

X  =  cos  ^  ±:  sin  y*^^^  i  : 

ces  racines  substituées  dans  le  premier  membre  de  la  seconde, 
donnent  \ 

cos  amj^±:sin  ^my,  \/ — i — fi(cos  Tiiyifcsin  rny.  \/ — i)cos  /ny+i 

qui ,  en  exprimant  cos  ^my  et  sin  *imy  en  cos  my  et  sin  my ,  stf 
réduit  à  zéro.  Donc  x*  —  ax  cos  y  -^  \  sera  un  diviseur  de 

j7'"*  —  ax"*  cos  my  +1=0. 
^'on  pose  my  =  ^ ,  d'où  j^  =  —  :  on  aura 
x*~  —  ax"  cos  f  +  1=0, 

divisible  par  x* —  ax  cos  —  +  1  :  or  cos  ^  =  cos  (^  4"  2^^)  » 

A  étant  un  nombre  entier  quelconque  ^  et  sr  la  demi-circonfé- 
rence :  donc  en  faisant  x  =0 ,  =  1 . . . .  =m—  1 ,  on  aura 
cette  décomposition 

a:**"—  ax™  cos  ^  +  *  =  I  ^ — axcos  — + 1   1 

Pour  f  =  o,  f  =  jr ,  la  formule  précédente  devient  (x"*  zp  1)*. 
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CHAPITRE  Xn. 

Résolution  trigonométrique  des  équations  des  second 
et  troisième  (fegrés  :  trisection  de  t angle. 

7fl.V>fON8iDÉROi9S  Téquation  du  second  degré 

X*  +  pr  ±:  <7  =  o , 
dans  laquelle  noua  supposerons  d'abord  q  positif  :  faisant 

^  =  »  \/? (0, 

on  aura 

9**  +  P*  V?  +  9  =  o ,    tfoù    z*+^p+  i  —  o, 

et  divisant  par  z ,  il  viendra 

•+i  =  -^, ■<* 

!*•  Si  —  — ;-  est ,  abstraction  faite  du  signe  ,  moindre  que 

Tunité^  auquel  cas  les  deux  racines  sont  imaginaires,  puisqu'il 

résulte  de  cette  hypothèse  que  £-  <  ç ,  on  fera 

4 

2  =  cos  tt  +  sin  ii,|/—  1  , 
cnsorte  que  l'équation  (s)  deviendra 

— -5~  =  cos  tt  +  sm  u,  ^/ —  1  -f- 


Vq  coau  +  sîn  tt.y/ — i 

=  a  cos  u , 

en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
cos  n  ^-  sin  u.  j/—  i  : 

17 
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on  déduit  de  là  ^ 

cos  M  = ^-rzl 

Les  tables  de  sinus  fieront  connaître  i'angfe  u  ',  et  comme  à 
la  même  valeur  de  cos  u^  répondent  les  angles  +  u  et  —  u  , 

.  on  aura  pour  z,  et  conséquemment pour  x^deux  valemrs  qui 

*  seront  imaginaires. 

3**.  Si  le  nombre ^7=  est ,  abstraction  faite  du  signe  , 

plus  grand  que  l'unité,  et'alors  y  <^  ,  on  fera 

X  =  tang  tt,  ,î 

et  on  aura 

1 _i       ^      sin*u^\-cos^u  fl     p    ^ 

*  z  0    "T  i^^^g  ^        sin  u  cos  u        sin  aa  1/  â  ' 

d'où  on  tire 

al/? 
sm  au  = ^• 

P 

Les  tables  de  sinus  donneront  le  plus  petit  des   angles  qui 

répondent  à  cette  expression  de  sin  au ,  prise  positivciment  : 
,  cet  angle  pris  avec  le  signe  moins ,  sera  la  valeur  de  au  ; 
'  mais  à    ce   sinus    répondent  les  deux  arcs    au  et  x  —  au  , 

X  étant  la  domi-circonférenoe  :  on  aura  donc  pour  les  deux 

valeurs  de  x , 

X  =  \/q  X  tang  u ,      x  =  v/^  X  tang  /^  ~y*  ^ 

racines  réelles  et  négatives ,  à  cause  de  Tare  u  négatif.   ^ 

S".    Dans   le   cas  de    q   négatif,  auquel  répond,  d'après 
l'hypothèse  (1)  , 
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on  fera  * 

z  =  taog  u  . 
d'où 

z-i=ftangu^ i«^=_i=i?B^= £_  . 

z       \     ^         tang  u/  ung  u  tang  aa  • 

et  conséquemment  ;, 

tang  au  =  +  — 2— î.    ' 
P 

Les  tables  de  sinus  feront  connaîtte  le  plus  pttit  des  angles 
qui  répondent  â  cette  expression  de  ttog  au  ;  mais  à  la 
tangente  de  au^  répondent  les  deux  arcs  Sku  et  s- •4- au  ;  on 
aura  donc 

x=  v/7  X  tang  u,       «  =  /^X  tang  (^  +  uV 

.c*e8t-À-dire  ,  deux  racines  réelles  ,  Tune  pc^tire ,  et  l'autte 
négative. 

Passons   à  Téquation   du  troisième  degré  ^  et  considérons 
d^abord  la  suivante , , 

3^  +  px  +  q  =  o, 
dont  Tune  des  racines ,  est  (  chap.  X J 

Cette  racine  étant  réelle  ,  quelle  que  soit  la  valetnr  numé- 
tique  de  ^  >  on  pourra  égaler  —  à  la  tangente ,  par  exemple  , 
qui  passe  par  tous  les  états  de  grandeur ,  et  à  l'effet  de 
rendre  —  +  ^  un  caarré  parfait ,  on  posera 

pf  _.  2!îî2£ii  —  Slfiïlii 

17.. 
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d*où  Ton  tire 

3 


c'est-à-dire , 
3 


~  V       5"^*^  V  cos'u 

3 

I      \/        ^  /C08'u+8i^^   . 

-t-  V        5       ^^V  cos-u 


X 

3 


or  la  relation  (i)  donne 

•  ^        tang  u  ' 
•ubstituant'  dans  x ,  on  trouve  ,  après  une  série  de  réductions  ^ 


/^/cotitt— y/tangiuy ^  a  l/L 


puis  posant 


5  S 

l/cotiu  =  cotu',      tfoù      \/tMngiuz=^tajï$u  , 

et  observant  que  ^ 

cot  u'  —  tang  u'  ^     ^ 

'I     '^   ,  =  cot  2u\ 

a 

la  valeur  de  x  devient 

07  =  —  fl  cot  au',  i/^. 

Soit ,  en  second  lieu , 

ac*  +  px  —  <7  =i  o  : 

si  Ton  suit  attentivement  le  calcul  précédent^  on  recon- 
naitra  que  le  changement  du  signe  de  q  n'a  d'autre  effet 
que  de  chan^r  le  signe  de  la  valeur-  précédente  de  a?  ;  oa 
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mura  donc 


«  =  s  cot  fXU^ 


s/% 


Soit  ^  en  troûième  lieu  ^  réquation 

a:*  —  px  +  9  =  o: 
on  a 

3  3 


0? 


Si  Von  suppose  d*abord  —  <  ^  et  qu'on  fasse 

-=^,      doù      amu  =  ^Y|, 

la  racine  précédente  deviendra 

3  3    

«  =  l/  — -  (l  — COS  U)   -(.    l/~^  (l  +COSU) 

3     ^ 3  

—  y      — X^(l-COSU)+  V   *— X-2(i+co8Il) 

^             sinu^              ^»r              sinu  V 

3    ^__  3    ^__^ ^ 

=v/v^(^-v/v/|(^^) 

*=[^i/=(tangiu)-/2StïT;Jy/| 
3  3^ 

— «L — ï — ^JV3^-S 


8in  au 
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en  posant  -    • 

V^tang  j  u  =  tang  u\ 

X?       a* 
Sous  la  relation  —  >  ^  »  ^  *0vs  Thjrpotjièie  actuelle  p<C, 

on  tombe  dans  le  CJts  irréductible  (56) ,  e(  alors  on  ne  peut 
plus  supposer  ♦ 

p* <7*  sin*  u  ^ 

puisqu'on  aurait  le  sinus  plus  grand  que  le  rayon  :  nous  re- 
viendrons incessamipept  sur  ce  cas ,  et  nous  le  tri^ûteron^  $003  * 
deux  points  de  vue  différens. 
Pour  l'équation 

s?  -^  px  —  <7  =  o, 
les  mêmes  calculs  auraient  conduit  à  la  valeur 


v/f 


•    sm  au^ 
-Reprenons  l'équation 

o:^  —  pi:  +  9  =  o  : 
Tàypothèse  ' 

«=K"+0 ^'^' 

r  étant  une  quantité  indéterminée^  donnera  la  transformée 

déterminant  r  au  moyen  dp  l'équation 
3r*  —  pr  ==  o , 


on  aura 


— vi 
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et  la  yaleur  de  z  dépendra  d'une  réduite   du  sixième  degré 
résoluble  à  la  manière  du  second  :  en  elTet ,  il  insstera 

^(*'+^)  +  ?  =  o, 
d*où 
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«  r=:  9  eos  u  .  \/\  » 

*  =  iico.(§  +  u).y/|. 

On  toit  clairement  ici  comment  l'imaginaire  V/— i  qui  ^ 
dans  le  cas  irréductible  ^  s'introduit  dans  les  trois  racines  » 

disparait  dans  l'expression  de  r  Ts  +  -)  #  et  comment  l'hy^ 

pothèse  £  =  cos  u  -}-  sin  u.|/—  i  fait  prendre  aux  racines  ^ 
une  forme  à  la  fois  réelle  et  finie. 
Dans  le  cas  de  &  =  1  »  on  a  3tt  =  o ,  d'où  zi  =  o  ;  d'ailleurr 


ajr  1,4»  1 


cos  -*•  ^  —  -  ,       cos 
donc  les  racines  deviennent 


X 


=r.v/i.       X  — \/l.       «=-\/g; 


3'  *=-Vg 


mais  la  relation  (a)  se  change  alors  dans  celles! 

?  VP 
de  laquelle  on  tire 

et  enfin  ^ 

ainsi  les  trois  racines  se  changent  dans  les  suirantes  « 

3  3        ^  3^ 

qui  sont  celles  que  nous  ayons  trourées  (56). 
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Lorsqu'abstraction  faite  du  signe  ^  le  noB^e  h  est  plus 
C^and  que  l'unité ,  on  doit  faire         ' 

«^  =  tang  u, 
tfo4 

en  tire  de  là> 

s 

2  =:  |/tang  u  =3  tang  u^, 

et  par  conséquent ,. 


les  deux  antres  racines  seront 

itangi 


__  »taag'u'-{-m'  /p 

—       tangu'       ^  V5* 

»'  tang*  t/  -I-  • 


tangi/        ^ 


v/^. 


•  et  •'  étant  —'+1^—5^^—1—1/     S     rédnimi, 
on  tronrera 


X 


ïbïiT*^ J  V  3- 


Lorsque  le  coefCcient  p  est  positif  ^  poor  que  U  quantité  r 
ioit  réelle ,  il  faut  poser 


='(-i). 


^ 


Digitized  by 


Google 


aSS*  ANALYSE 

d'où    •         :    ■      •  ; 


on  a  donc     ,  ^  ^  „ 


T 

et  la  transformée 


z?- 


on  fera  alors 


2 


d'où 


3-- .==  oh      et      tang  au  =  x  • 

tangu  _   i.  '^ 

on  aura  donc  l'angle  u  au  moyen,  des  tables. 
Soit  encore  «     '  ^ 

.Vtang  u  =  tang  u'  :    . 
la  racine  réelle  seta  ' 

.:  -  */î     ■ 

tangau 
éf  tes  deux  tàcines  imaginaires  seront  représentées  pat 

\  liWnOîpiRfe»  de.Véïi^ïi*.  du  quatrième  degi?4,.  4tant  de» 
fonctions  très-simples  de  celles  de  la:  séduite ,  pouTOWM:  êtrt 
facilement  traduites  en  quantités  trîgonométriques. 

,'---.,-.        %.  .      ^ 

73.  Étant  donné  le  èosinus  dun  angle ,  trouver  le  cosinus 

de  son  tiers. 
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«  Soient  3m  l'angle  donné  ,  a  3on  cosinus  >  m  V^fl^le  cher- 
ché ,  coa  m  :^  :i?  :  on  a  d'abord  cetti?  formule  trigoeométriquQ  . 
commue 

cos  3m  =  cos'  711  —  3  sin*  m  ços  m , 

lafjnelle  ^  à  cause  de  sin'm  =  i  —  cos^m ,  devient 

*  ^  cos  3n}  =  4  C09'  m  -^3  cos  m  j 

conséqnemment  ^  '  , 


co»=g-  =  --.-       «i0^  =  -^. 
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L«  problème  est  donc  en  même  temps  résolu  par  rapport 
aux  arcs  5m ,  Qw^-Zm  ,  4^+  5m  :  mais  qu'on  prenne  l'arc  - 
dsr  ~-  3jfi  9  qui  a  même  cosinus  en  nombre  et  en  signe  qii# 
l'arc  5m  ^  et  on  aura  encore 

cos  (-^"^^J  +  ^^^  (t"~    y  "^  ^^  VS"^^)  ~  ^* 

qui  donne 

co»  m  Tcos  -=-  4"  cos  ^  +  cos  nwj 

,     .        / .    ùw  ■       ,    Aw    »  \ 

-f-  sm  m  f  sm  -=•  +  sm  -^  +  sm  awj  =:  o  : 

on  est  donc  ramené  aux  conditions  précédentes, 

1  +COS  y  +  cos -g-=  o,      sin  -5-  +  sm  -^  =  o  ; 

et  conséquemment ,  le  problème  est  encore  résolu  pour  let 
ai^cs  ùw^Sm ,  fyt  —  3^1 ,  6ir  —  Sm. 

On  trouve  d'ailleurs , 

cosm  X  cos  (y +  »»)x  ^^(y +  '^)  triof—^xi 
cos^y— m^Xcos^^— mjx  cesT-^— m1===x'— 2^ 

et  comme  chacun  de  ces  produits  =r  ■-  ,  on  est  ramené  i 

1  équation 

^3  a 

ar'  —  -7X  —  -:=:o. 
4  4  ' 

Or  cette  équation  tombe  dans  le  cas  irréductible  ,  c'est-à-dire 
que  ^eg  trois  racines  se  présentent  sous  forme  imaginaire. 
En  effet,  la  condition 

^7^  4 
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est  satisfaite  ,  puisque  le  cosinus  a  étant  toujours  plus  petit 
que  Vunité ,  on  a 

64-^94' 

ce  qui  est  le  caractère  de  l'irréductibilité.  On  sait  ce  qu* 
deriennent  les  racines ,  lorsque 
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Si  l'angle  donné  est  droit,  le  dernier  terme  est  zéro  :  èk 
efiFet,  dans  ce  cas ,  les  arc»  tiers  sont  Vi  "3"  +  "g"  >  V  +  "k"  î 

le  cosinus  de  -^  +  ^ ,  ou  de  —  est  zéro ,  et  ceux  de  ^ 

et  ~-  +  -«- ,  ou  de  g  et  -^  sont  égaux  et  de  différens 
signes. 

Revenons  maintenant  à  la  question  énoncée  plus  haut ,  et 
prenons  pour  exemple  l'équation 

x^  —  i  X  —  r^  =  o, 

qu*on  peut  écrire  ainsi  qu'il  suit , 

od"  —  ix  —  \.^  =  o: 

alors  X  représente  le  cosinus  du  tiers  d'un  arc  dont  le  triple 
a  ^pour  cosinus  :  ainsi ,  pour  avoir  la  valeur  de  a:,  il  faut 
chercher  le  logarithme  de  ^  ,  et  l'arc  dont  log  cos  :=  log  j  : 
divisant  cet  arc  par  3  ,  on  prendra  le  cosinus  du  quotient 
qui  sera  l'une  des  racines.  On  sait  trouver*  les  autres. 

Passons  à  l'équation  plus  générale 

x^  —  px  +  ^  =  o (i)  : 

on  suppose  ici  le  coefficient  p  négatif^  alin  que  la  proposée 
puisse  tomber  dans  le  cas  irréductible  :  le  terme  tout  connu 
,peut  d'ailleurs  être  positif  ou  négatif.  On  fera  ,  dans  la 
proposée , 

X  =  rx\ 

ce  qui  la  changera  en 

rV^  —  prx'  +  ^  =  0, 

x'3_Lx  +  l=0 (3). 


ou 
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Sons  cette  forme,  la  précédente  devient  compariddê  atj^' 

en  posant 

Faisant  cette  substitution  dape  (a),  elle  devient 

,       -8     ,       5.y.t/5-  ^ 

Si  donc    ^  '  ^'  ■  est  pins  petit   que    l'unîtè  ,   la   précédente 

rentrera  dans  le  cas    de  réquatmn   (3)/  dans  laquelle  a 
est  plus  petit  que  Funité  :  qr  cette  condition  a  toujours  Ii«|i 
''lorsque  Téquation  donnée  tombe   dans  le  cas  irréductible,; 
car  alors  on  a 

Cela  posé ,  on  peut  résoudre  cette  équation  par  la  méthode 
dont  i^p}!»  veiipuft  de  ffire  usage  à  l'égard  de  Vécjuaâon 

,        3  1  > 

or*  —  -7  X  •—  —  =  0. 
4  1^ 

Dans  le  cas  de         * 

on  aurait  un  cosinus  plus  grand  que  Funité ,  et  dont ,  co^r 
quemment^  on  ne  pourrait  assigner  l'arc  correspondant. 

74*  Qierchons  maintenant  4  transformer 

\/(-!+v/f=^+\/(-Hv/FI). 

qui  exprime   l'une  'des    racines  de    l'équation  du   troisième 
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degré.  On  a 


,+»,/-.= •?q:7(p^+  j^^,/- ,)  = 


or  a  et  &  étant  des  quantités  réelles  ^  y/a*  +  6»  sera  plus 
grand  que  a ,  ensorte  que  —  sera  plus  petit  que  l'unité^ 

ainsi  que  — — — -   On  peut  donc  supposer   que  —       . 

soit  le  cosinus  d'un  arc  inconnu  x  qu'on  peut  trouver  par 
le  moyen  des  tables ,  puisque  les  nombres  a  et  &  sont  donnés  ; 

et,  dans  cette  supposition ,  sera  le  sinus  du  même 

y  a*  +  6* 

arc,  comme  on  s'en  convaincra  en  observant  que  le  rajoa 

étant  l'unité ,  on  a 

g*     _      t» 

ensorte  que 
a  +  b  ]/— 1  =  V^a'*  +  b*  (cos  «+  ^r  x.  V/—  i  ), 

et,  d'après  le  théorème  (chap.  X) , 

s  «^ 

|/(a+i\/— 1)=  v/a»  +  A"(cos  l  x  +  slnix.\/—i)  : 


substituant  donc  —  2  pour  a ,   et  \/  ~  ""  ^  pour  b  ,  oa 
aura 

6 
_f      cos^x+sin  Jx.V/— ï)      VjP] 
l+cosjx-^sin  jx.^— ij    V  ^7* 
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jc  étant  l'arc  dont  le  cosinus 

a_ —  ^y/â/  _  ~Zq  .\/Z 

~  \/a*  +  b*  ^      ^yp^     ~      WP 


Ainsi  la  première  racine  est 

X  =  a  ces  5  X  X 


et  la  condition   sotis    laquelle   le    cosinus  est  <  1  ,  est  ex- 
primée par 

Les  deux  autres  racines   se  produisent  sous  une  forme  à  la 
fois  réelle  et  finie.  ^- 

On  voit  donc  avec  quelle  facilité  on  peut,  au  moyen  des 
tables  des  logarithmes  des  lignes  trigonométriques ,  évaluer  en 
nombres ,  les  racines  des  équations  deg  second  et  troisième 
degrés ,  même  lorsque  les  racines  de  cette  dernière  tombent 
dans  le  cas  irréductible  ,  ce  qui  ne  peut  se  faire  autrement, 
dans  ce  dernier  cas  ,  qu'en  développant  les  formules  générales 
(jui  les  représentent,  en  suites  infinies  pour  les  obtenir  sous 
forme  réelle,  et  convergentes  poutles  calculer  avec  l'approxi- 
mation suffisante.  Le  lecteur  fera  bien  dé  résoudre  trigo- 
nométriquement  quelques  équations  dont  les  coefficiens  seront 
en  nombres. 


18 


^ 
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CHAPITRE  XJn. 

Résolution  algébrique  de   l'équation 
x"*—  I  =  o. 

75 .  il  OUS  avons  annoncé  l'application  de  la  méthode  (54) 
à  la  résolution  algébrique  de  l'équation  x^  — 1=0  :  tel  est 
le  fcujet  de  ce  chapitre  qui  est  encore  tiré  de  la  Résolution 
des  équations  numériques, 

76.  Nous  avons  démontré  (  chap,  IX)  que  «  que  nous 
remplacerons  ici  par  r ,  étant  une  racine  autre  que  Tunité  ^ 
de  r  équation 

a:"  —  1  t=  o  , 

on  pouvait  représenter  ses  m  —  1  autres  racines  par  les  termes 
de  la  série  géométrique 

r,      r*,      r',      r*, r-»-. 

77.  M.  Gauss  a  eu  Tidée  heureuse  de  substituer  à  la  pro- 
gression arithmétique  des  exposans  ,  une  progression  géomé- 
trique,  en  vertu  du  fameux  théorème  de  Fermât  y  démontré 
(chap.  IX).  Soit  donc  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre 
premier  m,  de  manière  que  les  m  —  1  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 


étant  divisés  par  m,  donnent  pour  restes  tous  les  nombres 
moindres  que  m  —  1 ,  et  dont  Tunité  sera  le  dernier  :  les 
m—- 1   racines 

r,      r*,      r^,. r«-», 

pourront ,  en  faisant  abstraction  de  Tordre  ,  être  représentées 
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par  la  série 

r,      r*,      y-*,      7*^ t*"""*: 

car  comme  on  a^  par  Téquation 

/  or*"  —  1  =0, 

dont  r  est  supposé  racine ,  r"  =  1 ,  il  est  visible  qu'à  la 
place  de  chaque  puissance  de  r,  comme  r^ ,  lorsque  a  ^  m  , 
on  pourra  toujours  prendre  la  puissance  r* ,  »  étant*  le  reste 
de  la  division  de  A  par  m  :  ainsi  ^  dans  la  série  précédente , 
on  pourra  toujours  réduire  les  exposans  de  r^  à  leurs  restes  > 
après  la  division  par  m ,  restes  que  nous  avons  vu  comprendre 

tous  les  nombres  1^  â>  3 m  —  1,  mais  dans  un  ordre 

différent  de  l'oidre  naturel,  ce  qui  est  indifférent  pour  les 
racines  r,  r*,  r^  etc. 

Par  exemple  j  Téquation  étant 

X*9  1=0, 

et  r  une  des  racines ,  toutes  les  autres  racines ,  différentes  de 
Tunité,  seront 

r,      r»,      r» r»»; 

mais  a  étant  la  plus  petite  racine  primitive  par  rapport  à  ig , 
nombre  qu'on  prendra  pour  a  ,  nous  avons  vu  (J^oD  que  les 
restes  de  la  division  par  ig',  des  nombres 

a'»,      fl*,      a' a*7^ 

étaient  la  suite    des   nombres  depuis  1  jusqu^à  18  >  ensorte 

qu'on  peut  prendre  les  nombres  a®,  a*,  a* a*'  pour  les 

exposans  de  r. 

L'avantage  de  cette  nouvelle  forme  de  racines  ,  consiste  en 
ce  que  si ,  dans  la  série  des  racines 

r,      r-,      r-\       r^' r-"*"*, 

on  met  r*  en  place  de  r ,  elle  devient 

j8.. 
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fii  on  y  jmet  r**  à  la  place  de  r ,  elle  devient 

r-\     r-^     f-*,     ^^ r,      r-, 

et  ainsi  de  suite. 

En  effet,  il  est  visible  qne  par  la  substitution  de  r"  pour  r, 
r^  devient  (f-')'»  =  r**  ;  /-**  devient  (7-»^*  =  !^^,  et  que  le 
dernier  terme  r^"~*  devient  (f-')'''"""*=f-»"*~' =  r  ,  parce 
que  le  reste  de  la  division  de  a"*""*  par  m  est  Tunité.  De 
ni^me,  par  la  substitution  de  r***  en  place  de  r,  le  terme  r"* 
devient  (y^*)'*=:r*^,  ainsi  de  suite  ,  et  le  dernier  terme  r^""* 
devient  (  f-*'  )'«"^»= r*"  =  ,-"~>-  =  /-  ,  parce  que  le  reste  de 
la  division  de  a"*"*  par  m  ,  est  Tunité. 
^  Cela  posé ,  si  pour  résoudre  Téquation 

x«-«  +  a:^-*  +  x"'-^  ^ 4-1  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  le  quotient  de  x"* —  1  par  x —  1  , 
et  dont  les  racines  sont 


r,       r^,       1^* 1^"*""* 


r^  étant  =  1  ,  en  vertu  de  Véquation  x"*  —  1  =  o ,  on  em- 
ploie )a  méthode  (  54  et  suiv.  ) ,  on  aura  ,  en  remplaçant 
x',  x",  x",  etc.  par  r,  r",  etc. 


t  =  r+  «/-4-  «v'+  «V'+ +  ««-»r-"' 

où  «  est  une  des  racines  de  Téquation 

y"^»  —  1=0: 

si  on  développe  la  puissance  m  —  1  àe  t ,  ayant  soin  de 
rabaisser  les  puissances  de  *e  et  r  au-dessous  de  ***"*  et  r", 
à  cause  de  «"»"»=!  et  r^=  1  ,  on  aura  cette  fonction  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  « , 

où  1%  5',  r^  etc.  seront  des  fonctions  rationnelles .  et  entière* 
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de  r,  qui  ne  changeront  pas  par  la  substitution  de  r", 
r**,  r*^,  etc.  en  place  de  r,  puisque  nous  avons  démontré 
(  54  et  suiv.)  que  ces  quantités,  lorsqu'elles  étaient  fonctions 
de  x\  X*,  X*,  etc. ,  étaient  invariables  ,  lorsqu'on  augmentait 
chaque  accent  de  un  ,  deux ,  trois  ^  etc.  accens  ,  ce  qui  répond 
aux  changemens  de  r  en  r^,  de  /^  en  r**,  etc.,  de  r  en  r"% 
r^  en  r^*,  etc. ,  en  observant  que  remplacer  r  par  r^,  c'est 
remplacer  r^  par  r**,  /^*  par  r*^,  etc.  ;  qu'aussi  changer  r 
en  r**,  c'est  changer  r*  en  r*^,  r**  en  r^,  etc. 

On  peut  démontrer  que  chacune  des  fonctions  5*,  |',  {",  etc. 
«st  réductible  à  la  forme 

A  +  B(r+7-+r-*  + +  r-""*), 

A  et  B  étant  des  quantités  connues  indépendantes  de  r  :  c'est 
ce  que  nous  ferons  voir  dans  un  cas  particulier,  parce  qu'il 
sera  facile  de  généraliser  la  conclusion.  Supposons  donc  qu'il 
s'agisse  de  l'équation 

0^  —  1=0: 

en  ôtant  par  la  division,  la  racine  1 ,  on  a  cette  équation 
du  quatrième  degré 

a:+  +  ^'  +  ^  +  ^+i=o> 

dont  les  racines  seront  r  ^r^^  r^,  r*.  Puisqu'on  a  ici  m=5, 
on  trouve  par  la  table  (49)  que  la  plus  petite  racine  pri- 
mitive est  3  ,  de  sorte  qu'on  a  a  =  2 ,  et  que  les  racines  dont 
il  s'agit ,  peuvent  être  représentées  par  les  puissances 

r,       7-,      r»f,        r-\ 

lesquelles  se  rabaissent ,  à  cause  de  1^=  1 ,  à  celles-ci , 

r,       r',       r*,       r^,  A^ 

en  prenait ,  au   lieu  de  22^  =  8,  le  reste  de  la  division  de  8 
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par  5.  Ainsi  ^  au  lieu  de 

on  pourra  poser 

f  =  r  +  *7*  +  «V^  +  «V, 

en  prenant  pour  «  une  racine  de  Téquation  JK^—  i  =  o  ,  de 
manière  que  Ton  ait  «^=  i. 

Pour  trouver  la  fonction  I ,  il  faut  élever  t  à  la  quatrième 
puissance  ,  et  développer  suivant  les  puissances  de  * ,  en 
rabaissant  celles-ci  aU'Klessous  de  m^,  et  celles  de  r  au-dessous 
de  r^,  par  les  conditions  **  =  i ,  r^  =  i  •  Ce  calcul  qui  n* a 
d'autres  difficultés  que  la  longueur  ,  mais  qui  peut  cepen- 
dant s'exécuter  assez  rapidement^  en  y  mettant  de  l'ordre , 
donne 

I  =  ia+  i3  (r4-r*+r3+r*)+i»[i6+  i2(r+r^+r^+r^)'J 
+  «»  [24  +  10  (r+T^+  r3+ 14)]  +  i6«'  (r+  r»+  r'+r^)  : 

donc 

Ç*  =  ia  +  i3(r+r*+ï^+r4)=.i2— i3=— 1  , 
f  =i6  +  ia(r+r»+r3+r*)  =  i6— ia  =  4, 
f  =  a4  +  lo  (r+  r»+  r^+H)  =a4—  lo  =  i4, 
^•=  i6  (  r+ r»+ r3+ r*)  =  —  iG  , 

en  observant  qu'à  cause  de 

on  a 

r  ^  f'  +  r^  +  t4  =—  1  ; 

conséquenmient , 

#  =  —  1  +  4ii  +  i4«*  —  i6i»'. 

Ainsi ,  dans  ce  cas  ^  et  généralement ,  les  fonctions  ^,  Ç',  Ç',  etc. 
«ont  donnéea  en  nombres. 
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Désignant  donc  par  i>  «>  ff>  y^  etc.  les  m—  1  racines 

de  réquation 

yi^i  —  1=0, 

et  par  *®,  t^,  d",  **,  etc.  les  valeurs  de  é  qui  répondent  aux 
substitutions  de  ces  racines  pour  «  dans  la  formule 

_  I  =  f  4-  «f  4- •.+  «"«-«ICm-*), 

on  aura  sur-le^hamp,  par  les  formules  (54)>   en  écrivant 
m  —  1  pour  m  ,  r  pour  x\  r^  pour  x",  r**  pour  jcT,  etc. , 


m- 

—  1 

""  • 

._!/'•  4- ■ 

^m-a 

^l'  4.  ff»«-a 

V/J'+etc. 

m —  1 

,._!/*•+ 

^«-3 

1  "j/V  +  ^-3 

"pi"  4-  etc. 

m  —  1 
etc. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  5 ,  l'équation 

y-  1  =0  =  (:y?-i)(y4-0 

donne 

y  =  i,    j'  =  —  1  ,    j^  =  V—  1 ,    y  =  —  J/—  1 , 

qu'il  faudra  substituer,  à  l'exception  de  ^  =  1 ,  pour  *  dans 

#  =  —  1  +  4-.  4.  14*»  —  i6«3  : 
on  aura  ainsi , 
irrzzaS,    d*  =  — j5  +  aov/— 1,    é*=— 15  — aoi/— 1  : 

or  |/l«  ou  t  répondant  à  «  =  1 ,  on  a 

|/d<>  =  r  4-  r*  4-  r*  +  r5  =  —  1  ; 
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conséquemment  la  première  racine 

Mais  en  (Aservtot  que  Texposant  m~  i  =4=  a  X  a ,  on 
pourra  faire  usage  de  la  seconde  lAétbode  (  cbap.  cité)  :  on 
prendra  donc  pour  «  une  des  racines  de  Téquation 

y^  —  1  =  G, 

de  aorte  qu'à  cause  de  Téquation  «*=  i  ,  l'expression  dm 
la  fonction  t ,  savoir  , 

<  =:  r  +  «r*  +  4V  +  «V 

deviendra 

t  =  X'  +  ^X\ 
ou 

X'  =  r4-r*,      X-'^r'  +  r»: 
faisant  le  carré  de  t,  on  trouve 

substituant  les  valeurs  de  X',  X''  en  r ,  développant  les  carrés 
«t  les  produits ,  et  rababsant  les  puissances  de  r  au-dessous 
de  r^,  on  trouve 

donc,  comme  r  4-  7*+ 1^+  r*-?  —  1 ,  on  aura 

r  =  3,      f  =  ~a. 

Ainsi  l'expression  générale  de  »  deviendra 

t  =  5  —  a». 

Comme  les  valeurs  de  «  sont  1  et  —  i  ,  on  aurappur  U 
première, 
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Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales  de  X',  X*',  etc. 
données  (54),  on  trouvera 

;^.  _  —  1  +  y/S         ^„_  ^1  — v/5 

a  '  a         *  ^ 

On  aura  ainsi ,  par  la  valeur  de  X',  celle  de  r  +  r**,  somme 
de  deux  des  quatre  racines  de  la  proposée.  Pour  avoir  la 
racine  r  en  particulier^  on  fera  de  nouveau  un  calcul  sem-- 
blable^  et  considérant  les  deux  racines  r,  r^  comme  celles 
d*mie  équation  du  second  degré.  On  posera  donc 

«.  =  *:  =  I?  +  •:-: . 

où 

?•  =  ,-  +  ,*      et      f  ;  =  at^. 

Ici  on   voit  que  les  valeurs  Ç*]  ,  Ç'^  sont  données  au  moyen 

des  valeurs  déjà  connues  de  X'  et  X".  En  effet ,  à  cause  de 
r*  =  1  et  de  r*  =  r',  on  a 

f;  =  r»  +  r3  =  X'      et      Ç;  =2; 

donc  V 

^  =  X''  +  2# , 

et  substituant  pour  «  la  seconde  des  racines  de  Téquation 
jf*—  1 ,  qui  sont  i ,  —  i  ,  on  aura 

#'  =  X'  —  a*; 

or ,  »  _  ^ 

V^é^  =e,  =  r+i-*  =  X'; 

donc  y  par  la  formule  connue  , 


_|/|o-f|^é^_X^4-V/X^^— a__— 1+V/5+/— 10— ay/S 
u  a  4 
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La  seconde  racine  ri  sera  donnée  par  la  formule 

^  —  —^  ' 

qui  correspond  à   la  seconde  valeur  de  «  =  —  i  ;  on  anra 

'      donc 

_^_x'— y/x^:^  _  — i-H/5— »^— 10— 3  y/s 


Mais  si  l'on  observe  que  X'  devient  X*  et  que  X'  devient 
X' ,  en  changeant  r  en  r* ,  et  conséquemment  r*  en  i^  il  ne 
faudra  plus ,  pour  avoir  les  racines  r'  et  r^,  que  changer  X' 
en  X"  et  X*  en  X'  dans  r  et  r*,  ce  qui  donne 

^  _  X''+  \/W^  _  —1— v/54-  j/—  xo  +  3\/5 

'         5  -  4 

, _  X'— y/yH:^  _  — i— y/s— y/— lo  +  ay/S 
r^-  -  _  ^  . 

Comme  Téquation 

cc^  —  I  =  o, 

peut  se  rabaisser  à  celle-ci  ^ 

x*  4"  ^*  +  ^  =  o  > 

au  moyen  de  la  division  parle  facteur  x* — i ,  correspondant  aux 
deux  racines  -f- 1  et  — i ,  et  comme  cette  équation  du  quatrième 
degré  est  résoluble  à  la  manière  du  second  ^  nous  passerons 
de  auite  à  Téquation 

x'  —  1  =  o , 
laquelle  étant  dégagée  de  la  racine  i  ^  devient 

a:®  +  x^  +  x^4-^  +  -^*  +  ^+  i=o, 
dont  les  racines  seront  r ,  r^^i^i  r^  r^,r^.  La  plus  petite  racine 
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primitive  pour  le  nombre  7  est  3  ;  ainsi  on  aura  la  progression 

3%    3»,    3%    33    4^,     35 
det  exposans  de  r^  qui  ^  diyisés  par  7  ,  donneront  les  restes 

1  ,    3  ,    a  ,    6  ,    4  ,    5  : 
on  aura  donc  pour  les  racines  de  Téquation  proposée , 

r",    r\    f,    F*,    rS    r^, 
iqa*on  prendra  pour  x'^  x*,  x**,  etc. 
Maintenant  on  fera 

i  =  r  +  *r^  4-  *V*  +  -V  +  -4r*  +  «s^, 

en  prenant  pour  «  une  racine  quelconque  de  Téquation 

y  — ,  1  =  o  ; 

ensuite  on  formera  la  fonction  d  =  ^.  Mais  comme  Texpo* 
sant  6=2.3,  on  pourra  simplifier  le  calcul  et  les  résultats  » 
en  ne  prenant  d*abord  pour  «  qu*une  racine  de  Féquatioa 

jy*—  1  =  o, 

ce  qui  ^  à  cause  de  #»*=  1  ^  réduira  l'expression  de  <  à  celle-ci 

<  =  X'  +  «X', 
dans  laquelle 

X  =  r  +  r*  +  H,      X"  =  H  +  F«  +  r^: 

on  aura  ensuite 

#  =  t»  =  f  4-  -Ç', 

f=:X'»4-X'»,  |'  =  2X'X', 

•t  on  trouvera  après  le  développement,  à  cause  de  r^=  i , 

Ç»  =  3(r  +  fS  +  r*  +  »«.4- r»  4- r*) 

I'  =  a(3  +  r  +  «^  +  r*  +  r<  +  r*  +  r»). 
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Or,  r  +  i^  +  '^  +  '^+'^  +  '^i  somme  des  racines,  =— î  i  ; 
donc 

f  =  -3,      ^  =  +  4., 

et  la  yaleur  de  I  se  réduit  à 

de  là ,  en  faisant  #  =  —  i,  on  aura  é'^^^-y;  d*aill«uiii, 

V/^«  =  «  =  X'  +  X"  =^—  1  ', 

donc  on  aura  smr-le-champ ,  par  les  formules  X',  X",  etc. ,! 
en  y  faisant  7i=  a  , 

^r  _  ~i4-i/— 7         ^„  _  —  i-^K— 7 
a  ^  a  ' 

Considérons  maintenant  les  trois  termes  r^r^,  r^  de  l'ex- 
pression de  X^,  comme  les  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré  ;  prenant  alors  «  pour  racine  de  l'équation 

y-  1  =  o, 

on  fera 

f.  =  r  +  -1^  +  -V^; 

ensuite  en  faisant 

*.  =  <?  =  «:  +  <+-*{;, 

on  trouvera ,  à  cause  de  «^=  i ,  r'  =  i  , 

|;  =  S  +  r'  +  ;*  +  i* 

Ç;  -  3  (  r   +  r*  +  rt), 

^  i:  =  3  (  r^  +  r*  +  r»), 

savoir , 

?•  =  6  +  X',      Ç;  =  3X',      e:  =  3X'; 

de  sorte  qu'on  aiu:a 

I,  =6  4-  X"  4-  3-X'  +  5»»X*: 
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donc    ea    nommant  te ,  Q  ]es   deux  racines   imaginaires    à» 
r équation  y^  —  1=0,  lesquelles  sont 

_  1  4.  kCrg  —1  —  /Us 

et  faisant 

«;  =  6  +  X"  +  3-.X'  4-  3**X', 

«;;  =  G  +  X"  +  KX'  +  ^X\ 

on  aura  ,   en   faisant    /»  =  3 ,   et  observant  que  V^l**  =:=  f, 
=  r+r-  +  r^=X', 

^_x'±yé[±h: 

r-  g  . 

n  sera  facile  de  trouver  les  autres  racines ,  et  d'ailleurs  nous 
détaillerons  cette  partie  du  calcul  dans  F  exemple  suivant. 
Venons  à  Téquation 

\  x^»  —  1=0, 

laquelle  étant  divisée  par  x  — •  1  ^  s'abaisse  au  dixième  degré  , 
et   devient 

La  table  (49)  donne  a  pour  la  plus  petite  racine  primitive  du 
nombre  1 1  ;  ensorte  que  les  racines  seront 

r,    r*,    r^*,     T*\     r^^    r^^    r'^    r'%    i-',     r*», 

et  les  restes  de  la  division  des  exposans  par  1 1  ^  à  cause  de 
r"  =  1 ,  seront 

r,    r*,    H,    A    r»,    r»»,    r«,    r%    /^,    H^, 

dont  la  soitme  sera  par  conséquent  =  —  1 ,  et  l'on  aura 
pour  t  cette  expression  générale 
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laquelle,  en  prenant  pour  te  une  racine  de  réquation 

y-  —  i  =0/ 

donnera,  à  cause  de  «**=  1 , 

#  =  f»*»  =  f*+  -I'  +  «•$"  +  m^^  +  «^4*'+ +-f5|i«; 

d'où  Ton  tirera  par  la  formule  connue  ,  en  y  faisant  m  =  1 1 , 
la  valeur  de  la  racine  r. 

Mais  comme  Texposant  10  de  Téquation  dont  on  cherche 
les  racines ,  est  décomposable  dans  les  facteurs  a  et  5 ,  on 
pourra  décomposer  Topération. 

A  cet  effet ,  on  prendra  pour  *  une  racine  de  Téquation 

^»  —  1  =  o  ; 
par  là  Texpression  de  t  se  réduira  à  cette  forme  plus  simple  , 

t  =  X'  4-  -X" , 
en  faisant,  pour  abréger, 

X'  =  r   +  r^  J^T^   4.  r^  +  r^, 
X"  =  r»  +  I*  +  r»«  +  r'  +  y*, 

et  la  valeur  de  é  sera 

^  ==  t»  =  x'^  +  x"^  +  2-^x'x^ 

En  développant  les  carrés  X'*,  X"*,  et  rabaissant  toutes  les 
puissances  de  r   au-dessous  de  r**,  à  cause  de  r"  =:  1  ,^on 

trouve 

X'*  =  aX'  +  SX",      X*'*  =  aX"  +  ZX\ 

et  par  conséquent , 

X'»  +  X''*  =  5  (X'+  X")  =  —  5, 

parce  que  X'  +  X"  est  la  somme  de  toutes  les  racines  , 
laquelle  est  égale  à  —  1. 

On  trouve  de  même  par  la  multiplication , 

X'X"  =  5  +.a  (X'  +  X")  =  5  -  a  =3: 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  287 

ainsi 

,/é»  =  «  =  X'  +  X*  =  —  1  , 
é'  =  X'»'+  X'»  —  2X'X^  =  —  5  —  6  =  —  11  ; 

donc  ,  en  faisant  71  =  a  , 

X'  =5  ""  '  +  y"—  '  ^      X"  =  ~^  "  y/— 11^ 

*^  a  '  a  * 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  X'  et  X'',  pour  avoir  celle  de  r, 
il  faudra  considérer  les  cinq  termes  qui  composent  X',  comme 
les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré ,  et  puisque 
5  est  un  nombre  premier ,  on  ne  pourra  employer  que  cette 
expression  de  ^  ^ 

t  =  r  +  itr^  +  m'î^  +  «'r9  +  é$ir^., 

en  prenant  pour  tt  une  racine  de  l'équation  j^  —  1  =  o. 
Ensuite  il  faudra  faire 

»  =  tS  =  |.  4.  ^  +  ..Ç»  4.  .3|-  +  .4Ç.., 

€t  il  ne  s'agira  que  de  trouver  les  valeurs  en  r,  de  Ç**,  ^',  etc. , 
par  l'élévation  de  ^  à  la  cinquième  puissance ,  en  rabaissant 
les  puissances  de  et  au-dessous  de  tt^,  et  celle  d^  r  au-dessous 
de  r*',  à  cause  de  «^  =  1  et  r"  =  1.  Par  un  calcul  qui  n*a 
de  difficulté  qu'un  peu  de  longueur  ,  on  trouve  en  retenant  les 
expressions  de  X'  et  de  X''  en  r ,  obtenues  plus  haut^ 

!•=  lao  +5iX'4-  70 X", 

f  =  100  4.  eox'4-  45  XV 

f=5o     +85X'+3oX^ 
f'=GoX'4-  G5X", 
Ç»'=5oX'+  75X\ 

Comme  les  valeurs  de  X' ,  X"  sont  déjà  connues ,  l'ex- 
pression de  la  fonction  #  ne  présente  plus  rien  d'indéterminé. 
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D*abord  on  a 

.0  _  iSgj-SgjA-ii        t^  — 95+i5v/— 11 
«   —  a  ,      1^  —  ^—        , 

ti,  _  — i5  +  55t/ — 11  --125— 5i/— 11 

^,^_  — laS-haSy/— Il 
^    -  ~5  * 

Qu'ensuite ,  au  lieu  de  «  dans  fi ,  on  substitue  les  quatre 
racines  qui  avec  Tunité  résolvent  Téquation 

y  —  i  =  o> 

en  place  desquelles  on  peut  prendre  i  ^  »,  «%  m^,  tê^,  parce 
que  5  est  un  nombre  premier ,  et  qu  on  rabaisse  les  puissances 
de  «^  au'clessous  de  l'unité  j  on  aura 

r  =  t-  +  M^i'  +  -4'  +  »v  +  *'ê", 

mais  d'ailleurs  , 

^éo  :=:  t  =  r  +  r^  +  r^  +  r9  +  T^  =  X\ 
Donc  par  la  formule  connue,  en  y  faisant  m  =  5  , 

^,    i(-i+V/-ii)+V/^^+V/^^>V/^+t/^^^ 
r_  g  , 

où  il  ny  aura  plua  quà  mettre  pour  m,  «*,  «^,  it^,  les  racines 
Ty  T^tT^y  '■^  trouvées  plus  haut  pour  Téqiiation  x^  —  i  =  o. 

Poiu:  avoir  les  valeurs  des  autres  racines  r^,  r^,  r»,  r',  on  obser- 
vera que  les  changemens  dans  Texpression  de  t,  de  la  racine  r  en 
r^,  en  r^ ,  en  r9  et  en  r',  s'opéreraient  en  multipliant  t  par  *^, 
,«',  **  et  » ,  parce  qu'en  effet  le  développement  de  ^  =  é  , 
est,  en  même  temps,  celui  de  («^0^  (•^0^  (*'*0^  (**)^  * 
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cause  de  «^=  i  :  aiilsi,  d'aprèi  les  fonnules  qui  donnent 
x^ ,  jp* ,.  af^  etc;  ,  on  aura  les  valeurs  des  racines  r^ , 
^*  ^»   ^  ^^  entrent  dans  X',    On  y  parviendrait   encore 

s 

en   multipliant   dans  l'expression  de    r ,   les   radicaux    y/d', 

5  s  s 

1/6",  v/^*  V'®*'  respectivement  par  «S  C<,  y*,  ^^  pour  la  racine 
r^\  par  ,  i^,  C,  y\  ^^  pour  r^;  par  «%  C*,V,  ^  pour  r»  ;  par 
«j  ^  I  y  >  ^  pour  r^ ,  c'est-à-dire ,  à  cause  de  ff  =  it*  ,  y  =  â»*^, 
J'n:**;  par  «^,  «\  «*,  «  pour  H;  par  «\  #»,  «♦,  «'  pour  r^; 
par  «%  *S  »  ,  «'  pour  r* ,  et  par  »,  «*,  «^,  «^  pour  r^. 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  racines  r*,  r*,  r'*,  r^  f*  qui 
entrent  dans  la  fonction  X",  il  n'y  aura  qu'à  changer  r  en  r% 
ce  qui  change  X'  en  X"  et  X*  en  X',  et  comme  X'  et  X" 
ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical  ^ —  1 1  ,  il  ne  faudra 

que  changer  ce  signe  dans  ^°,  ^ ,  ou  dans  les  racines 

précédentes  r,  r^^ifii  r»,  r'. 

On  aurait  pu  prendre  pour  « ,  dans  l'expression  générale 
à&  t  ^  une  racine  de  l'équation 

y  —  1  =  o, 

au  lieu  d'une  racine  de  l'équation 

y  —  1  =;  o  , 

comme  nous  l'avons  fait,  ce  qui  est  permis,  puisque  q  et  5 
sont  les  facteurs  de  lo  ;  faisant  donc  «^z^  i ,  l'expression  gé- 
nérale t  devient 

«  =  X'  +  -x"  +  «•X*'  +  ii'^x»v+  •*x^ 

dans  laquelle 

X'  =  r  +  r'o,      X'  =  r»  +  r9,      X*  =  H  +  K, 
X«'  =  r»  4-  r^      X'  =  r*  +  V^, 

et  l'on  regardera  X',  X",  X*,  X*',   X^  comme  les  racines 
d'u^ae  équation  du  cinquième  degré  ;  on  fera  donc 

I  =  t^  =  f  +  iif  4-  ««f  +  .i^f  +  •  f  «^ 

*9 
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élevant  ^  à  la  cinquième  puissance ,  en  rabaissant  continuel- 
lement les  puissances  de  «  au*<lessous  de  t^,  et  celle  de  r 
au-dessous  de  r*',  d'après  i^  =  i ,  r"  =  i  ,  et  faisant ,  pour 
abréger , 

on  a 

Ç«  =  iS^o  +  i836*  , 

Ç  =  1700  +  i85o5  ,, 

Ç*  =  ao5o  +  1795^  , 

Ç*=  1800  +  i8aoj  , 

Ç»^=  igoo  4-  1810J  , 

et   parce  que  ^  =  —  1  , 

$0=  — 196,  ^'=— i5o,  f =q55,  $•=  — ap,  $*'=:9o: 

ainsi  la  yaleur  de  I  ^era 

#  =2  —  196  —  i3o»  4"  255«i*  — ^ao«'  +  go*^: 

en  mettant  successivement  à  la  place  de  «  les  quatre  racines 
«*  ^>  y >  ^»  autres  queTunîté^  de  Téquation  x*—  1=0,  ou 
les  puissances  #» ,  «%  «^,  «^  dont  les  valeurs  sont  les  mêmes  que 
celles  des  racines  r,  r*,  r^,  r*  de  Téquation  x^—  1 ,  distrac- 
tion faite  de  Tunité  ;  on  aura  ^  à  cause  de  «^  =  1  ^ 

/  =  —  19G  —  i3o«  +  a55«*  —  aoflt^  +  9^> 
ê"  =  —  196  —  i3o«*  4-  a56ii^  -.-  ao«  +  gc^», 
if'  :=z  ^^  19G  ^  i3o«'  4"  û55«  —  ao«*+  90»% 
#*'==  —  196  —  i3o»^  +  a55ii'  —  ao«*+  9o«  '> 
d'ailleurs ,  pour  «  =  1  ^  on  a 

^  =s  —  196  —  i3o  +  a55  —  ao  -f-  90  5=  —  1  ; 

d'où 

|/r>  =  —  i  : 
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fiwxrp^i  la  formule  générale  (54)  ,  en  y  faisant  /it=s  5 , 

Nous  prendrons  pout  dernier  exemple ,  Téquation 
Jt*^  —  1  x=  o. 


^*    r»,    r»,    r»,    r«,    r»*,    r",    r^,    ,*,    r'*,    i^. 
On  Uam  àùùo,  en  génénd  , 

tz±zr  +  ^  +  M-Ti+^f»  +  -♦r»  +  «V^.  «V-4.  «'r** 
+  «•r»+  «»r5+  #'V+  ««'1^, 

et  l'on  prendra  pour  «  une  racine  de  l'équatioa 

cnsOTte  que  #•=  i ,  ce  qui  réduira  la  fraction  <  à  la  fcmit. 

<  =  X^  +  #X% 

dans  laquelle 

X'  =  r  +  r^  ^f^  ^r'^  +  f9  +  f^^ 
X'  =  !•+  r»  +  r«  +  r^*  +  r5  +  ^, 


/^ 
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de  là  on  aura 

I  =  f*  =  Ç>  +  «f/   $o  =  X'*  +  X^    f  =  aX'X^ 

On  peut  se'  dispenser  de  chercher  la  valeur  de  ^^,  en  obser- 
vant que  pour  «  =  i  ^  on  a 

#•  =  $«>+ f=  ^=  (—1)»=  1,  d'où  f  =1— 4', 
et  conséquemment  ^ 

<=i+(.-i)f: 

de  sorte  qu'en  faisant  «  =  —  i  ^  on  aura  la  valeur  de  6^, 

•  •         • 
et  les  deux  racines  X',  X*  seront,  en  observant  que  |/6®= —  i, 

y  ^  - 1  +  v/T"=:if      .,^,  ^  —  1  -  v/r=r5f 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^',  il  faut  développer  le  produit 
X'X"  en  puissances  de  r,  ayant  soin  de  rabaisser  les  puis- 
sances supérieures  à  r** ,  à  cause  de  r*^  =  i ,  et  Ton  trouve 

X'X''  =  —  3      d'où      f  =  —  6. 

On  regardera  maintenant  les  six  racines  qui  composent  la 
quantité  X'  comme  celles  d'une  équation  du  sixième  degré, 
et  on  fera  de  nouveau , 

t,  =  r  +  Mr^  +  ^1^  +  «V»  +  «^r»  +  -V*»; 

mais  au  lieu  de  prendre  pour  «  une  racine  de  l'équation 
j'^  — ^  1  =  o ,  ce  qui  exigerait  la  développement  de  la  sixième 
puissance  du  polynôme  t, ,  nous  prendrons  de  nouveau  une 
racine  de  l'équation  y^  —  i  =  o ,  de  sorte  qu'au  moyen  de 
«*  =  1  y  la  fonction  t^  redeviendra  de  la  forme 

t.  =  X;  +  .x;' . 

dans  laquelle  on  aura 

X'  =  r4-r»  +  r9,     .  X"  =  r<  +  r'»  +  r"  : 
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on  aura  ensuite ,  comme  ci-dessus , 

#.  =  C=§:+-f:,  où  ç:=x;-  +  x:»,  ç;=2x;x% 

donc  pour  «  =  —  i  ,  on  a 

«'  =  X'*  +  X"»  —  aX'X"  , 

d'où  Ton  tire 

i/«'  =  X'  —  X"  ; 

mais 

X'  +  X"  =  X', 

donc 

X._  — - — ,     X.= j_. 

d'ailleun , 

♦:  =  i:  +  ç;  =  «:  =  (x;+x;')* 

=  (r  +  H  +  r*  +  rs  4- r-*  +  r^T  =  ». 
donc 

|-  =  x'»-$;, 

et  conséquemment , 

e.  =  x'»  +  (--of;, 

et  faisant  #•  =  —  i , 

a;  =  X'»  —  2^;. 

Pour  avoir  f  ^ ,  îl  faudra  développer  le  produit  X[X"  ,   ca 
observant  que  r*^  =  i ,  et  Ton  obtiendra 

X'X"  =  3  +  X^ 
ce  qui  donnera 

Ç;  =  6  +  aX\ 
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et  par  conséquent , 

-»-.  = i  * 

A.,    =3 • 


a 


Noos    allons    chercher    lès    fonctions   correspond^tts    4 
X'  I  X^  qu'on  obtiendrait  en  procédant  4  l'èg^d  des  racbies 

qui  composent   la  fonction  X',  comme  on  a  fait  sur  celles 
de  X'  :  nous  les  désigiîerons  p^r  (X^  )  ^^  (  X"  )  ;  or,  comme  en 

mettant  r*  au  lieu  de  r,  la  fonction  X'  devient  X*,  et  1^  fonc- 
tion X*  devient  ^',  on.^ur^ 

(AJ  =  ^ 

Il  faut  encore   regarder  les  trois   racines  qui  composent  1^ 
fonction  X'  ,  comme  celles  d'vne  équ£^tion  du  troisième  degré  j^ 

et  faire  en  conséquence  ^ 

t.  =  r  +  -r^  -f  #'/^, 

en  prenant  pour  m  une  racine  de  Féqnation  j^  —  l  =  p  :  d^  14 
on  formera  la  fonction 

fl.  =  <»  =  f:  +  <  +  <. 

f t  on  trouvera ,  par  le  développement ,  en  faisant  •'  =  k 
f!tr"=i, 

5;=:6  +  x;,    i:=3(x;),    i:  =  3çx:); 

donc  nommant  m  et  Cles  deux  racines  de  l'^^tion  j^--v  1  =  On 
distraction  faite  de  Tunité,  on  aur^ 
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»;  =  6  H-  x;  +  3-  (x;)  +  3-«  (x.-) . 
#:  =  6  +  x;  +  3C  (x;)  +.  dÇ'  (xp . 

«t  conséqueixunent  ^ 

Ainsi  la  valeur  de  r  est  entièrement  déterminée;  et  il  est^ 
inutile  de  chercher  à  la  simplifier,  dit  M.  Lagrange ,  parce 
que  ,  dans  tous  les  cas ,  il  est  toujours  plus  avantageux  d'em- 
ployer pour  la  résolution  x*^  =  i  ,  ainsi  que  de  toutes  les 
équations  de  ce  genre ,  les  formules  en  sinus  et  cosinus  ,  trou- 
vécs(ch.  XI).  Lagrange  ajoute  :  je  remarquerai  que  la  méthode 
que  nous  venons  d'employer,  peut  être  regardée  comme  une 
simplification  de  celle  que  M.  Gauss  a  indiquée  d'une  pia- 
nîère  générale  dans  l'article  36q  de  ses  Disqidsitiones  arith^ 
meUcœ' 

Celle-ci  est  aussi  fondée  sur  le  développement  d'une  fonc^ 
tion  semblable  à  celle  que  nous  avons  désignée  par  ê  ;  mais 
elle  demande  de  plus  la  formation  et  le  développement  d'au-^- 
tant  d'autres  fonctions  du  -même  ordre  que  l'équation  a  de 
raciâes ,  ce  qui  alonge  considérablement  le  calcul.  La  méthode 
actuelle  est  indépendante  de  c£s  fonctions  auxiliaires ,  et  con^ 
duit  directement  aux  expressions  les  plus  simples  des  racines. 

78.  Nous  dirons  un  mot  des  équations  réciproques  t  on 
donne  ce  nom  aux  équations  dont  une  racine  est  x  ,  et  l'autre  -  ^ 

ensorte   que  x   étant   a^  b ,  c .  etc.,  -  sera  -  ,  r  «  - .  etc.: 
^  X  a    b  *  c 

on  en  a  vu  un  exemple  (71).  Ces  équations  sont  donc  d'un 

degré  pair ,  et  telles  qu  elles  ne  changent  pas  par  le  change-^ 

ment  de  a:  en  -  :  cette  propriété   va  nous  servir  à  trouver 
les  relations  générales  entxe  lesi  coefficiens.  Soit,  à  cet  ei& 
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r  équation 

a»  —  Aa^  +  Bx  ^  —  Cor^  +  Dx*  —  Ex  +  F  =  o  : 

si  on  remplace  x  par  -,  qu'on  multiplie  par  x*,  qu'on  di- 
vise par  F,  puis  qu'on  écrive  le  premier  membre  en  stfiâ 
inverse ,  on  aura 

or  l'identité  entre  les  premiers  membres  donne 

donc 

E  =  A,      D  =  B; 

et  conséquemment  la  proposée  deviendra 

x«—  Ax*+  Bx<—  Cx^  +  Bx*—  Ax  +  1  =  o. . . .  .(i) , 

où  les  coelRciens  des  termes  équidiitans  de  celui  du  milieu  » 
sont  les  mêmes.  Béciproquement  on  reconnaît  à  cette  cir- 
constance, que  l'équation  est  réciproque. 

79.   Toute  équation  réciproque  est  réductible  à  une  autre 
dont  le  degré  est  moindre  de  la  moitié. 

En  effet  l'équation  (i)  peut  s'écrire  comme  il  suit, 
(^6+ 1  )  —  A  ( x^-f. x)  +  B  (x*-f  x«  )  —  Cx3=  o  ; 
divisant  par  x',  on  a 

(-'  +  p)-A(x.  +  ±)+B(x  +  i)-C  =  o....  (.>. 

De  l'hypothèse 

X  H =  y  * 

X  ^ 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  ag; 

on  déduit 

.  **  +  Ji  =  r-a. 

ensorté  que  (a)  devient ,  par  ces  substitutions ,  r 


y  -  Ay  -  3 

+  B 


y  —  (^  =  o (3), 

+  flA 
équation  du  troisième  degré ,  qui  combinée  avec  celle-ci , 

^+-  =  y'      ^'où      X*  —  yx  +  i  =  o (4), 

fera  trouver  les  six  racines  de  la  proposée. 

8o.  Les  équations  binômes  (m  de  la  forme 
ac"  —  1  =  o , 
et  dont  le  degré  est  impair^  donnent,  après  la  division  par 

X—  1, 

x^'  +  x"-*  +  a:'"-3+ +  x^+x+i=o, 

équation  de  degré  pair  et  réciproque ,  et  conséquemment  ré- 
ductible au  degré :  les  racines  sont  données  par  l'équa- 
tion du  second  degré 

jc*  —  xy  -|-  1  =  o, 

dans  laquelle  y  dépend  d'une  équation  du  degré =  r  , 

de  la  forme 

y+y-'-  («-o/--  ('-2)  y-'+ ^'"''^J'"^  y* 

+  (!=M=:^y-5_etc.=o (A), 

trouvée  note  X  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
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Pour  m  =  3 ,  réquation  (A)  est  du  degré =  i^  Poinr 

jn  =  4  ,  \e  quotient  de  x*—  i  par  x  —  i  ,  est 

ar»4.x»+x+i  =  (x+0(x*  +  i):^o. 
Pour  m  =5 ,  le  quotient  de  x*—  i  par  x —  i ,  àaroir, 

X^  +  Jt^   +  X^  +  X+l^zO, 

pst  réciproque  et  réductible  au  second  degré. 

Pour  m=  6 ,  le  quotient  de  x^  —  i  par  x  —  i ,  est 

a:5+x^  +  ,.,..+  x+i=(xS+i)(x*+x+i) 
=  (x*+x»+O(^+0^ 

Pour  m^=j  j  le  quotient  de  x'—  i  par  x —  i ,  est 
oc?  +  c^  +...,.,.^  X  +  \  -=0^ 

et  on  a  la  transformée  ^ 

y  +  y_ajy—  1  =  0, 

qu'il  faut  combiner  avec 

X*  -^  ^x  +  1=  o. 
Pour  m=  8 ,  le  quotient  de  x*  —  i  par  x-^  i ,  est 
^7^.x«+....^.a:+i=(x^+x«+x+i)  (x4+i) 
=(x4+i)(x»+i)Cx+i) 
=  (x»+V^— 0(^— V^— 0(^+0(-^+i>- 
Pour  m =9,  le  quotient  de  x» —  i  par  x  —  i ,  savoir , 

a:«-j.x7  +  x«4. +  X+  1=0, 

est  réductible  ^u  quatrième  4egré ,  ou  décomposable  dans  les 
facteurs 

(xfi;f  X?  +  i)(x«  +  X  +  i)  =  o, 

dont  le  premier  est  résoluble  à  la  m^ière  des  équations  d¥ 
second  degrés 
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Pour  mrs,  10 ,  le  quotient  de  x** —  1  par  a^—  1,  est 

ar»+a:«-f- +x+  i  =  (x^+x^+x^+x+i)  (ar^+i) 

en  posant  a^sz  y  :  or  le  facteur  jp*+  ^-i- J^*+  y  +  *  e*t 
réciproque  et  réductible  au  second  degré. 

Pour  m=  1 1  ,  le  quotient  de  x"  —  1  p^  x— ^i ,  est  réduo^ 
dble  à  cette  équation 

J^  +  J^^  -  4/  ~  3y  +  Sj*  +  1  =  o  ; 

or ,  r  étant  une  des  racines  de  ce  quotient 

x***  +  X»  + +  1=0, 

)a  correspondante  de  Véquation  en  ^  =;=>r  4"  »  ^st 

à  cause  de  r^=s  i  :  mais  nous  ayons  déjà  désigné  ptus  haut 
r  +  r'**  par  X',  et  nous  avons  assigné  en  nombre  la  racine  X'. 
f^andermonde ,  dans  un  méi^ire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions ,  a  donné  la  racine  de  l'équation 

/  -  y  -  4?  +  3j*  +  sj'  -  1  =  o, 

qui  n*est  que  la  proposée  ,  en  y  changeant  ^  en  —  j^,  ce  qui 
a  fait  dire  à  Lagrange  (Résolution  des  Équations  numé^ 
riques  »  note  XIX  )  que  ce  géomètre  est  te  premier  qui  ait 
iraDchî  les  limites  dans  lesquelles  la  résolution  des  équations 
^  deux  termes  se  trouvait  resserrée. 

Pour  m  =x  1 2»  ^  le  quotient  de  x''  —  1  par  x  —  1  #  est 

x"+etc. +  ^  =  0=  (x»+x*+x+i)  (x«-hr*+ 1) 

=  (x+i)(x'^i)(y+j.+0:i 
^n  posant  x^  =  y. 
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Pour  m=  i3,  le  quotient  de  x*^—  i   par  x—  i  ,  c'est- 
à-dire  ,  l'équation 

x**  +  X"  + +  X  +    1   =0, 

est   réductible  à  une    équation    dn    sixième    degré  ,  ou   du 
degré  a. 3. 

Enfin  pour   m=  i5,  on  a  pour  quotient  de  x**— i  par 

X—  1  , 

a:'4+  a:>3-j- +  i  =  (x^+oc^-^x^+x+i^x'^+a^+i) 

en  faisant  xr=z  y. 

'8i.  Pour  rendre  raison  des  décompositions  que  nous  venon» 
d'employer  ,  nous  observerons  que  l'équation 

a:* m-i  ^  jj^m-.  ^  x»"-3^ +X+  i=o, 

peut  être  mise  sous  la  forme 

x"»*-»      -|-x^-*     +  x"^^     4- +  x"*"^ 

-j-a:«f-t-"  -|-::c"f-f~«-^a:»»»f^-3  ^ ^  x^r-^ 

^  X'"*~*^*+  x'^-^-^+  X^-«^3^ 4-  X^-3^ 


^-x»^-'      4-x»*-*     4-x^-3      ^ +x^-f 

+  x^       +x*-*       +x^-3       ^ 4.x*-»  =  o: 

de  cette  décomposition ,  on  passe  aisément  à  la  suivante  : 
(x*-*  +  x^  +  X*-»  + +  i)  x"f-f 

+    (  xf-»   4-  x*-a   +   x^-3   ^ 4.   1  )   x-^-M 

+  (x*-«  +  x^-a  +  x'-a  ^ +  1  )  x^-3f 


+  (  xf-'  +  xf-*  +  x*-3  +.'....+  1  )  X» 

4-  (  a:**""  4-  x^^  +  xf-3  + 4  1  )  x*^ 

=  (x^-^  4.  X*—  4. X  4  1)  X 

( x^î-î 4  x'"^-»«4  x'"'-3*4- +x^+  x'»)  =  o. . . (0* 
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Ainsi ,  pour  m  =  3  et  ç  =  5  ,  on  retrouve  la  déctmiposition 
ci-dessuâ  de  Téquation  x^  +  etc.  =  6. 
Passons  à  l'équation 

a:*  ^  a:*— -4.x*— "4-0:^3.^ ==0, 

dont  nous  supposerons  le  nombre  des  termei  divisible  parp  : 
elle  se  décompose  ainsi  qu'il  suit  : 

a^       4x*-»         +0:*-*»        +....+ar*-0»-'>«'] 

etc. 

p  étant  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne ,  et  observant 
d'ailleurs  que  le  nombre  total  des  termes  ,  ou  le  multiple  kp 
qui  le  désigne  ^  étant  diminué  d'une  unité  ,  est  le  multiple  de 
n  dans  le  dernier  terme.  L'équation  précédente  devient  encore 

>=o...(o). 

etc.  J 

p  étant  toujours  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne ,  et  c 
un  nombre  quelconque.  On  a  donc 

x*+a:»-»4-a:*-*»+  etc.  =  [x"«4-xC*^-0«4 ^-xC^/'-^O"] 

X  [x*-'«+àr*--C^-^P)"+x*-<^/')"+  etc.]  =  o  ; 

ensorte  que  pour  n  =  1 ,  i  =  5  ,  on  trouve 

=  (x*4.a:^4....+xC'^-^0)(x^^+a:^Cc-t-f)-f.x5-C^«P)-fetc.): 
or  le  nombre;  des  termes  étant  S ,  on  peut  prendre  p  =  3,  c  =  5, 


/^ 
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et  alors , 

parce  que  p  étant  =  3  ^  les  pretaÀère$  décompositioiis  tiê 
doivent  fournir  que  deux  lignes  ;  et  d'aprèa  (^ ,  on  ne  doit 
pas  aliet  au-^elà  du  facteur  x*-<*'^«.  On  pe«t  faire  atitst 
p  =  a ,  c  =  â  ^  auquel  cas , 

x«+  X^+  3^^+  0?*+  X  +  i  =  (x*+x)  (x^+X  +  i  )  =  o. 

Je  suppose  dans  Téquation 

X*  +  X»—  +  x«^-"  +  etc.  =  o, 

des  coefficiens  autres  que  Tunité  :  la  décomposition  (n)  ne 
aéra  possible  qu'autant  que  les  p  premiers  ,  seconds,  troi- 
aièmes^  etc.  termes  seront  alFectés  des  mêmes  coefficiens^  ou 
que  les  rapports  entre  les  p  premiers ,  seconds,  troisièmes,  etc. 
coefficiens ,  seront  les  mêmes.  Supposons ,  pour  donner  un 
exemple  du  premier  cas ,  qu'on  ait  Téquattoa 

aoc*  +  ix*  +  cx^  +  ox*  -f  6x  +  c  r=  0  ; 

la  décomposition  sera 

(ax3+ixS-cx)x»-f-(ax3+4a?+cx)  1  =  0, 
tfoù 

(ax»  +  ix*+cx)(x*+i^=o. 
L*équation 

ax5+  ix^ 4-  cx^  +  a'x»  +  ¥x  +  c'  b  o» 

•ouSjles  relations  a^=^na,  b'=znb,  c'z=nc,  aura  pour 
décomposition 

{cx3  +  ix*  +  cx)x*  +  ii(ax5  +  fcx*+cx)i=o. 
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d'où 

(«  +  i)  (036^+ fta-+ co?)  (x»  +  i  )  ==  o. 

8a.  Ce  qui  suit,  repose  sur  cette  formule,  ^ 

(M) . . . .  <f+  6-  =  ia+by—  "  ab  (a +i)-» 

±2.  2=f±i.  îî=^....2=f=:la'Ka+i)-'H=etc.. 

qu*il  est  facile  de  démontrer  par  induction ,  et  qni  l'a  été  d'une 

manière  complète  et  générale  dans  un  mémoire  de  M.  Ampère  y 

ayant  pour  titre  :  Considérations  sur  la  théorie  mathématique 

du  Jeu  (*). 

ce  c 

Faiâons  dans  (M)  les  hypothèses  a=:  -,  6  =  - ,  qui  donnent 

c  çc 

ab—  i,      a  +  b  =,  J  +  |; 


et  posons  encore 


•  c        x 


(*}  Si  Too  ne  Teut  ^'uae   dëaoDttndon  par  inducôon ,  on  partira 
4e  cette  ^il^ 

a*  -h  &•  z=  (a  -H  *)»  —  aai ,    ^ 

dont  on  pmltîpliera  les  deux  membres  par  a  -f*  ^  >  ensorte  «jue  dégageant 
«'  -4-  à'  ^  oa  troQTera 

41»  -^  *»  =*(a4-*)»  —  3fl*(a^5)5 

mnltipliant  de  nouveau  de  part  et  d'antre  par  a  4*  &  t  et  d^ageant  a^^hh^^ 
il  viendra,  aprèa  avoir  remplace  «•  •«-&•  par  ta  valeur  (a-f-à}*  — aa&, 

«4  ^  ^4  =s  (a  -4-  ()4  —  4a^  (a  -h  ^]*  -f-  aa»*». 


^ 
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la  formule  (M)  deviendra 

^+^=*"-7*"-*+-.— *•  4_-.--_.__V-. 
+....±».îi=2E±i.îî=^....îî:3?=l^r-ip....(Pi) 

'  1  a  3  p  ^ 

Prenons  Téquation  réciproque  de  la  forme  la  plus  générale , 

x"+/7cx""* +70*07*"*+ +9c''*^x'+pc*"'a:+c"=  o  , 

ou  ^  ce  qui  revient  au  même , 

-ç«-j-  c'^^pcx  (x'"^+c"*~*)  +  çc'x*  (x^-^+c"^^)  +etc.  =  o  : 

cette  équation  est  divisible  par  x  +  c ,  toutes  les  fois  que  m 
est  impair;  et  comme  le  quotient  est  une  équation  réci- 
proque dont  le  degré  est  pair ,  il  s'ensuit  que  la  résolution  des 
équations  de  ce  genre,  est  ramenée  à  celle  des  équations 
réciproques  de  degré  pair,  qui  sont  toutes  représentées  par 
la  formule 

o^'+d^'-^-pcx  (x'^+c*'-*)  +  9c»x*(x*'^^+  c»^0  +  etc.=:<  o  : 

on  réduit  la  résolution  de  celle-ci  à  des  équations  du  degré  r> 
en  la  divisant  par  c^scf ,  ce  qui  donne 

x*"       c' 
et  substituant  pour  ~  H — ;^  et  les  autres  quantités  entre  pa- 
renthèses ,  les  valeurs  qu*on  trouve  en  supposant  successive^ 
ment  7i  =  r,  n==r— i  ,  7i=r —  a,  etc.  dans  l'équation  (N). 
L'équation  en  z  qui  résultera  de  ces  substitutions ,  sera  du  degré 

—  ou  ,  suivant  que  m  sera  pair  ou  impair;  or,  dès 

qu'on  a  les  r  valeurs  de  z  ,  on  trouve  ar  valeurs  de  x , 
en  vertu  de  l'équation 

— f —  ==*»       ou       X*  —  czx  +  c*  =:ï  o , 
ex. 

et  on  a  en  outre  x  :=  •*—  c  dans  le  cas  de  m  impair. 
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Ainsi  la  proposée  étant 

c'est-à-dire  , 

(x7+cO+  pcx  (x5-f<:6)  +  qc^x^  (x34  c3)  +  i<^jù^  (x+c)  ==  o  } 

le  quotient  de  la  division  par  x+c,  sera 

(a;6+c«)  +  (p— i)  ex  (x^-i-eO  +  (i— P+^)  c*x*(x»-|-  c*) 

qui  diyisé  par  c^x^>  donne 

(?+?)+<'>-)(f+ë)+<-'+"0+â 

+  S'^q+P'^  i  =  o. 
or  d'après  (N) , 

donc  la  précédente  devient 

«'+  (P—  0  «*  +  (9— P—  2)  2i+  («y  —  ^^P+i )  =o- 

Cette  équation  donnera  trois  valeurs  de  z  >  et  la  dernière  des 
trois  précédentes  en  x,  laquelle. devient 

x'  —  czx  -|-  c*  =  o  , 

fournira  deux  valeurs  de  x  pour  chacune  de  ces  trois  racines  z  ; 
ce  qui  fera  >  en  totalité  ^  les  six  racines  de  la  proposée. 


âo 
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CHAPITRE  XIV. 

De  quelques  procédés  de  décomposition  des  équations 
en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

83.v/n  a  quelquefois  besoin  de  décompoier  eifectivement 
une  équation  en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier. 
Nous  avons  prouvé  (3)  la  possibilité  de  cette  décomposition  , 
et  nous  nous  proposons ,  dans  ce  chapitre  ,  de  faire  connaître 
les  divers  procédés  que  Ton  peut  employer  à  cet  effet. 

Prenons  pour  premier  exemple  une  équation  du  quatrième 
degré  ,  délivrée"  dç  son  second  terme  ,  telle  que 

x^  +  pr*  +  ^x  +  r  =  o  , 

qu'on  se  propose  de  décomposer  en  facteurs  du  second  degré  , 
qui  seront  de  la  forme 

(x*+ar  +  6)  (x*—  or  +  c)  =  o  , 

en  observant  qu'on  n'a  supposé  les  seconds  termes  affectés 
des  mêmes  coeflicîens ,  pris  avec  des  signes  contraires  ^  qu'à 
l'effet  d'avoir  un  produit  sans  second  terme  ^  comparable  avec 
la  proposée.  On  aura  donc  l'identité 

x^4-px"+(7x-f-r-f  r=x*+(6+c— a*)x*+a(c — b)x+bc  =  o, 

d'où  résultent  les  égalités  entre  les  coefficiens 

fc+c  —  a''=.p^      a{c  —  b)=.q,      bc  =  r, 

desquelles  on  déduit 

c  =  j,       a  =  ^-^ ,       a*  =  e  +  b  —  p. 
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Il  fant  donc ,  i*.  que,  pour  chaque  couple  de diyiaeurâ  c  ttb, 
la  différence  c  —  b  soit  un  diviseur  de  q  ou  du  coefiBcient 
•  de  X  dans  la  proposée,  et  que  de  plus,  le  quotient  soit 
positif;  â^.  que  le  coefficient  de  x^,  retranché  de  la  somn^e 
^  -f"  & ,  ait  pour  racine  le  quotient  précédent.  Si  Tune  de 
ces  conditions  manquait^  la  décomposition  supposée  serait 
impossible. 

Faisons  une  application  à  Téquation 

oc^  —  igoT*  —  loox  —  91  =0, 

pour  laquelle  on  a 

p  =  —  19 ,      9  5=  —  100 ,      r  =  —  91. 

,  Les  diviseurs  de  91  sont  1  >  7  >  i3>  91  ,  parmi  lesquels  il 
n'en  existe  que  deux  dont  les  différences  divisent  —100, 
et  donnent  un  quotient  positif  :  ces  diviseurs  sont  —  7  et  i3 
ou  —  i3  et  17  :  on  prendra  donc 

c  =  —  7      avec    i  =  +  i3  , 
ou 

c  =  — r  i3    avec    i  =  •+"  7* 

En  effet ,  on  trouve  également 

-  =  7h^  +  '-'      , 

mais  on  doit  avoir  encore 

6  +  c— p  =  ij5, 
condition  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu*en  supposant 

c  =  —  7      et      i  =  +i3: 

on  a  donc  pour  les  facteurs  du  second  degré  ^ 

jc*  +  5a:  +  iZ  z=s^  o,      x*  —  5x'^7s=o. 

âo.. 
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Reprenons  les  égalités 

bc  =  r ,     c  +  b  =  p  +  a%       c  —  ^  =  "  » 

trouvées   précédemment  :  si  Ton  ajoute  les  deux  dernières  , 
puis  quon  retranche  Tune  de  Tautre,  il  viendra 

(0....c  =  — ^ ,      6  = -....(a): 

multiplions  b  par  c,  nous  aurons,  à  cause  de  6c  =  r,' 

iP+a-r-S 
>  = 4 '' 

donc 

p*  +  apa*»  +  a<  _  1  =  4r, 

ou  ' 

a^  +  ûpo*  +  (p*  —  4r)  a*  —  9»  ==  o  ; 

c'est-à-dire  ,■ 

a'3  +  f^a!^  +  (p=»  —  4r)  a'  —  9*  =  o  , 

en  posant  a*  =  g'. 

Pour  l'équation  déjà  traitée, 

x^  —  19X*  —  loox  —  gi  :=  o  ; 
on  a  ,  par  la  comparaison , 

p  =  —  19  ,       (7  =  —  100,       r  =  — 91, 

conséquemment ,  .         ^ 

a'3  — •  38a'*  +  7250'  —  10000  =  o; 

mais  cette  équation  n'ayant  que  des  variations  de  signai , 
n'admet  que  des  racines  positives  ,  et ,  à  cause  de  a'  =  a*, 
on  ne  doit  essayer  comme  diviseurs  de  loeoo^  que  des  carrés. 
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aaroir;  * 

1  ,    4>     ^^ }     ^5,     loo  ,    400  >    Ga5  ,    aSoo,     loooo  ; 

en  observant  que  le  nombre  a  est  essentiellement  rationnel» 
Le  diviseur  a'  =  â5  est  racine  >  et  il  donne  a  =  5  :  des 
équations  (1)  et  (2)  on  déduit  alors 

c  =  --7,       fc  1=4-13, 

valeur»  obtenues  plus  haut. 

Passons  enfin  à  la  recherche  des  diviseurs  commensurables 
du  troisième  degré  ,  et  proposons-nous  ,  à  cet  effet ,  de  trouver 
ceux  de  l'équation  générale  du  sixième  degré 

X^  +  px^  +  9-^^  +  ^«^^  -}-  SX  +  t  =:  o  : 

]e  suppose  maintenant  que  cette  équation  provienne  des 
facteurs 

x^  +  ax*  +  fco:  +  c ,       x^  —  or*  'h  ^  'h  f' 

si  on  les  multiplie  et  que  Ton  compare  les  coefficiens  des 
mêmes  puissances  de  x  ,  on  trouvera 

(i«)...  i+d— a*==:p,     (q*»).  .  .c+/^-atJ— 06  =  7  , 

(!*»)  donne  b+d=a^+p,  et  (2*)  donne  b  —  J=  ^T-^~^^ 
donc 

(6.)..  .i= ?!±°H±ff:i2     ( .) , .  j^  '^'-H>-^/-W^ 

2a  ^      v/  /  aa 

Substituant  ces  valeurs  dans  (4**) ,  il  vient ,  après  les  réductions  , 
in-. .  .a3  +  (p-^)a  4.  (/_c) (.  -^^). 

On  cherchera  donc,  puis  on  disposera  par  ordre ,  tous  les  di- 
viseurs du  dernier  terme  t  de  l'équation  donnée  ,  et  on  ne  pren- 
dra pour  c  et  /"que  ceux  dont  le  produit  soit  t  en  nombre  et  en 
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signe  ;  d'ailleurs  on  doit  avoir  a  nombre  entier  ;  donc,  d*après(8},' 
f+c  doit  être  ,  en  même  temps ,  divisem-de  as  et  de  q  (f — c). 
Des  valeurs  de  a,  r  etfy  on  conclura >  au  moyen  des  équations 
(6*^)  et  (7^  ,  celles  de  i  et  rf  qui  doivent  être  en  nombres 
entiers  ,  et  enfin  on  examinera  si  l'équation  (5^  qu'on  n*a  pas 
employée  ,  est  satisfaite. 

Nous  appliquerons  cette  méthode  à  l'équation 

/  +  6/  +  4y  —  34/  —  59/  +  j4j^  +  35  =  o  : 

oh  fera  évanouir  son  second  terme  ,  en  posant 

^  =  X  —  I  , 

ce  qui  donne  cette  transformée  enx , 

a^—  lia:*—  loi?^  -f-  sax^  +  S&r  —  5  =  o, 

pour  laquelle  on  a 

p= — 11,    ç  =  —  10,    r=âa,    ^  =  38,    t= — 5: 

les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  1  et  5  ;  donc  ^  parce  qu'il 
est  négatif,  les  facteurs  c  et  y  sont  —  1  et-|-5,  ou  +  1  et— 5. 
Prenant  d'abord  c  =5=  -—  1  eïfzzi  4*  ^i  on  trouve 

qui  est  un  diviseur  de  as  ou  de  76  >  et  qui  l'est  encore  do 
q  {f —  c)  ou  de  —  60.  Faisant  les  substitutions  dans  (8**)  ,  il 
vient  l'équation 

a^  —  3oa  +  ai  =5  o , 

qui  n'a  pas  de  diviseurs  commensurables  du  premier  degré. 
Essayons  c  =  +  1  et  /*=  «^  5  :  on  a  d'abord 

diviseurs  de  a^  et  de  q  (/ —  c)  :  substituant  dans  (8*)  j  il 
vienj 

«'  +  8a  +  9  =  o, 
qui  donne 

a  =5  —  I  ; 
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dbiic  ,  d'après  (6®)  et  (7*») ,  on  trouve 

i  =  —  8      et      d=z=—  2. 

Toutes  ces  valeurs  et  celle  de  r ,  substituées  dans  (3^  donitént 

o  3=  o; 

donc  les  facteurs  binômes  sont 

-c3  —  jA  —  8x+i=o,    or'  +  a?*—  ar  —  5  =  o: 

li  Ton  fait  xz=zy  -^i ,  or  aura  ces  facteurs  triples  de\  la  pnn 
posée , 

y  +  ay— 7^  — 7=0,     y+4y +  3^  — 5=0. 

Ces  applications  sont  plus  que  suffisantes  pour  donner  une 
idée  de  cette  méthode  ,  et  du  grand  nombre  d*essais  infructueux 
auxquels  on  est  exposé ,  lorsque  le  terme  tout  connu  admet  un 
grand  nombre  de  diviseurs. 

84*  La  méthode  suivante ,  due  à  Newton  ,  trouve  naturelle- 
ment place  ici. 

Supposons  qu'une  équation  qui  n'a  pas  de  diviseurs  çom-» 
mensurables  du  premier  degré  >  puisse  se  décomposer  en  divi- 
seurs commensurables   du  second  y  et  soit  , 

X*  4-  ^nx  +  n. 

Voa  de  ces  diviseurs  :  la  proposée  ne  cessera  pas  d'être  divi* 
sîble  par  x*  +  mx  +  n ,  pour  des  valeurs  particulières  de  x. 
NommonB  A  et  B  oe  que  devient  la  proposée  pour  les  valeurs 

x  =  —  1         et        x  =  4"i' 

le  diviseur  de  A  sera  1  —  m  +  n ,  celui  de  B  sera  1  +  m-f-  n, 
et  n  sera  le  diviseur  de  T équation ,  dans  la  supposition  de 
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Les  trois  diviseurs  ne  sont  pas  en  progression  arithmétîqae  ; 
mais  si  Ton  retranche  une  unité  de  chaque  diviseur  de  A  et 
de  B  y  pris  en  plus  et  en  moins ,  on  aura  des  nombres  parmi 
lesquels  doivent  se  trouver  ^ 

n  — —  "^  >       ^9     '  "*  "T"  ^  > 

nombres  en  progression  arithmétique  dont  la  différence  est  m. 
Il  ne  faudra  donc  s'arrêter  qu'à  ceux  des  diviseurs  de  A  et 
B  qui ,  diminués  d'une  unité ,  forment  une  progression  arith- 
métique ^avec  quelqu'un  des  diviseurs  du  dernier  terme  de  la 
proposée.  On  pourra  d'abord  trouver  que|ques  progressions 
arithmétiques  inutiles  ;  mais  on  les  écartera  par  de  nouvelles 
suppositions,  telles  que 

x  =  —  a,      x  =  +  a: 

on  formera  par   là  les    valeurs  de  A'  et  B',  et  le  diviseur 

deviendra 

4  —  am  +  A        et        4  +  ^^  +  '^  • 

r^anchant  4  d^  chacun  d'eux ,  il  restera 

n  —  am        et        f*  +  a/n, 

qui  contiennent  la  progression  ci-dessus.  D'autres  supposi- 
tions ,  si  elles  sont  nécessaires ,  achèveront  de  fixer  les  véritablea 
diviseurs. 

La  valeur  de  n  est  le  diviseur  qui  répond  à  x  =  o ,  et 
m  -|-  n  est  celui  qui  répond  à  x  =  +  i  :  en  retranchant  le 
premier  du  second ,  on  trouve  m  ;  donc  les  deux  indéterminées 
V}  et  n  sont  connu ejs. 

Lorsque  îii=  o  ,  ou  lorsque  le  facteur  du  second  degré  est 
de  la  forme  a:*  -f-  n  ,  alors  il  ne  s'agit  que  de  déterminer  n  ^ 
et  il  est  visible  que  n  +  i  doit  être  diviseur  commun  de  A 
çt  B  ^  et  que  7i  +  4  J®  sera  de  A'  et  B'. 

Soit,  pour  exemple,  féquation 

a7*-f-4a?3-f.6x»-f-4^  +  5  =  Qj^ 
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dont  oa   demande  les  facteurs  doubles  commensurables ,  si 
elle  en  a. 

Par  la  supposition  de  a:  =  —  t  ,  on  a  A  =  4  •  €fn  faisant 
a:  =  +i,  on  a  B  =  ao:  la  supposition  de  x= — a  donne 
A'=  5  ;  celle  de  o:  =  +  a  donne  B'  =  85  •,  enfin ,  pour  a:=o^ 
on  a  5.  On  formera  donc  le  tableau  suivant  : 


ao. 


B'=  85 

1.5, 

17. 

85: 

B  =   20 

1,3. 

4. 

10 

5  =  5 

1  ,   4. 

A  =  4 

1,3, 

4- 

A'=  5 

1  ,    5. 

Pour  savoir  si  Téquation  a  quelque  ditiseur  de  la  forme 
a::*  +  /i,  examinons  ai  quelque  diviseur  du  dernier  terme  5 
de  l'équation ,  augmenté  de  Tunité  ,  est  en  même  temps  divi- 
seur de  A  et  B  :  on  ne  trouve  que  le  diviseur  1  ,  car  1  +  i 
ou  a  est  diviseur  de  4  et  de  ao;  donc  n=  1  et  a:*+i  peut 
diviser  l'équation. 

Cherchons  le  diviseur  de  la  forme  x*  -f  mx  +  n  :  parmi' 
les  diviseurs  de  A  et  B  qui ,  diminués  d'une  unité ,  forment 
une  progression  arithmétique  avec  quelque  diviseur  du  dernier 
terme,  on  trouve  a  et  10  ;  car  1  ,5  et  9  sont  une  suite  de' 
nombres  dont  la  différence  =4  ;  donc 

jiz=5,      îii  +  >i  =  9,      d'où      m  =  4» 
Ainsi  le  facteur  double  est 

X*  4-  4a:  +  5  ; 
donc  la  proposée  revient  à 

(x*+i)  (x*  +  4a:  +  5)=:o, 
qui  donne  ces  racines 

07  =  +  |/ —  1  ,  o?  c=  — *^-^  1 , 

07  =  —  a  +  v^— 1  ,       X  ==  —  a  —  v^—  !• 


Dig^zed  by  VjOOQ IC 


Zt4  ANALYSE 

85.  Nous  allons  envisager  la  question  sotis  un  autre  point' 
de  vue,  en  nous  bornant  cependant  à  la  décomposition' 
d'une  équation  du  quatrième  degré  en  ses  diviseurs  du  second 
degré. 

Reprenons  donc  l'équation  du  quatrième  degré 

a:4  -}.  Px3  -f.  Qx»  +  Rx  +  S  =  G, 

et   proposons-nous    de  la   décomposer  en  deux  facteurs  du 
second  degré 

x*  +  Ax  +  B  =  G ,       a:*  +  A':c  +  B'  =  G. 

Les  racines  de  la  proposée  étant  « ,  C  ,>»/",  si  Ton  cherchait 
réquatkm  dont  les  racines  fussent  les  sommes  des  racinea 
^*  ^ >  y»  ^>  prises  deux  à  deux  ,  on  en  trouverait  une  da 
sixième  degré,  qui  servirait  à  déterminer  le  coefficient  du 
second  terme  des  diviseurs  du  second  degré.  En  eiFet,  les 
facteurs  de  la  proposée  étant  x  — «,  j?  — C,  jî  — y,  x— /*, 
i)  7  a  lieu  à  six  diviseurs  du  second  degré  ,  dans  chacun  desquels 
le  coei&cient  du  second  terme,  est  la  somme  de  deux  des  racines 
.  de  la  proposée  ;  ainsi  l'équation  d'où  dépend  A ,  par  exemple  , 
doit  être  du  sixième  degré.  Mais  ,  dans  cette  équation  finale  , 
le  coefficient  du  second  terme,  étant  la  somme  des  valeurs  de 
A ,  prises  en  signes  contraires ,  vaudra 

3«  +  3ff  +  3y  4-  3^  =  —  3P  , 

et  on  le  fera  disparaître  en  posant 

ensorte  que  les  racmes  de  l'équation  finale  seront,  en  met- 
*  tant  pour  A  toutes  ses  valeurs  , 
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>=-(*+«)  + ^ =  ""~~^ W, 

^=_(.+,)+H±tv±^^ç+^ ^^^^ 

^=_(.+,)+.±£±r±£=îiz=!e C3). 

^==>.(c+,)+iifh±£==f.ii=£=v (^^ 

^  =  -(C+/)  +  rK±±î:=d:3^ (5).' 

qni  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contranres ,  âînsî 
que  le  montrent  (i)  et  (6)  ,  (a)  et  (5)  ,  (3)  et  (4)  ;  par 
conséquent  l'équation  en  y  ne  renfermera  aucune  puissance 
impaire  de  y^  et  elle  pourra  se  réduire  à  une  équation  du 
quatrième  degré  ^  en  s^  en  posant  y^^=^z. 

Le  produit  des  facteurs  correspondans  aux  six  racines  d» 
Téqnation  en  y,  sera 

faisant  y^:=zz,  et  posant  pour  équation  finale  ^ 


<m  aura 


L=(=t^2=f)+(:±2=±i)-+(=±tf2)-. 
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'*-t-y — C— ^\* 


Or ,  dans.  Thypothèse  de  P  =  o ,  pour  abréger  les  calculs  , 
on  a  (chap.  Vil) 

les  autres  coefTicieus  L ,  M  sont  aussi  des  fonctions  invariables 
de  I» ,  ff ,  y ,  i" ,  qui  peuvent  par  conséquent  s  exprimer  au 
moyen  des  coefficiens  Q  ,  R  et  S  de  Téquation  donnée.^  et 
Ton  trouve  ^  par  un  calcul  qui  n*a  de  difRculté  qu*un  peu  de 
longueur , 

L  =  —  2Q, 

M  =  Q^  —  4S; 

d*ailleurs  , 

N  =  R*  ; 

donc  réquation  finale  est 

z"  +  2Qz»  +  (Q»_4S)  z  —  R*  =  o.....(7); 

et  comme  son  dernier  terme  est  essentiellement  négatif ,  elle 
aura  ,  au  moins ,  deux  racines  réelles ,  l'une  positive  et  Tautre 
négative  (  I"  sect.  ).  Reprenons  maintenant  Féquàtion  sim- 
plifiée par  P  =  o ,  savoir,    • 

or*  +  Qx*  +  Rx  +  S  =  o  , 
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pour  laquelle  les  facteurs  du  second  degré  deyiennent 

x»  +  Ajc  +  B  =  o,      x^  —  Ax  +  V  =  o, 

on  trotrvera  >  après  les  avoir  multipliés  l'un  par  l'autre ,  et 
comparé  leur  produit  avec  la  proposée^ 

donc  on  aura  nécessairement  une  valeur  réelle  pour  B  et  un© 
pour  B'.  Ainsi  les  deux  facteurs  précedens  seront  réels. 
Exaniinons  le  cas  de  R  =  o  ;  on  a  d'abord^  d'après  (7) , 

z  =  o ,    d'où    ^  ==  o , 

et  conséquemment  A  =  o^   à  cause  de 

.         P 
V  =  A  —  -  : 

^  a 

les  valeurs  correspondantes   de  B  et  B'  deyiennent  donc  -, 

circonstance  sur  laquelle  nous  allons  revenir  :  les  deux  autres 
racines  sont 

z  =  —  Q  +  av/S,      z  =  —  Q  —  aV/S, 

auxquelles  répondent  ^  d'après  A=:yz=z\/^Zy   ces    valeurs 
de  A  , 

A  =  ±.  {/—  Q  +  2  v/S  ,    A  =  ±  V/—  Q  —  2  \/S. 
Pour  les  deux  premières  valeurs  conjuguées  de  A^  ona 

B=^±±=ys,      B'=|=ï/S. 

et  pour  les  secondes , 

On  conclut  donc  pour  z 
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ces  deux  décompositions 

(a:»+xV^-Q  +  a»/S  +  V/S) 
(x*— xi/-Q  +  aV^S+»/S)  =  o (8), 

(X»— ar  V^— Q  — a  v^-  KS)  =  o (9), 

Maintenant  ponr  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  la  valeur  de  B 
se  produit  sous  la  forme  de  1  indétermination ,  reprenons 
l'équation  du  quatrième  degré  et  les  facteurs  du  second ,  qui , 
dans  l'hypothèse  actuelle  ^  se  réduisent  à 

jc^  -H  Qj^  +  S  =  o , 
a:»  +  B  =  o,      x»  +  B'=3so; 
on  a  donc  pour  résultats  des  comparaisons  ^ 

B  +  B'  =  Q,      BB'  =  S, 

ensorte  que  la  valeur  de  B  sera  donnée  par  la  résolution 
d'une  équation  du  second  degré  »  dont  Tune  des  racines  sera 
prise  pour  B  et  l'autre  pour  B'.  Ainsi  la  valeur  de  B  ^  déduite  de 

Tt_A«?  +  A>)-R 

ne  devenait  |  pour  R  =  o ,  d'où  résultait  A  =  o ,  que  parce 
que  l'expression  de  B  étant  rationnelle ,  n'était  pas  propre  à 
donner  deux  valeurs  de  B ,  et  cependant  on  ne  devait  pas 
plutôt  obtenir  l'une  que  l'autre  [!'•  sect. ,  chap.  XXV  ,  (S^o)]. 
L'équation  du  second  degré  qui  donne  les  deux  valeurs  de 

B,  est 

B»  —  QB  +  S  =  o , 

de  laquelle  on  déduit 

3  =  i  Q  +  V^ÎQ^^^,      B'  =  1  Q  -  /iQ«~S; 
donc  les  lecteurs  doubles  de  • 

««  +  Qx«  +  S  =:  o. 
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seront 

Dans  le  cas  de  S  >  o  et  >  ^  Q*,  si  Ton  pose 

on  trouyera  les  quatre  facteurs  du  premier  degré 


X  —  V-f-g  \/-  1 ,        X-  l^^+s  {/-  1  î 

si  l'on  miilriplie  entr'eux  ceux  de  la  première  ligne ,  et  l'un 
par  l'autre  ceux  de  la  seconde ,  on  trouvera  d'abord 

qui  (chap.  I)  se  transforment  dans  les  suivans. 


«-  +  X  N/-  of+Wf'  +  g*  +  //'  +  g". 

a--  X  V/-3/+2|/7NF?  +  Z/'  +  ff*, 

facteurs  réels  et  les  mêmes  que  ceux  de  (  8  ) ,  i  cause  de 

/=iQ    et     -g*  =  iQ*  -   S, 

tandis  que  les  facteurs  doubles  produits  des  facteurs  vertica- 
lement placés ,  savoir  cc^  +  /+  g  V —  *  >  ^  +  / —  g"  V —  *  » 
sont  imagbaires  :  néanmoins  en  les  multipliant  entr^enx,  on 
retrouve  la  proposée. 

n  est  maintenant  très-facile  de  co^iprendre  qu'on  ne  gagne- 
r^t  rien  à  décomposer  Téquation  du  troisième  degré 

dans  les  facteurs 

X*  +  Ax  rf  B      et      x  +  A'; 
car  pour  la  détermination  de  A'i  on  serait  ccHiduit  à  Téqua-^ 
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tion  du  troisième  degré  ; 

— A'3+PA'*--QA'+R=o    ou    A'3— PA'*+QA'— Il=o; 

pubque  de  x-)- A'  ^=  o  on  déduit  x  =  — A'  :  conséquence  qui 
devient  plus  évidente  encore ,  si  Jon  considère  que  A'  doit  jêtre 
Tune  quelcqnque  des  racines  de  la  proposée.  Quant  au  coefit* 
oient  A,  comme  il  est  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines 
de  la  proposée  >  on  aura  pour  Tévaluer  une  équation  dont  les 
racines  seront 

-(*  +  f).     ~(«  +  v),      —  (ff  +  y), 

et  qui ,  conséquemment ,  sera  du  troisième  degré.  Le  coefE- 
cient  B  sera  encore  donné  par  une  'équation  du  troisième  degré, 
ayant  pour  racines  les  produits  deux  à  deux  «C,  «y ,  «J"  :  nous 
avons  effectivement  vu  {^l^  sect. ,  chap.  XXIY  ) ,  que  ces  coeffi- 
ciens  étaient  donnés  par  ces  équations 

A'— 2PA»+(Q  +  P»)A  +  R— QP=o,      B=  — j^t 

ensorte  que  quel  que  soit  celui  de  ces  coefficiens  qu*on  veuille 
évaluer,  pour  en  conclure  les  deux,  autres  ,  on  parvient  toujours 
à  une  équation  du  même  degré  que  la  proposée. 

8.  Ceux  qui  désireraient  approfondir  cette  matière  ,  pourront 
consulter  la  noteXdéjà  citée  de  la  résolution  des  équations  numé« 
riques ,  sur  la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs  réels , 
que  Lafçrange  termine  par  cette  observation  :  a  II  faut  avouer 
)i  qu*à  Texception  de  quelques  cas  particuliers  où  la  décompo- 
n  sition  de  Téquation  est  facile,  cette  méthode  sera  impraticable 
n  par  la  multiplicité  et  par  la  longueur  des  opérations  qu'elle 
•n  peut  exiger.  71  Aussi  Tohfet  principal .  de  cette  note,  est  de 
prouver ,  à  priori ,  la  possibilité  de  cette  décomposition  des 
polynômes  et  des  équations  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré ,  objet  qui  n*avait  pas  encore  été  rempli  d'une 
manière  directe  et /complète. 
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CHAPITRE  XV. 

De  Vextraction  des  racines  des  quantités  en  partie 
commensurables  et  en  partie  incommensurables. 

87.]^  ou  s  avoMs  déjà  assigné  (F*  sect.,  chap.  XIX)  la 
relation  entre  a  et  6  >  sous  laquelle  il  était  possible  de  dé- 
composer Texpresston  doublement  radicale  V^a-{-  ^b  en  deux 
radicaux  carrés  séparés  ;  nous  allons  ,  dans  ce  chapitre^  gé- 
néraliser la  question  ,  et  nous  occuper  de  l'extraction  de  la 
racine  n""*  des  quantités  de  la  forme  a  +  y/i  ,  et  d'abord , 
pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple^  nous  considére- 
rons celui  de  71  =  3. 

On  aperçoit  de  suite  qu'on  ne  peut  supposer 


|/a  +  v/6  =  »/A  -f-  i/B , 

parce  que  le  cube  de  ^A  -f-  V/B  ne  contenant  que  des  termes 
irrationnels  ^  le  nombre  a  ne  serait  pas  commensurable  commtt 
on  l'a  supposé. 

Cette  contradiction  cesse^  d'avoir  lieu  lorsqu'on  supposa 

s 

Ka+v/6  =  A  -f-  j/B, 

ou^  plus  généralement. 


\^a  +  yb  =  (A+i/B)*, 
«  étant  une  indéterminée.  Ëlerant  de  part  et  d'autre  au  cubs  , 

91 
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il  viendra 

a  +  \/b  =  z^  (A3  +  3 A»  v/B  +  3AB  +  B  J/B) , 

ensorte  que 

a  =  ^3  (A3  +  3AB),       \/b  =  a«(3A*  +  B)  J/B. 

ïl  faut  de  ces  deux  équations  déduire  A  et  B,  et  on  obser- 
vera que  la  forme  supposée  à  la  racine  cubique ,  n'aura  lieu 
qu'autant  #]u  on  trouvera  pour  A  et  pour  B  des  nombres  ra- 
tionnels. Elevant  lune  et  Tautre  éqiiation  au  carré  ,  puis 
retranchant  la  seconde  de  la  première ,  on  aura 

.    îî-^  =  A6  — 3A4B-f 3A*B*  — B3  =  (A*  — B)3, 

posant  z^  i=z  Cf  puis  extrayant  la  racine  cubique  de  part 
et  d'autre ,  il  viendra 

Choisissons  G  d'après  la  condition  que  (a*  —  6)  G  soit  un 
cube  parfait,  et  posons 

G  — ^' 

nous  aurons 

A*  —  B  =  c  ,    ,  d'où      B  =  A*  —  c. 

Substituant  pour  B  cette  valeur  dans  celle  de  a ,  on  trouvera 

4GA3  —  ScCA  —  a  =  o. 

Pour  que  A  et  B  soient  des  nombres  rationnels  ,  il  faut 
que  la  dernière  équation  ait  une  racine  commensurable.  On 
prend  C=  i,  lorsque  a* — b  est  un  cid>e  parfait,  ainsi 
qu'il  arrive  à  l'égard  des  doubles  radicaux  qui  entrent  dan& 
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fexpressîon  des  racines  du  troisième  degré ,  et  qui  sont  de 
la  forme  ^ 


s 

^       a  ^  V  4  —  27 


27 

en  effet,  alora 


«Toù  résultent 

27  y       aj       —3» 

ensorte  que  Téquation  qui  donne  A,  devient 

4A3qr/7A  +  |  =  o,      d'où      SA^  qi  spA  +  (7  =  0  , 

et  faisant  aA  =  j^, 

y^  ^  py  +  g  =  0. 

A  l'égard  de  l'expression  \/a —  \/b ,  on  poserait 

j  ^ 

,   \/a—\/b  =  (A  — |/B)a, 

et  on  suivra  de  tout  point  la  marche  des  calculs  précédcns. 
Soit  la  quantité  62  +  5o  \/5,  dont  on  propose  d'extraire 
la  racine  cubique  :  on  a,  par  la  comparaison, 

a  =  52,       v/i  =  3o  v/3 ,      a''—  b  =  4, 

A»  ~  B  =  1  V/4C. 


Dans  cet  exemple ,  pour  rendre  4C  un  cube  parfait ,  il  faut 
prendre  C  =  2  :  on  trouve  ensuite 

A^  —  B  =  c  =  i      et      8A*—  6A  —  52  =  o. 

21., 
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Pour  préparer  cette  équation,  on  fera  sA  =^ ,  â*où résulte 

^  —  3^  —  5fl  =  o  : 

on  trouve  pour  la  racine  , 

y  -=.  ^^^       donc      A  =  a  ,      B  =:  3, 


d'où 


i/5a  +  3o  v/3  =  (  2  +  |/3)  V^a. 


Soit ,  en  second  lieu  ,  Texpression  —  lo  +  9  V —  3  dont 
on  ait  à  extraire  la  racine  cubique.  Pour  ce  cas  ^ 

a  =  —  10 ,     v/6  =  9  |/—  3  ,    a*  —  i  =  343  , 
A»—  B  =  c  =  v/345; 
comme  3^3  est  un  cube  parfait^  savoir  (7)',  on  a 

C  =  1  ,      0  =  7, 
et  réquation  en  A  devient 

4A^  —  aiA  -f-  10  =  0, 
dont  les  trois  racines    sont 

A  =  2,      A  =  i,      A  =  -|; 

donc         ^ 

B  =  -3.       B:=:-i^,       B=:-2; 

â*où  Ton  déduirait  les  trois  racines  cubiques  cherchées. 

88.  En  général,  la  racine  du  degré  n  de  l'expression  a+j/i, 
doit  être  supposée  de  la  forme  A  +  V'B  :  l^  parce  que  ce 
résultat  élevé  à  la  puissance  n ,  est  comparable  avec  a+ 1/6; 
2''.  parce  qu'il  résultera  de  cette  comparaison  deux  équations  , 
Tune  entre  les  termes  rationnels ,  et  l'autre  entre  les  termes 
incommensurables ,  desquelles  on  déduira  les  valeurs  des 
indéterminées  A  et  B,  qui  doivent  être  rationnelles  lorsque 
l'extraction  est  possible.  On  introduit  dans  cette  analyse  une 
arbitraire  G  qu'on  détermine  de  manière  que  B  ne  devienne 
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Gommensurable  ou  incommensurable  que  par  A,  ainsi  qn*oa 
le  remarque  dans  la  racine  précédente^  Soit  donc  à  extraire 
la  racine  n*'"'  de  a  +  yb  ;  on  posera 


ensorte  qu*en  élevant  de  part  et  d*autre  à  la  puissance  n ,  et 
faisant  deux  équations ,  Tune  entre  les  termes  rationnels  ^  et 
Fautre  entre  les  termes  incommensurables ,  on  aura 

d*où  il  est  facile  de  conclure 

a  =  i  C  C(A+  V^)»4-  (A-  v^n, 
V/J  =  i  C  ce  A  +  v^)- -  (  A  -  t/B)-]. 

Ea  imitant  ce  qui  a  été  fait  précédenmient^  on  retran- 
ehera  le  carré  de  la  seconde  équation  de  celui  de  la  pre-^ 
niière ,  ce  qui  donnera 


r 


a»—  i  =:  iC»  r  (A  +  v/F)"  +  a(A»  — B)^ 
/+  (  A  —  v/By»  —  (  A  +  )/B  )»« 
l  +  a  (A*  —  B)"  —  (A  —  V^B)»» 

tt  réduisant^  on  trouvera 

doù  A»  -  B  =  v/^' 

n  faudra    d*abord  prendre   C   dé    manière   que  %/ — ^ — 
devienne  une  puissance  exacte  du  degré  n^  quf  nous  désir 
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gnerons  par  c  ,  cnsorte  que 

B  =  A»  —  c (3). 

Substituant^  cette  valeur  pour  B  dans  (  i  ) ,  on  aura  une 
équation  du  degré  »  en  A  (*)/  qui  devra  comporter  des  racines 
commensurables ,  pour  que  B  et  A  soient  des  nombres  com- 
iuensurables. 

Supposons  qu'on    ait   à    extraire    la   racine   cubique    de 
—  3  +  ^  j/—  3  :  on  aura 

n-.3,    a  — 3,    é___  ,     —j- _  _  _  ^5, 

en  posant  C  =  i  :  donc 

A*  —  B  =  I,      d'où      B  =  A»—  ^  ; 

ensorte  que  l'équation  (i),  en  y  faisant  7i  =  3  et  remplaçant 
B  par  sa  valeur  ci-<lessus ,  donne  la  suivante  , 

,    4A3  —  7A  +  3  =  o , 

qui  a  pour  racines  ^ ,  +  1  ,  —  ^  :  les  valeurs  de  B  seront 
donc  —  74  >  "^  I  >  —  77  9  ©t  le  binôme  proposé  aqra  les  troi* 
racines  cubiques 

.,     i  +  lZ-l,     i  +  fï/--5,    -3  +  1^113. 

La  racine  quatrième  du  binôme  14  +  8  V/3  donne 

n  =  ^  ,     a  =  14  ,     i  =  192,       d'où      a*  —  6  =  4: 

(*)  On  objcrrera  que  n  ëtani  pair,  la  plus  haute  puissance  de  B  dans  (i) , 
•»  n 

est  B>  qui  est  rauliiplii^  J>ar  A»;  ensorte  que  ,  d'aprts  (3) ,  B>  sera  remplace 
par  un  polynôme  du  degré  n  en  A.  Lorsque  n  sera  impair ,  la  plus  haute 

m — r 

puissance  de  B  dans  (1),  sera  B  »     qu'on  remplacerai  d'après  (3),  par  un 

■— t 
polynôme  du  degré  n  —  i  en  A  j  mais  comme  B  »    est  multiplie  par  A  j^ 
le  polynôme  résultant  sera  encore  du  degré  n. 
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qu*on  pose  C  =  i  ,  on  aura 

A»— B=\/iG  =  2,      d'où      B  =  A»— 2, 

et  l'équation  (i)  deviendra 

A4—  2A*—  3  =  o; 
on  en  déduit 

A  =  ±  v/3 ,      A  =  ±1  V/-1  , 

et  ces  valeurs  correspondantes  de  B ,  savoir,  B  =  i ,  B  =  —  5. 
Le  système  de  valeurs  A  =  V/3  et  B  =  i ,  donne 

1/14  +  8  1/3  =  •î^'ti. 
V/a 

Dans  le  cas  de  n  pair ,  comme  il  arrive  dans  le  second 
exemple  ,  l'équation  (i)  est  du  quatrième  degré ,  et  réductible 
à  une  équation  d'un  degré  moitié  moindre,  c'est-à-dire,  réso- 
luble à  la  manière  des  équations  du  second  degré.  Mais  alors 
on  peut  poser 


A  et  B  devant  être   des  quantités   rationnelles.   Elevant  do 
paît  et  d'autre  à  la  puissance  an,   on  trouve 

((v/Ar+g;^(v/A)^-VB+'''';'''';"\v/A)--B] 

a+l/b=cl  i  i.a  I 

I    .    û/l.3n 1.2/1—2,    y.s«„    ,^      ,^     , 

+ rX3 (V/A)^-3B  ^B,  ^  e^c. 

Egalant  séparément   les  termes   rationnels  et  ceux  qui  sont 
affectés  de'  radicaux ,  on  obtient  ces  deux  équations 


2/1.2/1—1.2/1  —  2.2/1-^3 


^  1,2.3.4 
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c'est-à-dire , 

a  =  4  C  [(V/A  +  i/B)»"  +  (i/A  —  V/B>"]; 
|/t  =  i  C  Kl/A  +  V^y  -  (V^A  —  \/Br3 , 

et  de  là  ,  comme  ci-dessus ,    . 

a»  — i  =  C»(A  — B)", 
d'où 

et  conséquemment , 

B  =  A  —  c- 

Ces  formules  appliquées  à  Texemple  qne  nous  Tenons  de 
traiter,  donnent 

n  =  a  ,    a  =  i4,    6  =  19a  ,      d'où      a*  —  ^  ==  4> 
4 
A-B:=  y/A=4>i6  =  a  =  c; 

en  faisant  C  r=  |^  :  on  a  donc 

B  =  A  — a, 

et  l'équation  (4)  donne ,  par  la  substitution  de  cette  valeur  de 
B  f  et  dans  les  hypothèses  précédentes , 

A*  —  aA  —  3  =  0 , 
d'où  l'on  déduit 

A  =  3,      A  =  —  1, 
valeurs  auxquelles  correspondent 

B  =  1  ,        B  i=:  —  3. 
Pour  A=:3  etB=i^  on  trouve ^  comme  ci-dessna^ 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  3ad 


CHAPITRE  XVI. 

De  V évanouissement  des  radicaux  dans  les  équations. 

89.  J-J*ÉyAiyoinsSEMENT  des  radicaux  dans  les  équations  qui 
en  contiennent  ^  ne  présente  quelques  difficultés  que  lorsque 
les  radicaux  entrent  ddns  plusieurs  termes  *,  car  lorsqu'il  n'entre 
qu'un  seul  radical  dans  l'équation ,  on  peut  l'isoler  dans  Tua 
des  membres  ^  et  éleyer  à  la  puissance  indiquée  par  l'indica 
du  radical. 

90.  La  règle  à  suivre  pour  ramener  une  équation  à  une 
forme  toute  rationnelle ,  est  celle-ci  :  Remplacez  chaque  ra^ 
dical  par  une  lettre,  ce  qui  donnera  une  équation  sans  radi^ 
eaux,  et  d'ailleurs  autant  ^équations  que  de  radicaux  :  élevez 
chacune  deçelles^i  à  une  puissance  égale  à  l'indice  du  radical 
qu'elle  contient  ;  puis  éliminant  entre  toutes  ces  équations ,  les 
lettres  qui  représentent  les  radicaux ,  il  viendra  une  équation 
Jinale  qui  sera  celle  qu'on  cherche. 

Eclaircissons  cette  règle  par  quelques  exemples.  Soit  d'abord 
Véquation 


posons 


ac^  _  \/ax  +  s/Ïj?  = 


m. 


Iijpodièses  qui  réduisent  la  proposée  à 
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d*où  on  déduit 

y  =  oc*  ^  z  —  m: 

élevant  au  carré  de  part  et  d  autre ,  remplaçant  y  par  sa 
valeiu:  ax ,  et  faisant 

on  aura  la  transformée 

z"  +  Bz  +  A  =  o (0; 

3  

mais   réquation  z  =   \/bx^  éleyée  a»  cube ,  donna 

z^  —  bx^  =  o  , 

et  la  précédente  multipliée  par  z ,  devient 

«»  +  B«*  +  Ax  =  o  ; 

retranchant  la  première  de  la  seconde ,  la  différence  est 

Bz*  +'Az  +  ix*  =  o (a)  ; 

multipliant  (i)  par  B^  et  du  produit  retranchant  (12)  ^  on 
trouve 

(B»  —  A)  2  +  BA  —  Jx»  =  o  , 
d*où 


(ix^-BA)^_ 


«t  faisant  disparaître  le  dénominateur ,  on  parvient  à 

ix»  (B»  —  A )3  =  (ix*  —  BAy. 

Après  avoir  remplacé  B  et  A  par  leurs  valeurs  ,  fonction» 
rationnelles  de  x ,  on  trouvera  une  équation  du  dix-huitième 
degré.  '  ' 

Soit ,  en  second  lieu  , 

.          ,_  ,,                       s 
\/ax  —  yd'  —  ax  =  aa  +  \/ax^ (1)  • 
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pour  en  faire  disparaître  les  radicaux ,  posons 

3  

t=\/ax,      v=  v/a''  —  cix  ,       y=:  {/ax^ (a), 

substitutions  qui  transformeraient  la  proposée  dans  la  suivante  / 

^  —  V  =  2a .-}-  y  : 

c'est  de  cette  équation  qu'il  faut  nécessairement  éliminer 
t ,  i^  et  y ,  pour  n'avoir  plus  qu'une  équation  rationnelle  eu 
jc.  Elle  donné  d'abord 

y  =s  t  —  V  —  2a,      ou      jf  =  t  —  r, 

en  faisant 

donc 

y  =  i7j?«  =  fi  —  3rr  +  3fr*  —  r^. . . .  .(3), 

et  puisque  t  =  ^ax ,  on  a    ' 

r"  -=  ax  y        f  z=z  atx\ 

substituant  pour  t*  et  1?  leurs  valeurs  dans  (3)  ,  cette  équa*" 
tion  devient 

œc"  =  atx  —  Zarx  -f  3/r»  —  ï^ (4)  ; 

d'ailleurs  ^ 

r*  r=:  V*  4-  4^v  +  4^*  =  5a*  +  4^v/  —  ax\ 

en  mettant  pour  v*  sa  valeur  a*— ox;  et,  à  cause  d^ 
r  =  V  +  aa ,  on  a 

r3  =  v3  +  Gai^  +  isa'v  +  8a^ 

remplaçant  v*  par  a'—  ox  et  v^  par  a*i/  — avjc,  on  trouve^ 
après  les  réductions, 

r^  =  i^a?  -f-  i3a*i/  —  avx  —  6a*x* 


/^ 
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Substituant  maîntenant  dans  (4)  pour  r,  r*  et  r'  lews  va- 
leurs ,  on  obtient 

ax*  =  atx  +  3ar  (— v  —  aa)  +  3t  (5a*  +  4av— aa:) 
•f.  (_  1^ ,_  i3a»v  +  avx  +  6a^x  ). 

Faisant  les  multiplications  indiquées,  transposant  dans  le 
premier  membre  les  termes  affectés  de  ^ ,  et  dégageant  t,  ou 
aura 

ax*  4-  i/ia?  +  1 3aV  +  aavu? 

i5a*  —  flox-f- laav 

i5a — 2X+  lai^  ' 

Elevant  tout  au  carré,  il  vient 

^                    /x»  +  i4a*  +  i3av  +  ai'A* 
^  =  ax  ""^  ■ ' 


(X*  +  140*  +  ^3gv  +  flvxy 
i5a —  su:+  ifli/         / 


Après  avoir  développé  le  carré ,  fait  évanouir  le  dénomina- 
teur ,  substitué  pour  v*  sa  valeur  a^^^ax ,  opéré  toutes  les 
réductions ,  et  transporté  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  affectés  de  v ,  on  aura,  en  dégageant  v,  élevant  en« 
suite  les  deux  membres  au  carré ,  et  remplaçant  v'  par  sa 
valeur  a^'-^ax , 

a        ox  —  ^      —  4x^_74ax»  +  3o4a-x— 364a^      J' 

faisant  les  opérations  indiquées ,  et  ordonnant  le  résultat  par 
rapport  aux  puissances  de  x ,  on  trouve  enfin , 

x»+  ioo8a»x*—  i4e4a3x^  —  QySaa^x^  +  XSoa^x^ 
-f-  asiGa^x*  —  qjqoJx  +  yaga*  =  o. 

91.  On  peut  encore  se  proposer  cette  question  :  Trouver 
T équation  qui  a  donné  pour  Cun&  de  ses  racines  , 
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X  =  v' A  +  V'B. 
Ce  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  peut  d*aborcl  com^ 

biner  J/A  et  V^B  avec  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité , 
ainsi  quon  Ta  yu  (cbap.  X),  ce  qui  fournit  ces  neuf  corn-* 
binaisons  de  facteurs  > 

s  3  3  3  S  9 

x—    v'A—    \/B,    x--»\/A—   \/B,    X—   v^A— #|/B, 

3  3  3  3  3  9 

jc— •  V^A— #  \/B,     x— #  \/A— «»VB,     a:— «•v/A— *  ^/B, 
X— «VA— «'V/B,    X— «VA—    V^>    J?—    1/A-^»V^. 

Si  Von  multiplie  ces  facteurs  entr*eux  y  et  qu'on  tiennti 
compte  de  ces  relations  connues  entre  les  racines  cubiques 
de  l'unité^ 

il  ne  restera  dans  le  produit  aucun  terme  irrationnel. 
On  peut  encore  poser 

t  =  V^A      et      u  =  |/B  , 
d'où  résultent 

«3  —  A  =  o,        u^  —  B  =  o, 
et  conséquemment , 

X  —  f  — -  u  =  0. 

9  5  3 

Si  pour  t  on  écrit  ses  trois  valeurs  y/ A  ,  «  V^A,  «•  V'A,  on 
aura  à  multiplier  les  trois  facteurs 

Qx-u)-  \/A][(x-u)-«  ^A]  [(x-u)-«*  l/A]  : 
or  les  coefilciens  des  second,  troisième  et  quatrième  termes 
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étant 

1  4-  «  4-  «*  =  o  ,       «  +  «•  +  1*3  =  o ,       «'  =  1  , 

le  produit  se  réduira  à 

(x  —  ii)3  —  A  =  o. 

'  $  1 

Ecrivant  pour  u  ses  trois  valeurs    y/B ,   «  \/B  ,  «*  ^/B ,  ce 

produit  donnera  lieu  aux  trois  autres  facteurs 

(jc—  \/B)3— A,      (x— «  v'B)3— A ,      (X  —  •*  C^f—Ai 

dont  le  produit  réduit  d'après  les  trois  relations  précédentes  , 
est  le  même  que  celui  qu'on  obtiendrait  par  le  procédé  ci-, 
dessus.  , 

Enfin,  la  manière  la  plus  simple  de  résoudre  la  question 
énoncée  ,  consbte  à  faire  disparaître  les  radicaux  cu}>îques  par 
des  puissances  cubiques  successives.  On  aura  d'abord 

a:3  =  A  +  3  [/-'^•B  +  3 V^B»  +  B: 

transposant  dans  le  premier  membre  les  termes  sans  radi- 
caux ,  on  trouvera 

3  »  

aP  _  A  —  B  =  3  \/A*B  +  3  V^AB* 
=  3  V'ABCv'A  +  v^B]; 


donc 


^3  _  j^  _  B  _  3^  ^j^^ 


Elevant  au  cube  de  part  et  d'autre ,  l'irrationnalité  disparaî- 
tra ,  et  on  parviendra  à  l'équation  cherchée  , 

V     [x3  _  (  A  +  B)]3  =  njABa^  , 

laquelle  est  du  neuvième  degré  ,  ainsi  que  la  première  solu- 
tionne démontrait  à  priori.  Cette  équation  est  réductible  aa 
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troisième  degré  ,  par  Thypomèse 


or  si  nous  supposons 


^-      2^V4^a7'      ^—      a       V4^27' 

nous  trouverons 

jc^  ^  q  =z  —  px ,      d*où      a?^  +  px  +  9=  o, 

pour  l'équation  du  troisième  degré  qui 'a  donné  pour  l'une 
de  ses  racines  i 

comme  on  le  savait  d*avajice. 

gs.  Il  nous  reste  à  faire  observer  que  les  opérations  an 
moyen  desquelles  op  fait  disparaître  les  radicaux ,  introduisent 
des  racines  étrangères  à  la  proposée.  Nous  nous  explique- 
rons sur  des  exemples. 

L'équation 

/^HT  =  1  +  v"^^ (0, 

en  faisant  disparaître  les  radicaux ,  conduit  à 

X  —  4  =  *>      d'o'^      X  =2  5, 
valeur  qui  satisfait  à  la  proposée.  L*équation 

_i/i— i  =  1  _  v/:;^"=i[ (a), 

conduit  encore  à  a:=:  5  >  après  Tévanouissement  des  radicaux  ; 
mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  sera  satisfaite  par  cette  valeur 

de  X,  qu'en  prenant  chacune  des  racines  V/4  et  \/ 1  avec 
le  signe  moins.  Ainsi  l'équatioh  (a)  ne  peut  être  satisfaite  » 
lorsqu'on  prend  les  radicaux  sous  le  signe  plus. 
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L*équation  

ax  —  V^ï+T  =  4 , 
conduit  à 

4^*  —  17a?  +  i5  =  o..,..(3); 

qui  a  pour  racines 

or  =  3  ,      a:  =  î; 

la  première  yalenr  de  x  satisfait  seule  à  la  proposée  >  maxi 
la  seconde  ^  substituée  dans  le  premier  membre  >  donne  Tunité , 
et  conséquemment  elle  ne  satisfait  pas.  Pour  rendre  nison  de 
ce  fait  y  on  observera  que  le  carré  de  ^a>f*i^  étant  le  même  que 
celui  de  —  ^x  -f- 1  ^  les  deux  équations 

(4)...— /r+"i=4  — a^i     +l/;r+T=4— ax...(5), 

conduisent  à  Téquatîon  (3)  ,  et  que  x=3  satisfait  à  (4)  t  tandis 
que  X  =  I  satisfait  à  (5). 
Par  rapport  à  l'équation 

■  __.  • 

^/x -f  a  —  V^Sx— 5  =  1  , 

si  on  fait  disparaître  d*abord  le  radical  cube  ^  pub  le  radical 
carré  ^  on  est  conduit  à 

ce?  —  fl4r*  -f.  aix  +  46  s=  o , 

dont  les  racines  sont  +  s ,  '•\' fxZ  ^t  "^  i  :  les  deux  premières 
satisfont  à  la  proposée ,  tandis  que  la  dernière  ne  convient 
qu'en  prenant  le  radical  carré  avec  le  signe  moins.  Autre- 
ment,  si  l'on  pose 

l/x  +  a=:y,       v/3x  — 5  =  «, 
d'où 

x  +  a  =  j^,      5x  —  5  =  »'      et      y  —  »=i^ 

et  qu'on  élimine  x^t  y  entre  ces  trois  équations  >  on  trouvera 

a'  _  3;&»  —  6«  +  8  =  a. 
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équation  qui  a  pour  raeines  +  *  >  +4  et  *--fl  ;  le.^  valeurs 
correspondantes  de  y  ,  sont  +  û  ,  +  5  et  —  i  ,  et  celles  de 
X  sont,  comme  précédemment,  -{-^>  ~i"^3  ^^  —  i  :  or  à 

'   — -, 

correspondent 

j'  =  —  1  ==   Kor-J-  a      et      a?  =;  —  i ,       '       ^ 

et  la  Valeur  de  y  montre  qu'il  faut  prendre  le  radical  carré 
avec  le  signe  moins. 

g3.  n  nous  reste  à  étendre  ces  procédés  à  deux  équations 
entre  deux  inconnues.  ., 

Soient  les  deux  équations  _^     . 

^  +  1  =  V/aJc: ,      X  +  y  ^  \  +  i/J+y+T: 

en  faisant  successivement  disparaître  les  radicaux  contenus 
dans  chacune  d'elles  ^  on  aura  celles-ci , 

2j:= j^4-  ay  +  i ,    x*+  t^y  —  3a:+  y**-  3y  =  o , 

qui  donnent  pour  équation  finale  (  V*  sect ,  chap.  XXY)  > 

Les  valeurs  de  y  seront  +  i ,  •—  5  ,  -*  a  +  V/3,  — a— y'S , 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x  seront  +  2 ,  +  8 ,  a  —  \/3, 
et  a  +  |/3  :  les  valeurs  y  =  +  i  ,  a:  =  +  a  satisfont  aux 
proposées;  mais  y  =  —  5  et  x  =  -t"8  ne  leur  conviennent 
qu'en  prenant  y'ax  avec  le  signe  moins.  Les  valeurs 

y  =  —  a  +V3,      X  =  a  —  \/3, 

subjitituées  dans  les  proposées  ^  donnent 

—  1  +  ^/3=  /4  — ai.3,      0=1+ V/7; 

aa 
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la  «econde  n*e8t  donc  yraîe  qu'en  prenant  en  moînâ  le  radical 
V^^  +  ^  +  1  :  en  partant  de  la  formule 

trouvée  (P*  sect.,  chap.  XIX)  ;  et  posant  a=4«  6=12,: 
on  trouvera,  à  cause  de  c  =  v/a*— i  , 

^nsi  on  doit  prendre  V/ax  en  plus.  On  découvrira  facilement 
les  signes  qu*on  doit  supposer  aux  radicaux  pour  que  le:» 
proposées  prennent  le  couple  de  solutions , 

y  =  —  a  —  v^3,      «  =  a  +  1/3. 
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CHAPITRE  XVn. 

De  la  résolution  des  équations  littérales. 

g4.  -l  OUT  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici ,  ne  convient  qu'aux 
équations  numériques  :  nous  nous  occuperons  ^  dans  ce  chapitre^ 
de  la  résolution  des  équations  littérales. 

35.  Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  «  considé- 
rons d'abord  l'équation 

X*  —  liax  +  55a*  =  o  : 

on  fera  xs=i'ay^  et  on  aura  la  transformée 

y  —  iÇ^  -f.  55  =32  o, 

qui  n  est  que  la  proposée  en  y  faisant  a  =  1  ,  ensorte  que 
les  racines  do  celle-ci  étant  5  et  1 1  ,  celles  de  la  première 
seront  5a  et  1 1  a. 

Les  racines  de  l'équ^on 

seront  pareillement  données  par  celles  de 

y  +  ^  _  a  =  o  ; 

et  comme  l'une  des  racines  y  est  l'unité ,  la  correspondante 
dans  la  proposée ,  sera  =  a  :  les  deux  autres  seront  huagi- 
naîres.  On  remarquera  que  les  deux  équations  que  nous  venons 
de  traiter^  ne  sont  réductibles  à  des  équations  nuihériques  que- 
parce  qu'elles  sont  homogènes. 

a2.^ 
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g6.  Passons  aux  équations  homogènes  entre  trois  lettra , 
et  considérons  d*abord  la  suivante  , 

oc^  +  a'x  +  abx  —  aa^  — •  i^  =  o , 

on  pourra  appliquer  à  sa  résolution  la  méthode  des  coefficiens 
indéterminés  :  à  cet  effet,  et  si  i  <  a,  on  posera 

X  =  A  +  Bi  +  Ci*  +  D63  +  etc. , 

A ,  B ,  C ,  D ,  etc.  étant  des  coefficiens ,  fonctions  de  a  et  de 
nombres,  qu'il  s'agit  d*évaluer.  On  a,  d'après  cette h3rpothèse. 


fc*  4-  etc. 
+  etc. 
+  etc. 


aP  =  A^  +  3A«Bi  +  3AB*  j  i»  +  B' 

+  3A*C  I       +  3A*D 
+  6ABC 

+  a*x  =  a'A  +  a^Bb  +  a'CA»  +  a!T>b^  +  etc. 
+  cJ}x  =  +  oAi  +  aBi»  -f  aCb^    +  etc. 

—  aa'  r=  —  Qc^ 

—  6»   = —  i'; 

et  parce  que  la  somme  des  premiers  membres  est  nulle ,  il  J 
a  lieu  aux  égalités 

A'  +  a*A  —  flo^  =  o , 

3A«B  4-  a»B  +  ££A  =  o  , 

3AB*  +  3A«C  +  a»C  +  aB  =  o  , 

B3  +  3A*D  +  6AlJC+  a»D  +cC  — 1  =  0, 

etc. 

La  première  est  satisfaite  par  la  supposition 

A  =  a; 

cette  substitution  faite  dans  la  seconda ,  la  réduit  à 

3a*B  +  a'^B  +  a*  =;  o,       d'où      B  =2  —  {. 

Ces  valeurs    de   A  et   de   B  ^   portées  dans   la  troisième , 
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donn«nt 

de  la  quatrième  on  déduit 

On  trouve  donc 

^  =  ^—7+^7-+  g r  +  etc., 

série  convergente ,  puisqu'on  a  supposé  6  <  a. 

On  remarquera  qu'on  a  déterminé  le  premier  coefEcient  A 
par  la  résolution  de  Téquation 

A'  +  û*-A.  —  2a'  =  o  ; 

mais  si  cette  équation  n'admettait  pas  de  racines  commen- 
surables ,  on  serait  réduit  à  chercher  une  vdeur  appxo-^ 
chée  de  A. 

Dans  le  cas  de  6  ^  a ,  on  supposerait 

X  =  A  +  Ba  4.  Ca*  +  Da»  +  etc., 

et  opérant  ainsi  qu*on  vient  de  le  voir ,  on  trouverait 

d'où  résulte 

eérie  convergente. 

Sous  la  première  relation  b  ^a,  si  Ton  regarde  la  quan- 
tité b  comme  nulle ,  la  proposée  se  réduit  à 

a^  +  a*x  —  2a^  =  o, 

équation  cpii  est  la  même  que  celte  qui   a^  servi  plus  haut 
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â  déterminer  A ,  cnsorte  qu  on  en  déduit  une  première  yaleur 

approchée  de  x  ,  c  est-à-dire  a.  On  pourra  donc  poser 

^  X  =  a  '^^  p , 

p  étant  une  quantité  très  -  petite  ,  et  on  aura  la  transformée 

a^  -H  ^a^i  +  5ap*  +  p3  =  o  ==  a'i  +  4a:'p  \ 
+  a^  +  ay 
+  a^'b  +  abp 

—  flû^ 

—  b\ 

en  négligeant  dans  cette  première  approximation,  les  termes 
qui  renferment  les  puissances  de  p  et  i ,  supérieures  à  la  pre* 
niière ,  ainsi  que  ceux  qui  renferment  des  produits  de  b  par  p. 
On  a  donc 

b 

Qu  on  suppose  maintenant 

4 

par  la  «ubâtitution  ,  et  en  s'arrétant  à  la  première  puissance 
de  q ,  on  trouvera 

(«-|)*+K''-D"'+«-(«-!) 

•rf  a'ç  +  aifa  —  "27  +  ^^9  —  ^  —  b^:=:o\ 

négligeant  les  puissances  de  b  ,  supérieures  à  la  seconde  > 
puisqu'on  s'en  tient  à  i*  dans  cotte  approximation  ,  négligeant 
aussi  les  produits  de  b  par  q  ,  comme  étant  d'un  degré  infé- 
rieure à  6*,  la  transformée  précédente  deviendra 

^^ab'+4a'l^o,      d'où      9  =  ]^|*;         - 
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4      €4  « 
Pour  tronyer  un  terme  de  plus ,  nous  poserons 

4      64  « 

éfi  négligeant  les  puissances  de  r  au-dessus  de  la  prenuère  y 
celles  de  b  au-dessus  de  b^,  et  les  produits  br ,  b^r  moindres 
que  l^ ,  puisqu'on  s*en  tient  à  b^  dans  cette  approximation  ^ 
on  trouve,  après  les  réductions^  cette  transformée , 

.  ^     i3iy       „  ,  i3i  b' 

4a*r  = 5- ,       d  où       r  =  f —  ~  , 

^  ia8  5ia  a»  * 

ensorte  que 

b,     1     b-,    i3i    b^    ,     , 
^  =  ^-4'*"64â-^^57i  ?+^^^- 

série  obtenue  précédemment  par  une  autre  voie. 

97.  Les  équations  qui  contiennent  plus  de  trois  lettres  ^ 
peuvent  se  traiter  à  peu  près  de  la  même  manière;  mais  la 
difiiculté  consiste  à  découvrir  ceux  des  termes  de  Téquatîon  , 
qui  sont  les  plus  grands,  et  qui  déterminent  la  loi  suivant 
laquelle  doit  descendre  la  série.  Nous  allons  résoudre  la 
question  par  une  autre  méthode. 

Soit  réquatîon 

a^  —  cci'x*  _  a«i*  J  0?  +  û»M    =  0 (i)  ^ 

-f-  cd     I      *—  ska^b^e 

dont  on  demande  les  racines  qui  seront  exprimées  par  de» 
ssites  infinies ,  si  elles  sont  incommensurables. 

D*abord  on  supposera  x  =  a*",  et  si  Ton  est  tombé  sur  une- 
racine  de  Téquation^  nécessairement  après  avoir^  ordonné  !• 
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résultat  par  rapport  axiX  puissances  successives  de  la  lettre  a  , 
les  coefliciens  de  ces  puissances  seront  égaux  à  zéro  ;  mais  on 
conçoit  que ,  pour  qu'une  telle  réduction  ait  lieu  ,  il  faut  que 
la  puissance  m  de  a,  soit  telle  qu*il  ny  ait  pas  dans  le  résultat 
de  la  substitution,  un  terme  unique  de  plus  haut  exposant  de 
la  lettre  a,  parce  que  ce  terme  ne  pouvant  se  réduire  avec 
aucun  autre  ,  sa  destruction  serait  impossible.  Soit  d'abord  , 
par  rapport  à  la  proposée ,  x  =  a***  ;  et  on  aura  cette  lign« 
des  plus  grands  exposans  de  la  lettre  a  > 

a*»,     a",     c»S     a»; 

cette  supposition  n*est  pas  admissible ,  parce  que  a^*  est  le  seul 
terme  de  son  espèce.  Les  hypothèses 


=  «;}    donnent    K'  """'  ''j ''l' 
=  a*J  la",  a»,  a"*,  a\ 


et  elles  doivent  être  rejetées ,  parce  que  les  termes  a*^  et  a** 
ne  se  trouvent  pas  répétés.  Soit  enCn  x=:a^  :  on  a  pour  la 
lig^e  des  plus  grands  exposans  , 

supposition  admissible  ,  puisqu'elle  fournit  deux  termes  d'une 
même  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  et  qu'ainsi  les  termes 
de  a9  peuvent  se  détruire.  Ces  deux  termes  sonta»  — i'a^  : 
or,  si  Ton  eût  supposé 

k  étant  une  indéterminée ,  la  condition 

k^a9  —  fti*a9  s=z  o 
aurait  donné 

k  =  dzb; 

donc  ±  bc?  est  le  premier  terme  de  deux  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Soit  a:  =  a*  *,  ce  qui  donne  pour  la 
ligne  des  plus  hauts  exposans  de  a , 

a^     a^,     a»,     a\ 
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et  faisant,  comme  dans  Texemple  précédent,  j:=:  fta*,  les 
deux  termea  de  a?  seront 

—  ftiV  +  i^û»  =  G,       d'où      A  =  A*  -, 

donc  a"6*  est  le  premier  terme  d'une  troisième  racine  d« 
Téquation  proposée.  Toute  autre  supposition  serait  à  rejeter , 
ensdrte  quon  ne  trouverait  que  trois  racines ,  ce  qui  doit 
arriver ,  puisque  la  proposée  n'est  que  du  troisième  degré.  Nous 
verrons  bientôt  comment  on  obtiendrait  les  termes  subséquens 
des  trois  séries  qui  expriment  les  trois  racines. 

98.  Soit ,  en  général ,  l'équation 


a" 
4- etc. 


+  etc. 


+  etc.  I         +  etc.  I 


la    ligne  inférieure  contenant  les    termes  sous-ordonnés  par 

rapport  à  la  lettre  a  :  on   demande  quelle  puissance  de  la 

lettre  a  il  faut  substituer  à  la  place  de  l'inconnue  x  pour 

que  deux  termes  aient  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

Si  Ton  suppose 

^  =  «*> 
la  pro|>osée  deviendra 

Qn-¥m*  _^  a"'-*^''  +  a*'"*""**"  etc.  =  o. 

+  etc.  +  etc.       +  etc. 

Considérons  deux  exposans  quelconques ,  par  exemple  ^n^me 
et  n'  +  m'e  :  suivant  qu'on  aura 

n  +  me  >  ou  =  ou  <  »'  +  m'e , 

on  aura  aussi 

■^                      ^  /i'  —  n 
c  >  ou  =  on  <r   7. 

Soient  maintenant   (fig.  4) 
A/n  =  m ,     Atîi^  =  m  y    mn  =  n ,     wfn   =  n  , 
Tfin  et  wfn}  étant   perpendiculaires  sur  AN ,    et  menons  une 
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ligne  NM  qui  fesse  avec  Taxe  des  abscisses ,  un  angle  dont 
la  tangente  trigonométrique  =  c  :  si  cette  ligne  marchant 
parallèlement  à  elle-même  ,  jusqu'à  rencontrer  le  point  n , 
rencontre  en  même  temps  le  point  n\  on  aura ,  en  menant 
nu"  parallèle  à  AN , 


tang  n  nn  =  c  =  - — -^  z=z 


n  —  « 


nn"        Am  —  Am'        m — mf' 
si  elle  laisse  le  point  i»'  en  dessous  j  alors  on  aura  (Eg.  5) 

«  >  ,      ou       II  -4-  me  >•  n'  +  m'e. 

enfin  si  cetta  parallèle  à  MJÎ  passant  par  n ,  laisse  le  pbint  n 
^n  dessus^  on  en  conclura 

e  <  -, ,       d'où       II  +  Tiie  <  n'  +  m'e. 

m— m 

Dans  le  premier  de  ces  trois  cas  seulement,  la  substitution  a;  s  a* 
donnera  deux  termes  de  plus  grands  exposans  égaux. 

A  l'effet  de  généraliser  ce  procédé ,  prenons  pour  abs- 
cisses les  exposans  de  x ,  et  pour  ordonnées  correapondantes , 
les  plus  hauts  exposans  de  a  dans  cbaque  coefficient  des  puis* 
sances  successives  de  x.  Si  on  veut  avoir  deux  termes  qui 
renferment  la  même  plus  haute  puissance  de  a ,  il  faudra 
incliner  la  ligne  passant  par  l'extrémité  de  l'ordonnée  correspon- 
dante à  la  plus  grande  abscisse ,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  ua 
.autre  point  situé  de  telle  manière  qu  elle  laisse  tous  les  autres 
en  deçà ,  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  :  alors  la  tangente 
de  cette  inclinaison  sera  la  puissance  cherchée  de  la  lettre  a  : 
on  obtiendra  donc  le  premier  terme  d'une  des  racines ,  en 
égalant  à  zéro  les  deux  termes  correspondans  de  l'équation , 
et  tirant  de  là  la  valeur  de  x  en  a.  Par  exemple ,  dans  l'équa- 
tipn  (i),  on  aurait  (fig.  G) 

Ani=  711  =  09       77171=  71  r=0,    A77l=77l=3y     771  71  ^^^  7*  ^' > 
A7ll''2=77l''=l,    77lV=7l''=6,    A77l^=  7ll*=  O,    TTl^B^^Tl^S^B  1 
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les  points  ri  et  rf  doivent  rester  au-dessous  de  la  ligne  mn% 
parce  que  des  proportions 

mm*'  :  miri  \\  m'n"  :  y ,       mm"  ;  mm'  ;:  m''n''  :  z  , 

on  déduit 

^  =  3  >  m' ri,  z  =r  9  >  m'a"  ; 

donc  il  faut  égaler  à  zéro  la  somme  des  deux  termes  qui 
contiennent  a  avec  les  exposans  n  =  o  et  u"  ==  6  ,  ce  qui 
danne 

^3  _  ^6j»j,  _  o  ^         d'où         X  =  ±  a^J  , 

comme  on  Ta  trouvé  plus  haut-;  d'ailleurs  on  aurait  la  tan- 
gente trigonométrique 

G 


e  = 


T,  =  = es  3  ,     donc    a*  =»  a'. 


m  —  m        3 —  1 


Pour  obtenir  une  autre  valeur  de  c ,  on  inclinera  la  ligne 
passant  par  le  point  n",  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  autre 
point,  ensorte  que,  dans  cette  position , -elle  n'en  laisse  aucun 
au-dessus  d'elle,  et  s'il  arrive  qu'alors  elle  passe  par  trois 
points ,  on  égalera  à  zéro  la  somme  des  termes  correspondans , 
ce  qui  donnera  les  premiers  termes  d'antres  tacînes ,  et  ainsi 
de  suite  à  l'égard  de  tous  les  points  qui  se  trouveront  sur  le 
périmètre  de  ce  polygone.  Dans  l'équation  proposée ,  comme 
le  point  n"  est  le  seul  à  la  gauche  de  n",  on  égalera  à  zéro 
la  somme  des  deux  termes  correspondans ,  ou  de  ceux  dans 
lesquels  la  lettre  a  est  affectée  des  exposans  ri^zS  et  Ji*'=8, 
et  qui  sont 

—  a^b*x  +  a^b^  =  o  ,      d'où      x  =  a*4*, 

ainsi  qu'il  résulte  de  la  première  méthode.  On  trouverait  pour 

ce  cas , 

6  =  1  =  2,       d'où      a'  =  a*, 

substitution  déjà  connue. 
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93.  n  est  aisé  maintenant  de  se  rendre  raison  de  la  règle' 
suivante,  donnée  par  Newton,  dans  son  Arithmétique  mû" 
verselle. 

Pouf  résoudre  mie  équation  littérale»  on  mènera  à  angles 
droits  deux  lignes  AX ,  AY  (  fig*  7  )  qu'on  partagera  en  autant 
de  parties  égales  qu'il  j  a  d'unités  dans  les  plus  hautes  puis* 
sances  de  x  et  de  ^  que  nous  prendrons  ici  pour  a  ;  pui« 
après  avoir  coordonné  tous  les  termes  de  l'équation  proposée ,, 
horizontalement ,  par  rapport  aux  pvissances  de  x,  et  vertica- 
lement, par  rapport  à  celles  de  y ,  on  placera  tous  les  terme» 
qui  sont  en  tête  des  colonnes  verticales ,  dans  les  cases  de 
même  x  et  de  même  j^ ,  et  au  moyen  d'une  règle  ,  on  trou- 
vera suf'-le-champ  tous  les  termes  des  équations  partielles  , 
qui  fournissent  les  premiers  termes  des  racines.  Faisant  un& 
application  de  ce  procédé  à  l'équation  (1)  ^  dans  laquelle  oa 
changera  a  ea  y ,  on  trouvera  que  les  lignes  qui  passent  par 
les  cases  y^x^  et  y^x ,  y^x  efxf^y^  laissent  tous  les  autres 
termes  en  dessous,  et  on  doit  poser 


0 
0 

d'où 

{ 

X 
X 

^= 

résultats  obtenus  précédemment. 

Reprenons  la  formule 

n'- 

-  n 

« 

C  ï^^ 

m  — 

.m' 

et  posons  l'équation 

il        î 

• 

9 

yj^+2y*x^—4f  I  x^-f7/      I  X*— 8y'       \^^+y^       —  ^  ' 
— 3y«  I      +!ib(^y  I      — 36ry*  |     — iy' 

comparant  le  premier  terme  avec  chacun  des  suivans ,  on 
formera  la  suite  des  valeurs  de  c  ,  en  divisant  la  différence 
entre  l'exposant  de  ^ ,  dans   le   second    terme  comp^ ,   et 
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celui  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme^  par  la  diffé- 
rence ,  prisé  en  sens  contraire ,  entre  les  exposans  de  a: ,  ce 
qui  donnera  la  suite  des  fractions  qù*on  voit  au-dessus  de  la 
première  ligne  horizontale  de  la  proposée  (on  doit  faire  abstrac- 
tion des  aqtres  termes  qui  ne  sont  que  sous-ordonnés  ).  Les  plut 
grandes  valeurs  de  e  correspondent  donc  aux  termes  —  8y^x 
et  y^y  ce  qui  veut  dire  que  les  ejctrémités  du  premier  côté  du 
polygone,  répondront  aux  termes  j^jc^  et —  8y^x,  et  que  celles 
du  second  côté  aboutiront  aux  tempes  —  Sy'^x  et  y^,  ensorte 
qu*on  doit  poser  les  deux  équations 

d'où    -^  -^ 

4  ^ 
et  comme  V^8  admet  quatre  valeurs,  on  aura  de  cette  ma- 
nière les  premiers  termes  des  cinq  racines  ^e  la  proposée. 

Nous  procéderons  à  la  recherche  de  quelques  termes  des 
racines  de  Téquation 

a,  s. 

a  3 

my^  —  aPy  —  jnx^  =  o , 

résolue  par  rapport  à  y.  Ea  appliquant  la  règle  donnée  ci- 
dessus,  on  trouve 

mj^  —  çc^y  =B  o,         x^y  +  mx^  =  o, 
d'où 

y  =z  ±  m  *  X*  +  etc. ,         jf  =  —  m  +  etc.  , 

Pour  avoir  les  seconds  termes  ,  on  supposera         N 

-±  1 
y  z=z  +  m  'x*  -f-  2 (0  ' 

cette  valeur  substituée  dans  la  proposée,  donne,  toutes  ré- 
ductions faites  , 

1  1  1 

»  a    •  9 

i.   3.  Ci 

mz^  +  3/n*x*  z'  +  ax\  —  thx'  =  o (A)  ; 
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d*où  on  déduit 

^   ^    ^ 
ma*  +  S/n^jp^z  +  30:3-^  ^ ^gj  ^. 

ax^z  —  mx^  =  o (B')  : 

or  (B)  donne 

«  =  —  m  •a:*         et        a  =  —  am  'x*, 

valeurs  à  rejeter  »  parce  que  Tune  étant  substituéo^ pour  £  dans 
(i)  ,  donnerait  zéro  ,  et  lautre  rendrait  le  promier  terme  de 
la  seconde  racine  :  on  tire  de  (B') , 

second  terme  de  la  première  racine. 
La  substitution  dans  la  proposée  de 

jy  =  a  —  m"»x» (a), 

donnerait  pour  transformée  en  a  > 

mz^  — 3m*x*z*  +  2x^z  —  mj^  =  o......(C), 

et,  d*après  la  règle  , 

1    â 
mz^  ^  3m*  pc:*  z  +  ax^  =  o (D) , 

Hxh  —  711X3  _  Q ^jyj  . 

d'où  résultent  d'abord 

a=  +  am  'a:%       a  =  +  m  *x", 
valeurs  à  rejeter  :  on  aurait  ensuite 

*  =  +  r 

On  connaît  donc  déjà  les  deux  seconds   termes    des  deux 
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premières  racines.  Faisant  ensuite  dans  Téquation  donnée  j 

y  =  —  m  -f  « , 
on  aura  ppur  transformée 
o  f 

vu?  ■—  3bi*«»  —  X»    I  «  —  J7t<  =  o (E) , 

+  3i»»  I 
et  en  appliquaat  la  règle ,  on  trouve 

ma'  —  a^z  =  o  ,        x^z  -|-  m*  =3  o. 


d'où 


m* 


On  ne  doit  prendre  ici  que  la  valeur  de  z ,  qui  est  simple , 
puisqu'autrement  on  aurait  plus  de  ^ois  racines.  On  a  donc 
déjà  trouvé 


t    » 


m 


y  »  —  jn 


m^ 


+  etc. 


Nous  procéderons  maintenant  à  la  recherche  des  troisièmes 
tennes,  et^  à  cet  effet,  nous  ferons  dans  (A)^ 


m    . 

9 

ce  qui  donnera 

s 

f 

1 

im.»+3m^«:* 

B»+  a«» 

u  + 

liJx*=oi 

+  2m» 

12 
+  3m' X» 

+ 

m^ 

S 

, 

+  îm' 

^ 
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dooc  ,  d'après  la  règle  ,  on  aura  les  équations 

ma»  +  3m*  x*  u  +  2^  _  q  ^ 
o      43  5    .1 

ûx^tt  +  ^  m*a7*=o,     doù    u  =  — fm*x"; 

la  première  de  ces  équations  doit  être  rejetée ,  parce  qn*étant 
la  m^me  que  (  B  )  ,  elle  donnerait  deux  valeurs  de  u.  Pour 
trouver  le  troisième  terme  de  la  seconde  racine  ,  faisons  la 
même  substitution  pour  z  dans  l'équation  (C)  qui  donnera 

i  5      '  i 

u  —  Jm*x*  =  0, 

^    8 


■1  1 
mu*  —  3m*  X*  u  +  ax'  =  o , 

ax^u  —  5m*x*  =  o: 
la  première  répète  Téqnation  (D)  «  et  la  seconde  donne 

,     i   -1 
u  =  J  m*  X  * . 

Passons  enfin  à  la  recherche  du  troisième  terme  de  la  troi- 
fième  racine^  et  pour  le  trouver,  faisons  dans  (E) 

m* 

on  parviendra  aux  deux  équations 

,  •      mu*  —  a:'  =i  o  ,      x*u  +  Sm'x -'  =!  o , 
d'où 

tt  =  4-m'x.,      B  =  -^^: 


jiM^—  3m' x' 

»•  4-  ax» 

tt 

,        +1  n»» 

~3m^x'^ 
+  im» 

de  laquelle  on  tire 

le»  deux  suivantes , 

X 
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ensorte  qu*on  aura 

^  -.1    5.         m  i    -î 

yz=im  •a:*+  -— fjîi^o?  »  +  etc. , 


.i    1 


m 


jr  =  — m  *a:*+^+  f  7ii*x  *+  <itc., 

j,::^_m-.^-^-.  etc. 

Ea  continuant  de  cette  manière  »  on  trouverait ,  sans  peine  / 
autant  qu  on  voudra ,  de  termes  suivaos.  On  remarquera  que 
les  équations  qui  fournissent  les  valeurs  àez,  u  ,  etc.  doivent 
toujours  être  du  premier  degré;  car,  autrement,  elles  don- 
neraient plus  de  racines  que  n'en  comporte  la  proposée. 

loo.  Nous  allons  reprendre  la  résolution  en  séries  des  équa- 
tions littérales  ,  par  une  autre  méthode  due  à  Lagrans^e ,  et  qui 
est  insérée  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  pour  l'année  1768  : 
Tanalyse  dont  nous  allons  faire  usage  ,  suppose  le  développement 
en  série  d*un  logarithme ,  qu'on  trouve  dans  la  première  sec- 
tion, et  dans  le  chapitre  suivant  de  celle-ci. 

Soit  l'équation  générale  ,    '^ 

o  =  a  — -  ix  +  ca^  —  ^^  +  etc. , 

dont  on  suppose  que  les  racines  soient  x\  x",  x*,  etc.  :  on 
aura  d'abord  [  P*  sect. ,  (chap.  XXni)]] , 

0— 6x+cx^— lix'-l-  etc.  =  0^1  —  -?)(  1  """^IC  ^  "*"  "•}  ®^^* 

Qu  on  divise  cette  équation  par  bx ,  puis  qu'on  change  les 
signes ,  et  on  aura 

a        ex— dx*-f-etc. 

bx  S 

=-é0-l)0-5')0-p)*»*'- 

a3 
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Prenant  le»  logarithmes  de  part  et  d'autre,  il  viendra 

,      (         a         ex— <£x» -frète.) 

+  log(i-|»)+etc. 
Fabant ,  pour  abréger  , 

X—-+cx  —  dx^  +  etc. , 

X 

d*où  résulte 

a        cx-^dx^  +  etc. X  ^ 

'-Ei~ 4 b^ 

X  a/ 

et  réduisant  en  séries  les  logaridimes  de  *  ~  "J  '  *  "*•  ^  » 

1  _  ii ,  etc. ,  on  aura ,  après  avoir  changé  les  sipi^  , 

X 

-f  etc. 
équation  identique  :  donc  si  on  remet  4  la  place  de  X  sa 
valeur  '  +  cX'-^  etc. ,  et  qu'on  suppose 

X 
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T  +  ^  +  3Â^+  *^*=-  =-  +  i  +  è  +  Jj  +  etc. 

4-  Ax  +  Bx»  +  Cx3  +  etc., 
on  aura ,  par  la  comparaison  , 

.^H^,    c=^,    ,=Ç,    ,=^',    .,. 

Ainsi  on  connaîtra  non-ôeulement  la  racine  a/,  mais  encore 
5on  carré  ,  son  cube,  etc.,  et  son  logarithme. 
Soit  l'équation  du  second  degré 

a  —  ix  -|-  ex*  =  0, 
on  aura  donc 

X  =  -  +car, 

X'  =  ^  +  -—  +3ac*x+  cV, 
etc. 


Donc  ,  en  observant  que   C  est  le  coefficient  de  i  .  on  ne 
devra    retenir  dans    J^^^-^.etc.  que   les    cçéfficiens 


de  -  ,  et  on  aura 

X 


Et  enelTet,  l'équation  proposée  étant  résolue,  donne 


X  =  A  Hh  V^^'— 4«<' . 
ac  "**         ac 

a3., 
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or. 


donc 

ac 


M.  Lagtange  donne  ensuite  les  moyens  de  simplifier  la  com« 
position  des  coefficiensC^  y,  /",  etc.  des  puissances  négatives 
de  X  ;  mais  nous  nous  contenterons  d'appliquer  son  analysa 
au  coefficient  C. 

âoit^  pour  abréger , 

^        cx  —  cLc' +  ejT^  +  etc.  . 

Ç- b * 

«t  on  aura  >  d'après  ce  qui  précède  » 


<^-0 


^ — a  +  etc. 
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Or  on  a 

-7=  »+î:;+îâF+p^ +  '*"•» 


'-bi 


(-0 

i  W       er  i     !T  /   «    •  3.4.5.a»  ,  4.5.6.0'  ,        % 

etc. 

n  reste  donc  à  multiplier  ces  déyeloppemens  respectivement 
par  ^>  ^,  ^»  etc.  ,  après  quoi  on  rassemblera   le»  coeffi^ 

ciena  de  -• 

Proposons -nous  l'équation 

a  —  bx  +  «^Jf*  =  o  r 
en  la  comparant  avec 

«  —  ijc  +  ex*  —  etc.  ^=  o  , 
qui  dlmént ,  d'après  la  valeur  de  Ç , 

a  «—  ix  +  bx^  ==  o  >. 
en  aura 

bxi  =  ex»,    d'où    ç  =  ^Ç^; 
e*  =  — 3r->     f  =  -5r-»     Ç*  =  — 54—'     ^^^• 

Or  le   seul  terme  du  premier  développement  ^  à  multiplier 

a" 
par  Ç ,    pour  n'avoir  que   x  en  dénominateur ,  est  t^— ;  > 

0  •£ 
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d'où  résulte 

1       ca' 

x'  'b--^^  ' 

le  seul  terme  du  second  développement  à  multiplier  par  Ç*, 
sous  la  même  condition,  est  '^  ^^_^  ,  et  on  a,  en  divi- 
sant  par  22 , 

Le  seul  terme  du  troisième  développement  à  multiplier  par 

2-3       .  1     Zn.Zn — i.a^"^  ,  .     ^,  .  ,  , 

^  '  ^^  a  '  — to»--<^iffl^ —  *  ^^  après  avou:  divisé  le  produit 

par  3,  on  trouve 

1     j_    3/i.5n— i.c^g^"-^ 
x'2.3''  ¥^^  • 

Pareillement   le  seul  terme   du  quatrième  développement  à 

1*.-  V             t'A       ..1       An, An — \,An — a.a^»"^ 
multiplier  par  |4,  e,t  ^  .  ±-±-^-^- ,  et  après 

avoir  divisé  le  produit  par  4>  ^^  obtient 

et  ainsi  de  suite.  Donc  une  des  racines  de  la  proposée ,  sera 

_,        1         4^,4^ — 1,/^n — a .  c^a^»-' 

Si  l'on  pose  a:  =  - ,  on  aura  la  transformée 

ajf»  —  *J''*~'  +  c  =  o. 
Prenons  pour  second  exemple ,  Téquation  à  quatre  termes  ^ 
a  —  bx  +  ex»  —  X'  =  o  : 
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ixÇ  =  ex"  —  x'  ^ 


d'où 


^  = b ' 

r  —  ji  > 


f  = 


63 


et  ainsi  de   8uite>  Le  seul  terme  do  premier  développement 

ex*""*  1 

à  multiplier  par  — -r — ,  afin  de  n*^voir  que  le  facteur  -r  , 


«st  le  terme  divisé  par  x* ,  c'est-à-dire  ^^      ,  et  on  a  pour 

produit  -  -Tj^pj-  :  pour  trouver  Vautre  ,  on  changera  /i  en  r  , 

1        a^ 

et  c  en  —  1 ,  ce  qui  donnera  sur-le-cBamp  —  -  .  'rp;^^  ^^ 

sera  facile  de  composer  tous  les  autres  termes  à  Tinstar  de 
ceux-ci ,  et  on  trouvera  pour  une  des  racines  ^ 

,  g(yi+ar)(n+gr— i)ca"-H"^      5r.5r— i.fl^^-]  . 

Soit  enfin  Féquatlon  générale 

a  —  6x  +  ex*  —  dx'  +  ex*  —  fj?^  +  etc.  =  o  ^ 
•o  aura 

ix^  =  ex»  —  dr5  +  ex4  —  /x5  +  etc. , 
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et  par  conséquent, 

y,        ex  —  cKr*4-  es? —  fx^  +  etc. 
l  = .—  ^— J , 

^^       c*x*  —  ^cdx^  +  \à^  +  3c6)  x^  —  etc. 
$  = ïi > 

^_  r3j:3  _  g^^£y4  4,  etc> 

r—  53  » 

y..        c^x^  —  etc. 


é4 
etc. 

Par  un  procédé  semblable  à  celui  que  neus  avons  employé 
danè  les  deux  exemples  précédens  ,  on  composera  le  coei!i-« 

cient  de  -  ,  qui  sera  l'une  des  racines  x\  et  on  trouvera 

+£^  _i|;-i+ !£lI^±££L)+ etc. 

+  etc. 

c'est  la  formule  connue  de  Newton  pour  le  retour  des  suites  , 
que  nous  avons  trouvée  autrement  dans  le  calcul  differer^iel. 

Nous  allons  ,  d*après  Lagrange ,  présenter  quelques  obser- 
vations générales  sur  la  nature  des  différentes  racines  d'une 
m^roe  équation  ,  et  sur  la  manière  de  les  distinguer  Tune 
de  lautre. 

Nous  reprendrons,  à  cet  effet,  l'équation  générale 

o  .:=  a  — -  6x  -t*  ^^  -"  ^  +  ^  —  etc.  ; 
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dans  laquelle  nous  supposerons  qu*il  ne  manque  aucun  terme. 
Je  remarque  d'abord  que  si  Ton  suppose  a  =  o,  l'équation 
proposée  se  décompose  dans  celles-ci  ^ 

o  =  X, 

o  =  —  i  +  co;  —  dx*  +  ea?  —  etc.  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  supposition  de  a  =  o  ^  doit  rendre  nulfe 
une  des  racines  de  l'équation  ;  conséquemment ,  parmi  les 
fonctions  qui  expriment  ces  racines  y  il  doit  y  en  avoir  une 
et  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  qui  s'évanouisse  en  faisant 
a  =  Oy  puisque  l'évanouissement  de  a  ne  réduit  qu'une  racine 
a  zéro. 

Supposons  de  plus  i  =  o  ,  et  la  dernière  des  deux  équa-* 
lions  précédentes  se  décomposera  encore  dans  celles-ci^ 

o  =  X  , 

o  =  c  —  ^,  +  «^  —  etc. 

Cette  supposition  fera  donc  évanouir  une  nouvelle  racine , 
de  sorte  que  parmi  les  fonctions  qui  représentent  ces  racines  » 
il  faudra  qu'il  y  en  ait  une  qui  s'évanouisse  par  a  ==  o  » 
i  =  o. 

En  continuant  le  même  raisonnement^  on  prouvera  que 
parmi  les  fonctions  dont  il  s'agit ,  il  y  en  aura  aussi  une 
qui  s'évanouira  par  a  =  o,  6  =  0,  c=o;  une  autre  qui 
s'évanouira  par  a=o  ,  i  =  o,c=o,  d  =  o,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  appellerons  premiire  racine,  celle  qui  devient 
nulle  par  a  =  o  ;  seconde  racine ,  celle  qui  devient  nulle 
par  a  =  o  j  6  =  0  9  etc.  Ainsi  si  l'on  a  plusieurs  expressions 
des  racines  d'une  équation  ^  on  pourra  reconnaître  si  elles 
représentent  la  même  racine  ou  des  racines  différentes. 
*    La  racine 

-        a   ,    a*c    ,    4^e^    , 

^  =  ï  +  Â^  +  -iïf +  •*'*=" 

trouvée  plus  haut ,  s'évanouit  par  a  =  o  :  il  reste  à  trouver 
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la  seconde.  A  cet  elFet^  nous  donnerons  â  Téquatioit 

a  —  6x  -f-  ex*  =  o  > 


la  forme' 


b  '^  ex =  o , 

X 


qui  peut  se  rapporter  à  celle-ci 

a  —  6x  +  ex*  =  o, 

en  fabant^  dans  cette  dernière , 

7i  =  —  1,      a  =  b ,      b  z=,  c      et      c  =  —  a: 

de  cette  manière  ^  la  formule  générale  qui  représente  x^^ 
deviendra 

„_b        a        a^c        4a?c*        S.6a^<P 

laquelle  pour  a  =  o  ^   se  réduit  à  —9  puis  faisant  &  s  o  V 

elle  devient  nulle  :  cette  série  représente  donc  la  seconde 
racine. 

Nous  venons  de  voir  que  la  supposition  de  a=  o  ,  i=o, 
doit  rendre  nulles  deux  des  racines  de  la  proposée  ',  dona 
si  on  suppose  d'abord  6  ::=  o  ^  ce  qui  réduit  l'équation  à 

a  +  ex*  —  dx^  +  etc.  =  o , 

et  qu*au  lieu  de  faire  a  =  o ,  on  le  suppose  inGniment  petit  , 
il  est  clair  que  les  deux  racines  devront  devenir  infiniment 
petites  ,  autrement  elles  ne  s'évanouiraient  pas  pour  a=o^ 
Ainsi  par  rapport  à  l'équation 

my  —  x^y  —  mx^  ==  o> 

traitée  (99),  et  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

a  +  ij'  +  dy^  =  o  , 
en  observant  que  le  terme  de  c  manque  ,  nous  ferons^  d'abord 
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a  :=  o ,  ce  qui  donnera 

b  +  dy*  =  o  : 

ainsi  parmi  les  racines  de  la  proposée  ,  il  y  en  a  une  qui  doit 
s'anéantir  pour  a  =  —  mx^  =  o  >  c'est-4-dire  ,  pour  711=  o  , 
parce  qu'on  ne  peut  supposer  x  =  o  ^  sans  qu'il  en  résulte 
a  =  o  ^  b  =  o,  en  même  temps  ,  hypothèses  relatives  aux 
autres  racines.  Ainsi  la  dernière  des  trois  formules  trouvées  (99), 
et  qui  s'anéantit  pour  771=0  ^  est  la  première  racine.  De  l'autre 
équation 

6  +  dy  =  o  , 
on  déduit 

771» 

On  conclut  de  là  que  les  deux  autres  racines  doivent  deve- 
nir infinies  pour  771  =  o  ^  ou  qu'elles   doivent  se  réduire  à 

±  — 7 ,  ce  que   montrent  en  effet  les    deux  premières  for-- 

m* 
mules  du  numéro  cité. 
La  proposée 

—  7710:^  —  x' y  +   771  j^  =  o , 

est  comparable  avec 

a  —  6x  +  rx*  =i  o , 

en  faisant  dans  celle-ci ,  ti  =  3  ,  x=  j^ ,  c=:  771 ,  i  =  +  ^^* 
a  =  —  77ix' ,  et  on  trouve  ,  après  ces  substitutions  dans^  la 
formule  générale  ci-dessus ,  en  y  changeant  x'  en  y , 

771^  3771^ 

y  =  —  '»  —  ■^—  -T^  —  etc. , 

qni  conséquemment  donne  la  première  racine. 
Si  on  donne  à  l'équafion 

a  —  6x  -f-  cx^  r=  o^ 


Digitized  by 


Google 


364 

ANALYSE 

la  forme 

ft  _  ^        ^""  -  0 
c                          c                 * 

et  eoâuUe. 

celle^i 

en  faisant 

c                    c              * 

<  =  X*,       d'où      a:  =  t*. 

on  aura  une  équation  qu'on  pourra  encore  comparer  avec 

a  — .  fcx  +  ex»  =  o  ; 

ensorte  qu'ayant  trouvé  la  racme  t  en  série ,  on  aura  les  deux 
autres  racines  x  par  l'élévation  à  la  puissance  ^ ,  ou  par  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  qui  donne  deux  signes ,  et  consé* 
quemment  deux  séries.  Nous  avons  déduit  des  formules  géné- 
rales données  par  Lagrange ,  les  deux  dernières  racines  y ,  et 
nous  les  avons  trouvées  exactement  conformes  à  celles  qui 
ont  été  obtenues  (99). 

n  sera  bon  de  consulter  le  dernier  paragraphe  du  mémoire 
cité^  sur  la  convergence  ou  divergence  des  séries  qui  repré^ 
sentent  les  racines  des  équations  littérales. 
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CHAPITRE  XVm. 

Développemens  en  séries  des  quantités  exponentielles 
et  logarithmiques  ^  et  applications  de  ces  séries. 

lOi.i^OlT  Texponentielk  a' à  déyelopper  en  une  série  pro* 
cédant  suiyant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  j'écris  a 
sous  la  forme  d'un  binôme  i  4~  (  ^  "~  ^  )  >  ensorte  que 

û'  =  Ci  +(a-i)]': 
en  déyeloppant  d'après  la  formule  du  bmome ,  on  troute 

et  ^  après  ayoir  ordonné  par  rapport  à  x  ^  il  yîent 

+  (        )a:*+(        )x»  +  (        )x*  +  et€ (i). 

n  est  donc  prouyé  que  l'exponentielle  a*  peut  être  représen- 
tée par  une  série  procédant  suiyant  les  puissances  ascendantes^ 
entières  et  positiyes  de  x.  D'après  cela^  nous  poserons 
(!'•  sect.  ,  chap.  ao) 

a'  =  1  +  Ax4-  Bi?»  4-  Cx'  +  Dx*  +  etc (a) , 


Digitizedby  VjOOQIC    ^ 


/^ 


566  ANALYSE 

en  observant  que ,  pour  a:  =  o ,  on  a 


à  Teffet  d*évaluer  les  coeificiens  A^  B,  C,  etc.  indétenDinés 
et  indépendans  de  x ,  nous  partirons  de  cette  propriété  dont 
jouit  exclusivepient  Texponentielle  a',  de  donner  des  résultats 
identiques  ,  en  faisant  x=fix ,  et  en  élevant  au  carré  :  par 
le  changement  de  a:  en  ox,  Tidentité  précédente  devient 

a"=i  +  aAx+4Bx*+8Cjc'+  iGDx^  +  SaEr^  +  etc.: 

élevant  de  part  et  d'autre  la  même  identité  au  carré  ,  en  re* 
gardant ,  pour  plus  de  commodité ,  la  série  infinie  ,  comme 
on  binopie  dont  le  premier  terme  ek  l'unité  »  on  troyve 


a»'=i-f.aAx+aBlx*+aC    Ix^+aD 
+  A^1     +flAB|     +aAC 


+aAD 
+aBC 


x^+etc. 


Egalant  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x  ,  pris  dans 
les  deux  développeaiens  de  a*',  on  objtiendra  ces  détermi* 
nations  « 


B  ==  i  A', 

a 

^  =  1x4^^' 


fl'où  l'on  conclut 


a. 3. 4.5 
etc. , 


A». 


,    .      ,  A'x*'  ,  AV    ,     A*x*  ^    ,  ^ 

a  a.d        a.d.4 

Comme  les  développemens  (1)  et  (a)  sont  identiques ,  on  a 
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nécessairement 

A=(«_.,_î:=o:+(£yl'_&:zO'+«....,(„,, 

enaorte  que  le  développement  (3)  est  connu. 

On  reconnaîtra  facilement  l'aYantage  de  l'analjse  suivante 
SUT  celle  que  nous  Venons  d'employçr. 

On  a  en  même  temps 

a'  =  1  +  Ax  +Bx»  +Ca^  +  nx*+ etc.  , 
or  =  1 +Ajf +  By +  Cy +  Dy+ etc.  , 

parce  que  les  indéterminées  A ,  B ,  C ,  etc.  étant  indépen- 
dans  de  a? ,  ne  doivent  pas  changer  par  le  changement  de  x 
pn  y  :  la  soustraction  donne 

a'  —  o^  -  A  ( JF  —  j.)  +  B  (po^  y)  +  G  (x^  /  )  +  etc . , 
c'est-à-<lire , 

ar(a*-r_,)=A(a:-j.)  +  B(x*— y)  +  C(a:'— y)+etc...(4)> 
mAia  d'ailleurs , 

û'  —  1  =  Ax  +  Bx*  +  Cx3  ^.  eic  . 

remplaçant  ici  x  par  x  — y,  et  multipliant  de  part  et 
d'autre  par  a/,  on  trouve 

û^(«^''— i)====a^[A(*— j^)+B(x— j)«+C(x--y)'+et^ 

Après  avoir  divisé  par  ^  —  Jf  les  seconda  membre^  des  iden- 
tités (4)  et  (5)  ,  fait  ^  =  X ,  et  ce  qui  donne 

a'  =  a'  =  1  +  Ax  +  Bx»  +  etc. , 

on  tombe  sur  cette  identité 

A  +  aBx  +  3Cx» +40x5  +  etc. 
=  A  (i  +  Ax+ Bx»+ Cx^^.  etc.)  : 

la  comparaison  des  coefilcîens  des  tnêmes  puissances  de  x 


Digitized  by 


Google 


568  ANALYSE 

donne ,  comme  ci*dessus , 

mais  ici  la  loi  est  évidente. 

Du  déyeloppement  (3) ,  on  déduit  pour  x  =  1 , 

a=  i  +A  +  ^  +  ^  +  ete (N), 

série  réciproque  de  (M)  :  ainsi  par  (M)  ,  le  nombre  A  dépend 
de  la  ba^e  a,  et  par  (N),  la  base  a  dépend  à  son  tour 
de  A. 

Du  même  développement  (3)  »  on  tire ,  pour  ^  =  T  * 


I 


I 
Ainsi  la  quantité  a^  est  un  nombre  constant  qu*on  désigna 
ordinairement  par  c,  nombre  qui  est  la  valeur  particulièie 
de  la  base  a ,  lorsque  A  =  1  ,  comme  on  le  voit  d'après  (N) 
qui  y  dans  cette  hypothèse  ,  donne 

«  =e=  .  +  ^+l+J^+^+^c (P): 

on  a  donc  cette  relation  ^ 

a^  =  c,      d'où       a  =  e^......(Q) 

Si  donc  dans  (3) ,  on  fait  A  =  1 ,  hypothèse  qui  nécessite  le 
changement  de  a  en  e,  on  obtiendra  ce  développement  de 
Texponentielle  c*, 

«.  =  x+x  +  f +  £l+^  +  etc (6). 

Pour  évaluer ,  d'après  la  série  (P) ,  le  nombre  e  jusqu'à  la 
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la  neuvième  décimale ,  par  exemple  ,    on    fera  les  calculs 
sulyans  : 

* —  =  0,5, 

1.2  '     ' 


--i— =  o,iGG  66G  665  7, 
i.fl.3  '  '* 


.4 


=  0,041 ,666  666  7, 
==  0,008  333  333  S, 


-g  =  0,001  388  888  9, 
—  z=  0,000  198  4^2  7, 


.8 


.10 


.11 


.12 


.i3 


=  0,000  024  801  6, 

=  0,000  002  755  6, 

=  0,000  000  275  6, 

=  0,000  000  025  o. 


=  0,000  000  002  1, 


=  0,000  000   000  2  , 


et  par  l'addition  on  obtiendra 

e  =  2,71828  182. 

Ces  calculs  sont ,  comme  on  voit ,  très-faciles  à-  exécuter , 
puisque  ,  pour  passer  d*un  résultat  au  suivant ,  il  suffit  de 
diviser  le  précédent  par  un  diviseur  d'un  ou  de  deux  chiffres 
SLU  plus.  Le  nombre  e ,  calculé  avec  26  décimales ,   est 

tf  =  2,71828  18284  59045  23536  02874  etc. 


X 
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20a.  Reprenons  la  relation 


I 


\ 
trouvée  plus  haut  ',  elle  donne  —  =  log  e  pour  la  base  a , 

et-^  la:=  i  pour  la  base  e ,  d*où  A  =  /a  :  ces  logarithmes  , 

.A. 

désignés  par  /  et  calculés  surTk  base  e ,  sont  dits  logarithmes 
de  NépeTy  ou  logarithmes  népériens  ^  et  quelquefois  logarithmes 
hyperboliques ,  parce  qu  ils  sont  représentés  par  Faire  de  l'hyper- 
bole équilatère  entre  ses  asymptotes  {Calcul  diff.  et  intég,)  ; 
mais  cette  dernière  dénomination  est  impropre.  On  a  donc 
à  =  e'-,       d'où      a'  =  e*'*, 

moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  les  exponentielles  à 
la  même  base  népérienne  e. 

io3.  Nous  avons  déjà  donné  (I"  sect. ,  chap.  XX)  le  dé- 
veloppement en  série  des  logarithmes  :  nous  allons  revenir  sur 
cette  question ,  et  la  traiter  avec  toute  Tétendue  que  réclame 
«on  importance. 

Nous  emploierons ,  en  premier  lieu ,  une  analyse  analogue 
à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  en  second  lieu ,  pour  dé- 
velopper l'exponentielle. 

En  observant  que  pour  a:  =  o ,  log  (1  +  x)  =log  1  =  0, 
nous  poserons 

log(i  +  x)  =  M(a:4.Aa:»+Rr^  +  etc.), 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  coefEciens  indéterminés  et  indépen-« 
dans  de  X  ,  et  M  tm  nombre  qui  fixe  le  système  de  loga- 
rithmes ,  et  qu'on  nomme  module.  On  aura  donc 

Jog(i+jy)  =  M(j.  +  Ay+By  +  etc.); 

retranchant  le  second  développement  du  premier  ^  on  a  pour 
différence , 
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ï^8  (î^)  -  **  ^""^y^  ^'+^  ^^-^y^ + B(^+j'H-/) 

+C(aP+yx'+y^x+f)  +  etc.]. 

Pour  obtenir  un  autre    développement   de    log  ( j  , 

«oit 

— ; —  zzri-f-z,       dou      z  =  — r-^  : 
i+y  ^  i+y 

on  aura^  d'après  le  développement  hypothétique  , 

log  (7^)  =  log  («+*)  =  M  («  +  A*»+  B*'  +  etc.)  , 
x;*est-à-dire, 

,ogCi±f^=M^^+Afc4;+Bfe^+etc.l 

=m(->)[t^+A(^+b<-^:+..o.]. 

La  comparaison  de  ces  deux  développemens  de  îogr--T-- j 

donne,  après  la    division   par  M(x— j')    et   Thypothès» 
y  =  x, 

1  +  ùAx  +  3Bx*  +  4CxP  =  1  —  a:  +  a:*  —  x^  +  etc.  ; 
cToù  résultent  ces  déterminations . 

ê,  ,  '  , 

A  =  -i,      B  =  J,      C  =  -.i,      D  =  |,    etc., 
•t  conséquemment , 

lo60  +  x)=M(x-^  +  Ç-^+Ç-etc.). 

L'analyse  suivante  est  due  à  Lagrange.  Considérons  l'équa- 
tion générale 

M" 
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dans  laquelle  x  est  le  logarithme  de  y  pour  la  baae  a  :  met' 

tons  à  la   place  de  a  Téquivalent   1  +  û^  ""  1  >    e^  ensuite 

X 

[[i  4-(û—  03'>  o^  [(1  +  û"~  i)*]"/  ^u  lid  de  a',  on  aura 

jy  =  {Ci  +  (a-i)]"}', 

n  étant  une  -  quantité  quelconque  qui  disparaît'  d*elle-mêm9 
dans  la  valeur  de  ^.  Or , 

,  n(n — OC*»  —  a)  i-  Ml    ^ 

ordonnant  ensuite  les  termes  de  ce  développement  suivant 
les  puissances  de  n ,  on  aura  une  série  de  cette  forme , 

[1  +(a  —  1  )]'^  =    1  +'  An  +  B/i»  +  etc. , 

et  il  est  aisé  de  voir  que 

A  =  (a— 1)  —  ^—L  +L-_2.+  etc., 

même  valeur  que  celle  trouvée  (101).  Les  autres  coeflicieos  B , 
C  y  etc.  dépendent  aussi  de  a  \  mais  nous  n'aurons  pas  besoin 
de  les  chercher ,  parce  qu'ils  disparaissent  du  calcul  >  comme 
on  va  le  voir.  Nous  aurons  donc 

j^  =  (  1  +  An  +  Bn*  +  Cn' +  etc.)' 

=  i  +  î  (An+Bn«+etc.)  +  ^^^  (A«+Bn'+etc.)» 

x(x — n)  (x — an)  ..     ,  _  .  ,        »,  , 
+    ^     ^  g_^3 (An4-Brt«+etc.)'+  etc. , 

et ,  en  réduisant , 

^  =  1  +  « (A+  Bn 4.etc.)  +  ^^ElUÙ  ( A  +  Bn4- etc.)* 

^x(x-^)(x-an)  (^  ^  B„  ^  etc,)3  +  rtc. 
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Maintenant-  comme  la  quantité  n  est  arbitraire ,  et  doit  par  ' 
la  iiature  même  de  la  fonction  y ,  disparaître  de  Texpression 
de  cette  fonction,  il  faudra  que  tous  les  termes . multipliés 
par  n ,  et  ses  puissances ,  se  détruisent  mutuellement  ;  ne 
tenant  donc  aucun  compte  de  ces  termes  ^  on  aura  sim*- 
plement  : 

y  ~  a'  =z  1  +  Ax  +  -j-  +  -^-g-  +  etc. , 

série  déjà  trouvée  plus  haut. 

Cherchons  de  la  même  manière   la    valeur  de  a:   en  j'  : 
à  cet  effet ,  nous  mettrons  l'équation  a*  =  j^  sous  la  forme 

[;i+(a_i)]«=:Ci  +  (y-i)]", 

cjiii  est  identique  avec  la  précédente  ,  et  où  71  est  une  quan- 
tité quelconque  à  volonté ,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la 
valeur  de  a:  en  ^  :  développant  les  deux  membres  à  la  ma^ 
nière  du  binôme  ,  on  aura  ,  après  la  division  par  n,    . 

,         .    ,  xf/ix— 1),         .,  ,  xCnx — i)(nx — 2),         .,  ,    ^ 
a:(a-i)+         ^     ^(0—1)»+^ H73~^       (a— O^+etc. 

=  (J'— 0  +—^  (^-0*+  ^^ -^ Qy— 1)3+ etc. 

Or  n  ne  devant  pas  entrer  dans  l'expression  de  x  en  y  y  il 
faudra  que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puissances 
de  71 ,  se  détruisent  d'eux-mêmes  ,  ensorte  qu'il  ne  reste  que 
ceux  où  n  n'entre  pas.  D'après  cette  considération  ;^  on  aura 
l'équation  suivante  ,  dans  laquelle  nous  emploierons  |  pour 
abréger ,  la  quantité  A  déterminée  ci-dessus  , 

Ax=(^-i)-i(j-i)«+i(jy-i)3_etc.; 

d'où  l'on*  tire 

^  =  log^  =  C.y-0-H.y-.)M-^Cy-.y+etc.       ^^^  .^ 

mais,  cette  formule  n'est  convergente  que  lorsque'  le  nombre 


Digitized  by 


Google 


574  ANALYSE 

y  dont  elle  donne  le  logarithme  ^  est  pen  différent  de  Vimité  : 
aussi  nest-elle  d'aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithmes 
ordinaires.  Le  moyen  suivant  donné  par  Lagrange,  est  propre 
à  la  rendre  convergente  pour  tous  les  nombres  y. 

r  1 

Puisque  log  \/y  =  -  log  j^ ,  on  aura  ,  par  cette  substitu- 
tion dans  la  série  précédente, 

iog;'  =  ;JC(V>-0-Kv3'-0'+J(î<y-0'-ete]-(«). 

où  Ton  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  positif 
ou  négatif  :  quel  que  soit  le  nombre  ^ ,  on  peut  toujours  en 

r 

prendre  une  racine  du  degré  r ,  tel  que  \/y  soit  un  nombre 
aussi  peu  différent  qu'on  voudra  de  Tunité  (P*  sect.,  chap.  IX): 
ainsi  la  formule  précédente  donnera  toujours  la  valeur  de 
log  y  i  avec  toute  Texactitude  qu'on  pourra  désirer.  Si  l'on 

prend  r  négativement  ^  alors  \/y  devient ,  et  la  série  qni 

v>y 

exprime  log  y  devient ,  en  changeant  les  signes , 

Le  nombre  y  étant  plus  grand  que  l'unité ,  y'y  sera  plos 
grande  que  l'unité  ,  et  conséquemment  on  aura  les  deux  iné 
galités  dans  le  même  sens , 

C'y  —  i  >  o,        1 ;^>o, 

et  y  étant  moindre  que  l'onité,  c'est-à-dire ,  une  fraction  vraie, 
on  aura  celles-ci , 

Vy—  ^  <o>       »  — 7-  <°' 
■     Vy 

Si  le  nombre  a  est  la  base  des  logarithmes  >  on  pourra  >  ptf 
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les  mêmes  formules^  déterminer  aussi  exactement  qu'on  yondra, 

la   valeur   du    module  -j  ;  caip    en   faisant    y  =  a ,   d'où 
log  a  =  1 ,  on  aura 

A  =  r  [(V/a-0  -  i  i{/a^iy+  ^  ({/a^if-  etc.]  , 
ou  bien 

n  est  clair  que  les  deux  séries  qui  donnent  log  y,  seront 
nécessairement  convergentes  ,  quand  on    extraira  de  y  une 

r 

racine  r  telle   que  ^y    n'excède  l'unité   que  d'une  fraction 

»  r 

décimale  très-petite ,  et  telle  conséquemment  que  \/y  —  i 
soit  une  fraction  très-petite  •,  car  alors  i  -r- sera  une  frac- 

tion  plus  petite  encore ,  puisqu'on  a 

Vy        Vy 

^ans  ce  cas  ^  la  série  (8)  donnera 

log  J' <;£(!/ J'  —  O, 
,et  de  la  série  (9)  ^  on  déduira 

Ainsi  on  a  deux  limites  pour  la  valeur  de  log  y ,  qu'on  peut 
resserrer  autant  qu'on  le  veut ,  en  prenant  r  toujours  plu» 
^and  ;  ensorte  que  dans  le  cas  de  r  infiniment  grand  ,  il  est 
permii  de  regarder  l'un  et  Tautre  des  seconds  membres  des 
deux  inégalités  précédentes  »  comme  l'exacte  valeur  de  log  y^ 
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C'est  sous  cet  aspect  qu'on  peut  dire  qu'à  un  nombre  donn^  ; 
répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes ,  puisque  sa  racine 
infini tiènie  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs  diRerentes 
(chap.  XI  et  XIU). 

Supposons  donc  que  l'indice  r  soit  pris  tel  que  la  racine  r 
de  y  ne  contienne  que  l'unité  avant  la  virgule  ,  ef  qu'après  la 
virgule  il  se  trouve  5  zéro  -,  alors ,  si  l'on  s'arrête  à  fw  déci- 
males ,  le  terme  (^' —  1  )*,  et,  à  fortiori ,  les  suivans>ne  donnent 
rien ,  de  sorte  qu'on  a  >  dans  ce  cas  ^ 

1<^SJ'  =  X^\/y— O      et      A  =  r(|/a— 1). 
Ainsi  prenant  r  =  a^**,'on  trouve ,  pour  a  =  10  , 

y/a  =  1,00000  00000  00000  00199  71742  08125  5o527... 
-^  =  0,00000  00000  ocooo  00086  73G17  37988  4c354-« 

de   sorte  que  l'on  aura  le  module 

i__i__i  1        _    86756173798840554 

la      A      r         ^,  199717420812550527 

z=  0,4342944819  o325i 

Si  l'on  veut  avoir  le  logarithme  de  3  ,  on  fera  ^  =  3 1 
et  employant  de  même  soixante  e^^tractions  de  racines  carrées, 
on  trouvera 

r 

y  y  =  1 ,00000  00000  00000  00095  28942  64074  58932,  etc., 
et  de  là, 

r  , 

,  \/y — ■  1  95289426407458952 .  . . 

^^  '  19971742081255061^7... 

=  0,47712  12647  1966a.  ,. 

Cette  méthode  est ,  comme  l'on  voit ,  très-laborieuse  par  If 
grand  nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  exige  ;  mais  lei 
içries  que  nous  avons  données  ci-^dessus  ^  servept  à  la  simplifier 
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et  à  la  compléter;  car ,  quel  que  soit  le  nombre  y ,  il  suffira 
d*en  extraire  quelque»  racines  carrées  ,  jusqu'à  ce  qu'on  par- 

r 

^vienne  à  un  nombre  ^y  qui  n'ait  que  l'unité   avant  la  vîr- 

r 

gule  ;  alors  les  puissances  de  \/y  —  1  seront  des  fractions 
d'autant  plus  petites  qu'elles  seront  plus  hautes  :  par  consé- 
quent il  suffira  toujours  d^  prendre  un  certain  nombre  des 
premiers  termes  de  la  série  pour  avoir  les  logarithmes  exacts 
jusqu'à  tel  nombre  de  décimales  qu'on  voudra. 

104.  Mais  dans  le  travail  de  la  construction  des  tables  > 
on  doit  se  proposer  non  pas  de  calculer  isolément  un  loga- 
rithme ,  mais  de  l'exprimer ,  s'il  est  possible  ,  au  moyen  de 
quelques  logarithmes  précédens ,  et  d'une  série  qui  sera  néces- 
sairement d'autant  plus  convergente >  que  quoiqu'infinie  ,  elU 
ne  doit  plus  donner  qu'une  fraction  décimale  très-petite. 

Changeons  d'abord ,  dans  la  série  (7) ,  y  en  1  -^  i ,  et  nous 

aurons ,  après  avoir  remplacé  A  par  sa  valeur  j- , 

Ios(.  +  6)  =  ij(*_^+|-|^  +  etc.).......0o): 

changeons  b  en  —  i  ,  et  la  série  (lo)  deviendra 

I    .      l^     ï  z'   j.    *•     *'    **      ♦  ^ 

lo6(»-ft)  =  ^(^_A~--^--_etc.j; 

la  difFérence  entre  ces  deux  développemens ,   est 
.      /i  +  A\        î^A    .   ^    I    *^   •    *'    .         \ 


Posant 


=  1  +  -  ,        d  où        A  = 


1  —  b  ^  /i  *  an  -h  u  * 

•t  substituant  dans  (11),  il  viendra 

"'<'+J')=s[(;jT=)+'G-^)'+Kï^J+™-]- 
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Or, 

log  (1  +  ^)  =  log  Q-^J  =  log  (»  +  u)  —  log», 

donc  ,  en  posant  u=i ,  on  aura 

log(«+0  =  log«+^[^  +  i(^y+etc.]o.); 

si'ris  trouvée  (F*  sect. ,  chap.  XX)  ,  et  d*aatant  plus  conver- 
^  ^nte  que  le  nombre  n  sera  plus  grand  :  elle  servira  à  calculer 
la  pour  a  =  10  :  en  effet,  de  la  relation 

log  n  =  j^; 

démontrée  (I'*  sect. ,  chap.  XVI  )  ,  on  déduit 

/n  =  fa  X  log  n  ; 

de  sorte  qu'en  multipliant  les  deux  membres  de  Ta  série  (12) 
par  la  ,  on  retombe  sur  les  logarithmes  de  la  base  e  » 
et  on  a 

Faisant  maintenant  n  =  4,  puis  71  =  a,  on  aura 

d  OÙ  Ton  déduit 

/.  10  =  2,3o258  50929  94045^  68403  etc.^ 


et 


j —  =  0,43429  44819  o3a5i  82765  etc..^ 


valeur  du  module  ,  déjà  trouvée  plus  haut* 
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.    Si  dan*  k  séria  (7),  on  fait 

jon  aura 

Posant  ensuite 

fl 

^  —  ^  —  —  pZ^iï' 
on  aura 

et  en  soustrayant  la  seconde  identité  de  la   première  ,  oa 
trouvera 

mais  /  ^ 

;j3_3n_a""  (/i+O*  (/i  — a)  * 
donc 

1-6  (j^3^Zr^)  =  ^log(/i— i)+log(n  +  2) 
—  a  log(»+  O  — lo6('ï  — 2). 

Reportant  cette    décomposition  dans  le  premier  membre  da- 
r  identité  précédente ,  et  dégageant  log  (/i+a)  ,  on  obtiendra 

logC'i+a)  =:log(/i — a)  +  û  log  (/i+i)  —  a  log  f/i— i) 
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série  qui  n'est  pas  assez  convergente  pour  le  calcul  des  lo- 
garithmes des  trois  premiers  nombres  premiers  2,3  et  5  , 
et  que  nous  n'emploierons  qu'à  partir  du  nombre  premier  7 
inclusivement.  Ainsi  nous  chercherons  par  une  autre  voie  les 
logarithmes  des  nombres  a ,  3  et  5. 

De  ce  développement  connu  , 

lo6(«+i)=lo6n+^^[^+g(J^,)i  +  etc.], 

on  déduit ,  en  changeant  n  +  1  en  n  ,  et  conséquemment 
n  en  n —  1  , 

logn=log(«-.)+l  [_i_  +g^_L_+  etc.]. 

Qu'on  fasse  dans  cette  identité  n  =  z*,  et  qu'on  repréiento 
par  S  la  série  qui  multiplie  j- ,  on  aura 

alogz  =  log(t;+,i)  +  Iog(z— i)  +  ~.S, 
d'où 

log  (^  +  O  =  2  log  a  —  log  («—  0—  -^.S. 

Faisant  successivement  z  =  4>  =5,  =9>  et  représentant 
par  S\  S",  S*  ce  que  devient  S  par  ces  trois  valeurs  de  z. , 
on  aura  les  trois  équations 

aS' 
log  5  =  a  log  4  —  log  3  —  j-^^ 

aS" 
log  6  =  a  log  5  —  log  4  —  ^  , 

log  10  =  2  log  9  —  log  8  —  -^  ^ 
desquelles  on  déduit  les  trois  suivantes^ 
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.   log  5  —  4  log  2  +    1^6  3  =  —  j-^  , 

.    '  qS" 

.  l<jg  3  +  3  log  a  —  2  log  5  =  —  ^  , 

log  5  +  4  log  2  —4 log  3  =  —  j—. 

Si  Von  regarde  log  2^  log  3  >  log  5  comme  trois  incomiues  à 
évaluer  ;  on  trouvera 

log  a  =  ^  [  7S'  +  5S'  +  3S-] , 
log3  =  ^CuS'+  8S''  +  5S-]; 
log  5  =  ~  Ci6S'  +  laS"  +  7S*]. 

•Substituant  dans  ces  trois  équations  les  valeurs  en  séries  de 
5',  S*  et  S*  pour  z  =  4>=5,=9,on  aura 

log  3  =:;^[m(^  +  _l_  +  _i_4.etc.) 
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A  partir  du  nombre  7  et  pour  les  nombres  premiers  qui 
«uivent ,  on  emploiera  la  formule  (i3)  qui  donne  immédia- 
tement,  en  y  faisant  n  =  5,  =9,  =ii,=i5,  etc. , 

log  7  =  log  3  +  a  log  6  —  2  log  4 

log  11  =  log  7  +  2  log  10  —  a  log  8 

^^^^'       3.35i  5.35i  ^ 

log  i3  =  log  9  +  2  log  la  —  2  log  10 

log  17  =  log  i3  +  a  log  16  —  2  log  14 

+  ^V7^^ ==3  H ==5 +«0* 

/a\i665       3,^665         5.i665  ^ 

etct 

Mai^  à  partir  du  nombre  premier  53  >  la  formule  (  i3)  cède 
l'avantage  à  la    suivante ,  qui  est  due  à  M.  Haros  ,  auteur 
d*une  Instruction  abrégée  sur  les  nouvelles  Mesures  ,  avec  clés 
Tables  de  rapports  et  de  réduction. 
Reprenons  la  série 

ni  on  fait 

4  =  n ,       d!où      b  =  — ;—  , 
1—4  ■  «+1* 

on  obtiendra  la  suivante , 
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et  posant  n=-  ,  ce  qui  donne 

en  aura 

'<?)=^[S+KS)+K^+ -]■■•<■«■ 

âérie  toujours  convergente.  Supposons 

9  =  a:*— 25x»  +  i44=(x*— 9)(x*—  16) 
=  (a:  +  3)  (a:_3)(x  +  4)(^-4)> 
la  substitution  donnera 

skJog X  +  log  ( X  +  5)  +  log  (  j:  —  5)  —  log  (x  +  5) 
--log(x  — 3)  — log(x  +  4)  — ïog(x  — 4) 

__  A  r     ^^      4.1  r     7a     Y I     -| . 

—      La  Lx*— 25x»4-7a  ^3 \x4— a5x*+72y  ^  ^'''' J  » 

d'où  l'on  déduira 

log(x+5)=log(x  +  3)  +  log(x— 3)+log(x4-4) 
+  log  (x  —  4  )  —  log  (x  —  5  )  —  a  log  X 

s  r*       7^  ï  /      7^       \''       "n 

— I^ LïûIÏ5a-+7a  +  3 \x*— a5x*47  J "^  ''^'' J' "^'^^' 

Pour  se  faire  une  idée  de  Vapproximation  de  cette  formule  , 
on  fera  x  ::=  1000  :  substituant  cette  valeur  dans  le  premier 
terme  de  la  série  précédente ,  il  sera ,  à  très-peu-près , 


0,00000  00000  72. 

la 


et  multipliant  par  le  double  du  module ,  on  par  j-  y  on  aura 


•0Viron 

0,00000  00000  62. 
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Si  l'on  évalue  le  second  terme ,  on  trouvera ,  après  la  mul* 

tiplication  faite  par  y-  , 

o^ooooo  ooooo  0OOCX5  ooooo  ooooo  ooooo  11  ,  etc. 

Donc  au  moyen  de  tables  qui  donneraient  les  logarithmes  de 
1004  premiers  nombres  avec  trente  décimales  ,  il  suffirait  du 
premier  terme  de  cette  série  pour  obtenir  ceux  des  nombres 
suivans  avec  la  niême  approximation. 

Pour  le  nombre  premier  53^  le  troisième  terme  de  cette 
formule  donne 

0,00000  ooooo  ooooo  ooooo  ooooo  96945  etc. 

Si  Ton  fait 

q  -=1  x^  —  gSx*  +  240*^  —  144^^ 
=  (X  +  8)  (x  —  8)  (x+5)  (x— 5)  (x+3)(x-.3), 

p  =  x^  —  98x^4- 240IX»  =  x*(x  +  7y(x  —  7)\ 

on  aura 

p  —  <7=  144000*    p  +  <7  =  2x^ —  196x^4- 48oax*— 14400, 

et 

p-r-</   7200 

p  +  q       x^  —  98x*+  3401^  —  7^00  * 

et  la  série  (i4)  deviendra 

2  logx + 2  log(x-+7)  +  2  log(x— 7)  —  log  (x4-8) — log  (x~8) 
—  log  (x+5)—  log  (x~5)  —  log(x+3)— log(x— 3) 

7200  ^ 

x^ — 98x*+  240  ix*— 7200  (  -  ^. 

___7£oo Y  ) 06). 

3\x*^— 98x^+240  IX"— 7200/  ^       ) 

Si  pour  X  on  écrit  successivement  les  nombres  9,   10,   11  , 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  585 

19  ,  i3  ,  'i4>  i7>  19  >  a5  et  27 ,  on  aura  les  équations 

41oga  +  fllog3  — log7  — log  17 

—  log  3  —  log  7  —  log  i3  +  a  log  17 

—  31oga  +  fl  log 3 — log7  +  fl  log  ii  —log  19 

—  log  3  —  log  7  —  log  17  +  a  log  19 

—  31oga  — log3  — k)g7  +  alog  i3 

—  log3  +  6  log7  —  a  log  1 1  —  log  17  —  log  19 

-  517174^  +  3VTT^;  "'"^^''J 

aloga  — log3  — log  5  —  log  7 — log  n  +  a  log  17 

—  3  log  a —  a  log  3  —  log  7  — 2  log  11  +  alog  iS+alogij" 
6  log  a  +  a  log  3  +  a  log  5  —  log  7  —  a  log  1 1  —  log  17 

=  nL'^Sm  "**  sC'Ss^)  +  ***= J 

— 4loga4-41og3  — log7— log  11 -fa  log  17  — log  19 

a5 
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Ces  dix  éqMtk»»  m  renfennant  que  le$  log^ritîuncs  àeê 
huit  premiers  nombres  a ,  3 ,  5  ,  7 ,  1 1 ,  i3 ,  17  et  19 ,  il  n'en 
faut  que  huit  pour  calculer  ces  huit  logarithuaea  :  naos  feron« 
choix  des  huit  dernières ,  comme  renfermant  les  séries  les  plus 
convergentes  ,  aèdes  que  nous  désignerons  par  S, ,  S.  ,  S3, 
S4 ,  etc. ,  à  partir  de  la  ^oisième  inclusivement  :  ces  équations 

résolues  donnent,  en  représentant  j-parM, 

log  a  =  M  (  94s,  —  40S,  ~  74S3  +  îoSk  +  aSSs 
+    74Ss  +    14s,— 36SO, 

log  3  =  M  (148S.  —  GaS.  —  116S,  +  16S,  +  44S8 
+  uGSfi  4-    22S,  —  56SO, 

log  5  =  M  (aa6S.  —  io3S.  -^  i83S,  +  «084  +  6485 
+  ifôS»4-    335,-885,), 

log  7  :=  M  (386S,  —  ii5S.  -^  aiiSs  +  3884  +  7885 
4-  aiiSs  +    39S,  —  loaSg), 

log  11  =  M  (3a8S.  —  i4a5.  —  360S3  +  54S4  +  9GS5 
4.  aSoSs  +    49Sr  —  laSSj) . 

log  i3  =  M  P48S,  -^S.  -^8,  +  3784  +  loSSs 

+  !:^Se+^8,-,338,) 


a  a 


log  17  =  M  (SgoS.  —  t7vS,  —  3uS3  +  40S4  4-  "4S6 
4- 3uS6  4-    578,-1508»), 

log  19  =  M  (4oa8,  —  ?758«  —  31983  +  4284  4-  ii8Si 
4-  3198»  4-    59S,  —  154s,). 

Encalcnlant  dans  la  supposition  de  log  a=  i ,  les  logarithmes 
de  a  et  de  5 ,  et  les  ajoutant ,  on  aura  le  logarithme  népérien 
de  10  :  le  quotient  de  l'unité  pu  ce  logarithme  sera  Iç  mo- 
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cliile  des  tables.  Pour  avoir  le  logarithme  de  93,  09  fera, 
par  exemple ,  dans  (16)  ,  at  -f-  ^  =  a3 ,  d'où  a:  =  i5 ,  et  oa 
aiva 

log  a3  =  a  Ipg  a  *-  log  3  —  log  7  +  a  logj  1  x 

On  aturait  pu  faire  Tune  des  hjrpothèsea  » 

jc  +  7=ta3,     a?-}-5  =  a3,     a:+3  =  a3,    a:  — 7  =  a5, 

et  même  cette  dernière  est  l'mie  des  plus  avantageuses.  Voyes 
potir  les  détails  de  calcul  ,  un  Mémoire  de  M.  Lavemède  >  ' 
cosigné  dans  les  4*^^^^^  ^^^^hérm^iqu^,  tom^  I«  ^'^  l  ^t  a. 

io5.  Nous  terminerons  ce  qi^i  concerne  }e  calcul  des  loga-s 
rithmes ,  par  l'exposition  de  quelques  formules  remarquables 
en  ce  qu'elles  donnent  par  un  petit  nombre  de  termes  ,  les 
logarithmes  des  nombres  au-dessus  de  looo,  avec  toute  l'ap-* 
proximation  désirable  dans  u;^  gr^^nd  nombre  ^e  cas. 

A  cet  effSet^  nous  reprendrons  la  série 

dans  laquelle  M  représente  |e  module  j^  :  si  l'on  supposa 

i±4=,-^,     d'où     4  =  -i-. 
cette  série  dment 

a5,.r 
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d'où  l'on  déduit 

log  X  =i=  ^°6(^  +  0-^^°6(^— 0 

+  M  [3ïirr  +  giHFzrr)-3 +  «*-]. 

série  très-<:onYergente  >  au  moyen  de  laquelle  on  résoudra 
facilement  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  les  logarithmes  des  nombres  premiers  au-- 
dessous de  looo,  avec  i5  décimales  ^  trouver  les  logarithmes 
des  nombres  premiers  au-^dessus  de  looo,  avec  la  décimales 
au  moins. 

Lorsque  x  est  un  peu  plus    grand  que  looo  ,  le  terme 


a4o°o  oooôo  ooooo  ooooo  * 
on  peut  donc  le  négliger,  et  on  aura 

Si  au  lieu   de  M  (  ^ j  on  prenait   M  (—^ j  j 

Terreur  serait  exprimée  par  la  difTéreuce 

^  L(ax»— i)(aa:*— 2)J' 

donc,  dans  le  cas  le  plus  défavc^able,  c'est-à-dire,  lorsque 
X  excède  looo  de  très-peu  d'unités  ,  cette  erreur  serait 
^d'environ 

o.XS^aQ .... 

r — ^^^  ^ =  0,00000  ooooo  001  : 

400  ooooo  ooooo 

ainsi ,  pour  avoir  la  ou  i3  décimales  exactes ,  il  suffit  de 
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recourir  à  la  formule         •        '  \ 

_]og(ar+i)-Hog(x-i)   .  ^         iM         \ 

maïs  X  étant  un  nombre  premier /les  facteurs  a:  +1  et  œ —  1 
seront  des  nombres  pairs  et  «e  décomposeront  toujours  en 
facteurs  plus  petits  que  x  ;  on  pourra  donc  trouver  leurs  lo-^ 
garitbmes  avec  i3  décimales  >  et  on  aura  déjà 

log(-g+0  +log(^— 1) 

-M 

A  regard  du  terme  7 — r-Arz r ,  on  peut  en  calculer   la 

valeur  numérique  par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires  ,  en 
prenant  le  logarithme  du  module  M  avec  7  décimales  seule- 
ment ,  et  retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  â ,  le  reste 
«era  un  logarithme  constant ,  dont  on  soustraira  celui  du  déno- 
minateur qu'on  a  déjà.  Or ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  sur  les 
caractéristiques  négatives  (!'•  sect.,  chap.  XVO> 


donc 


^    log  M  =  1,63778  43, 

log  i  M  =  7,33575  43: 


(^+7)(ï=ôJ =' >^7543-Dog(x+i)+log(x-^i^ 

Soit,  pour  application ,  x  =  1097  dont  on  cherche  le  loga-* 
rithme  avec  la  décimales  :_on  a 

X  +  1  =  1098  =  18  X    Si, 
X  —  1  =  1096.  =5    8  X  137: 

on  trouve  dans  les  tables  de  Hutton ,  ou  dans  celles  de  Callçt  ^ 
sous  le  titre:  Tublfis  de  Logarithmes  vujgaires  etde  logarithmes 
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hyperboliques,  à  ao  décimales,  etc.  , 

log  1 8=1  ,a5537  a5o5i  o33 
logSi=l,78532  98350 108 

Somme  ==3>o4o6o^34oi  141 

log  8=0,9030899869919 

lôg  i37=îi,  1367a  06671  564 

Somme  =;6yo8o4i  2894^634 

i  somme=5,o4oao6447i3^^=^'^'^^\'"''^- 
log  i»f=7, 33675  43 
log(x+i)+log(a>— i)=6,o8o4i  39 

logJM— Clog(a:-+-i)+log(a>-i)3=5,  a5634  i4=log  0,00000  oi8q4435 

0^00000  o  1 804  433 

Somme  =3,o4oao  66276  745~logx=ilo6i097 

Ce  logarithme  ne  diffère  de  celui  de  Hu^îon  au.  de  Calkt^ 
que  de  deux  unités  dans  la  i3''"*'  décimale. 

Nous  ferons  connaître  une  formule  propre  à  donner  avec  i5 
ou  1 6  décimales ,  le  logarithme  d'un  très- grand  nombre,  pour?» 
qu*on  ait  des  tables  de  logarithmes  des  nombres  naturels, depuis 
1  jusquà  1000,  calculées  avec  16  décimales. 

A  cet  effet ,  on  fera  une  fraction  ayant  pour  numémteur  lea 
six  ou  6ept  premiers  chiffres  du  nombre  donné  ^  et  pour  déno^ 
minateur,  Tunité  suivie  d'autant  de  scéroa  qu'il  y  aura  de 
chiffres  au  numérateur  ;  puis  réduisant  cette  fraction  en  frac^ 
tion  continue  ,  par  le  procédé  connu ,  on  cherchera  celle  des 
fractions  intégrantes  qui ,  sous  des  tteimes  plus  petits  que  looOji 

approchera  le  plus  de  la  fraction  donnée.  Soit  ^  cette  fraction 

qui  peut  être  plus  grande  ou  plus  petite  cjwe  le  Qopibre  dowii  ^ 
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nom  la  rapposerosa   plus  petite ,  et  en  désignant  par  a  !• 

nombre  donné ,  on  posera  l'équation 

étant  un  nombre  très-peu  au-dessus  de  l'unité  :  on 

déduit  de  là 

log  a  =  log  (/  —  logp  4-  log  (7::::^) 

X  +  -J  +j  +«tc.^; 
mais  la  fraction 

ap  +  q 
étant  très»petite ,  puisque  son  numérateur  revient  à  Ttf  —  -  Jp  ^ 

quantité  plus  petite  que  -  (I'*  sect. ,  chap.  XXXI),  se» 

puissances  3*,  4*»  &*,  etc.  pourront  être  négligées  dans  l'em- 
ploi numérique  de  la  forraide  ;  ensorte  qu'elle  se  réduira  à 

log  a  =  logç  -  bgp  +  aM  (^^) (»»). 

Faisons  une  application  de  ce  moyen  à  la  recherche  de 

log  sin  o',  55S  , 
f  désignant  le  quart  de  la  circonférenee  :  on  a 

sin  o*,55S  =  0,76649  3oo68  og349  8  =  a. 

Après  avoir  formé  la  fraction  -2 — ^ — ,  on  opérera  sur  le» 

deux  termes  comme  pour  en  chercher  le  plus  grand  commua 
diviseur ,  et  pn  trouvera  la  suite  des  quotiens  1 ,  3  , 3 , 1 ,  1  > 
5  >  1  »  4  V^^  donneront  les  fractions  eonvergentes 

o       1      3       10       i3      23       128      i5i       732 
I^    7*    4^   T3*    17'    Zo^   Ï6^*   T^*   955> 
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ehsorte  qu'on  peut  prendte  la  dernière  pour  une  approxima- 
tion du  sinus  propoié.  On.  aura  donc 

P       955' 
Au  moyen  de  ces  données ,  on  trouvera 

^~    =  o.ooQoo  o56ii  o5665  7  : 
ap  +  q 

le  cube  de  ce  nombre  aurait  18  zéros  après  la  virgule,  et 
conséquemment  on  peut  le  négliger.  Or, 

2M  =  o,8G858  89G38  o65o3  G553o 

aM.  '      •  =  0,00000  04873  9S159  5 
ap+q 

log  q  ==:  log  73a  =  2,8G45i  10810  68391  9 
Somme  =  2, 86^5 1  i5G84  5455 1  4 

^  log  955  =  2,98000  33715  8374G  4 

différence  =  7,  8845o  819G8  70805  1 
=:  log  sin  0^,556. 

loG.  Nous  avons  trouvé  cî-dessus   ce   développement  dô 

l'exponentielle  ,  savoir  : 

A*x* 
û'  =  1  +  Ax  + 1-  etc. , 

et  A  =  /a ,  ensorte  que 

a'=i+xla  +  ^(xlay  +  -^ixlay +etc (19): 

on  a  d'aillein-8  la*  =  xla  ,  d'où  résulte   encore  cette  autro 
forme  de  développement 

a'=:i  +  la^  +  '-  ila'Y  +  ^  {laf  +  etc.  : 
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en  faisant  a'^::in ,  on  obtient 

»  =  1  +  /«  +  i  (/„)•+  _ig  (  /„)'  +  etc. 

Si  l'on  suppose  /n  =  i ,  auquel  cas  n  devient  le  nombre  e , 
on  aura  comme  plus  haut , 

e=  1  +  1  +i+^  +  etc. 

Le   développement  de  a*  donnerait ,  en  faisant  a'  :=^nt 
d*où  X  =  log  n  pour  la  base  a ,  et  remplaçant  A  par  la, 

n  =  1  +  /a. log  n  +  -  (^IqAog  ny  +  c^» 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  la  par  ^, 

formule  qui  sert  à  calculer  le  nombre  n ,  lorsqu'on  connaît 
8on  logarithme  tabulaire. 

Si  dans  le  développement  de  a*,  on  change  d* abord  x  en 
nx ,  puis  a  en  x  ,  il  vient 

A*                A^ 
x"'=  1  +  Anx  H n*x*  H =  nV  +  etc. , 


ou 


A=(._0-^^:=^'+^^-=^^-etc. 


Or  ce  développement  A  n'étant  autre  chose  que  le  logarithm/ft 
népérien  de  x ,  on  aura 

x-'=i  ^nx(lx)+^  {Ixy  +  ~Ç  (Ixy  +  etc.  . 

formule  qui  trouve  son  emploi  dans  le  calcul  intégral.       ^ 
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Nous  pouvons  maintenant  démontrer  ce  développemont 
curieux , 

l'a  a. 3 

En   effet ,  substituant  successivement  x"»,  puis   r*  pour  a^ 

dans  le  premier  membre  du  développement  (19)  >  et  dans  le 

y  mlx      mlr 
second  -y—  ,  -j—  pour  x ,  on  aura 

a^  =z  i  +  mlx  +  ^m^  (Ixy  +  -î^  m^  (^)'+  etc- , 
i«  ==  1  +  Tn/i*  4-  i  m*  (/r)»  +  ^  m3  (/r)5+  etc.  , 
séries  dont  la  différence  est  le  théorème  en  question. 

107.  Nous  nous  proposons  de  faire  voir  comment ,  au  moyen 
des  séries  logarithmiques  et  exponentielles  ^  on  peut  résoudre 
ces  trois  questions  : 

1**.  Trouver  un  nombre  qui ,  éle\^é  à  une  puissance  désignée 
par  lui-même ,  soit  égal  à  un  nombre  proposé. 

La  traduction  de  cette  question  est 

X*  ^=:  a  j 

a  étant  le  nombre  donné.  Il  est  facile  de  trouver  pour  a  un 
nombre  qui  ne  diffère  pas  d*une  unité  du  nombre  cherché  : 
en  appelant  p  ce  nombre)  nous  poseront 

X  =  p  +  z\ 
on  aura  donc 

dou 

iP  +  ^)  log(p  +  z)=loga: 
mais 

f.6(p+z)=logp  +  log(t+p=logp+M(î-.i-^  +  etc.)  ; 
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donc 

loga  =  (p  +  z)  log(/ï+«)=plogp  +  «logp+Mz, 

en  négligeant  tous  les  termes  où  z  passe   le   premier  degré. 
On  déduit  de  là 

*--logp+M    (*5- 

Appliquons  cette  formule  au  cas  de  a = aooo  *,  on  a  d*abord  ^ 
à  moins  d'une  unité  près ,  conune  nous  te  vèrroâs  bientôt  ^ 

conséquÊmment ,    , 

log  QOOO  —  4>8  t"g4»^ 

*  ""    log  4,8 +  0,4340945  * 
Mais 

logttooo  es  3,3oio3oo  ,        log4>8  =3s  o,68ift4is4> 
4,8  log  4.8  =  3,tt699579  ; 
donc 

o,o3io73i  o 

«  =  77175535?  =^'^'78. 

ConséqilËiument , 

a?  =  p  +  «  =  4,8278. 

Si  Ton  desirait  une  plus  grande  approximation ,  on  sup- 
poserait dans  (1) y 

p  =  4^8378,      d'où      z  =  /   i8oi58  ~  o,ooooaa63, 
et  de  là  > 

X  t=i  z  +  p  zs:  4,82782263. 

A  l'égard  de  la  première  approximation  4>8 ,  oa  découvre^ 
aisément  que  2000  est  compris  entre        ^ 

44  es  a5G^        55  =  3ia5; 
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donc  X  est  entre  4  et  5.  Supposons 

x  =  4,5  =  9, 


on  Toit  qu'il  faudrait  qu'on  eût 

I 
(|y=aooo; 

mais 


à  très-peu  près  :  le  nombre  cherché  est  donc  entre  4>5  et  5. 
Supposons  x  =  4,8  ,  on  a 

4,8  log  4,8  =  3,269953  =  log  1863, 

et  Ferreur  est  —  i38,  ensorte  qu'en  prenant  x  =  4>8  pour 
une  première  donnée ,  Tapproximation  est  plus  rapide. 

2°.  TYouver  la  somme  des  puissances  m  des  racines  d'une 
équation,  immédiatement  en  coefficiens  de  cette  équaûon\ 
sans  passer  par  les  sommes  des  puissances  inférieures. 

3°.  Connaissant  les  sommes  des  puissances  des  racines  d^un^ 
équation ,  traduire  un  coefficient  quelconque  de  t équation  en 
sommes  de  ces  puissances. 

Soit  une  équation  d'un  degré  quelconque 

af  +  Ax"-'  +  Bx"-^ 4-  V  =  o, 

dont  a  y  b ,  c  ,  d,  etc.  soient  les  racines  :  on  aura 

x'^+Ax'^^'^Bx'^+etc.  =  (x — a)  (x — b)  (x— c)  (x— d)  etc. 

Ppsons  a:  =  -  ;  on  trouvera  ,  après  la  multiplication  par  a", 

l'identité , 

i-f-Az-f  Bi*. .  .+V;&'"^=(i — az){x — fcz)(i— cz)(i — dz^ ,  etc.; 
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prenant  de  part    et  d*autre  les   logarithmes  népériens. ,   on 
aura 

/.(i  +  Az+Bz*+  €^3  + ) 

=  /.(i— cz)  +/.(i— 6z)+/.Ci— cz)+  l'{i—dz)  +  etc. 

Si  dans  le  développement, 

.      i»       i^       M 
/.(i_i)  =  -fc---3-^-etc., 

on  fait  b  successivement  zz  az,  :=  bz,  =^cz ,  =  etc.,  on 
aura 

/.(i+Az+B»*+Gz3+etc...)=— (û  +  *  +  c+d+etc.)z 

—  (a»+i*+c*+d»+etc.)  J 

-  (a3+&3+c3+£P+etc.)  J 

_  (a*+M-f^+d*+etc.)  j 

etc. 
posant  donc 

S^  =  a  +  b  +  c  +  d+  etc., 

S,  =  a^  +  i*  +  c*  +  <?  +  etc., 

83  =  03  +  63  +  03  +  ^^  +  etc., 

S4  =  a4  +  M  +  c4  +  d^  +  etc., 

etc., 

l'identité  précédente,  deviendra  * 

/.  (  i  +  Az  +  Bz»  +  Cft3  +  etc.) 

=  _^,  -  î!  Sa  -  ^  S3  -  ^  S4  —  etc.  ; 


a 


s"*^"  4   * 


pour  avoir  le  développement  du  premier  membre ,  on  rem-^ 
placera  dans  .  . 
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/.(i+fc)r=i  — ^4- Ç—vHr  etc.; 

J  par  As  +  Bz»  +  C«'  +  etc. ,  et  après  avoir  ordonné  pif 
rapport  au3^  puissances  de  z,  on  obtiendra  cette  identité, 


—  »S,  —  -  S.  — -3-  Sj  — -7  S4  —  etc. 


3-4^* 


î=Aa  +  B 
a 


2»  +  C 

_aAB 
a 

^  3 


*'  +  D 

aAC 
a 

—  ?! 
a 

,   3A'B 
+  -5- 


a*    +  etc. 


.(0- 


_  A4 

4 

En  comparant  les  coefScîens  des  mêmes  puissances  de  a ,  on 
parvient  aux  relations  suivantes , 

S.  =  —  A, 

S.  =  -  f  B  +  I  AS 

53  =  —  î  €  +  I  aAB  —  î  A», 

54  =  —  f  D  +  I  (  aAC  +   B«  )  —  f  5A«Ô  +  J  A<. 
Ss  =  —  f  E  +  I  (aAD  +  aBC)  —  |  (3A»e  +  3AB*), 

+  î  4A'B  -|A^ 
etc. 

L^avantage  de  ces  formules  sur  celles  que  nous  avons  don^ 
nées  (chap.  V),  consiste  en  ce  que  chacune  des  sommes 
S,,  S»,  S3,  etc.,  est  exprimée  en  coefficiens  de  l'équation, 
ensorte  que  pour  calcmler  Tune  de  ces  sommes ,  on  na  pas 
besoin  d'évaluer  celles  qui  précèdent ,  ce  qui  est  un  avan- 
tage précieux.  Pour  que  ces  formules  soient  identiques  avea 
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teSles  évt  ebapître    cité  ,    il    faut  faire  les  coelficiens  A  , 
C ,  E  ,  etc.  négatifs. 

Nous  passerons  à  la  solution  de  la  seconde  ({uestion  ,  et 
pour  la  résoudre ,  nous  partirons  de  cette  formule  trouvée 
précédemment , 


/.(i  +Ajc  +  Ba"+Cz3+etc.) 


etc. , 


qui  n'est  autre  chose  que 

en  observant  que  le  =  i  ;  maïs  lorsque  deux  logarithmes 
rapportés  à  la  même  base,  sont  égaux,  les  nombres  de  ces 
logarithmes  sont  égaux  ;  ainsi ,  en  passant  des  logarithme^ 
aux  nombres,  il  vient 

i+AH-B*«+Cz3+etc.^e'"'^'^îr^*-T  S'-^S4^.ic. 

Tout  se  réduit  donc  à  dév^lc^pçt'  le  second  membre  cuvant 
les  puissances  de  9^  au  moyen  d^  la  formule 

dant  laquelle  en  fera 

a:  =?  —  *Si  — —  S^  —  g-  S3  —  ^ S4—  etc.  ; 

après  avoir  ordonné  le  résultat  suivant  les  puissances  de  z  , 
on  trouvera 


i+A:a+BA«+C*5+etc.=  i—SiZ— — 


*     3 

i.a 

S? 


i.a.3 


a'— etc.  (a) 
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d'où  l'on  déduit,  par  la  comparaisoa  des  coefficieu  des  mème« 

puissances  de  z, 

A  =  -S,, 

a         i.a 

etc. 

JVaring  a  donné  pour  la  solution  de  ce  problème^  une  for*' 
mule  qu  il  compose  par  les  combinaisons  y  et  qui  s*accorde 
avec  les  précédentes  :  elle  se  trouve  dans  ses  Meditationes 
algebricœ  ,  cep.  /,  ProbL  III ,  corolL  ,  ainsi  que  dans  son 
premier  ouvrage  de  176a.  Il  aurait  été  sans  doute  plus  simple 
de  déduire  les  valeurs  des  coefllciehs  en  S,  >  Sa  ^  etc.  de  riden- 
tité  (  I  )  qui  donne  en  même  temps  la  solution  des  deux 
énoncés  ;  mais  nous  avons  youlu  résoudre  les  deux  questions 
séparément. 

108.  Enfin  nous  ferons  connaître  un  usage  très-simple  qu*a 
fait  Lagrange ,  de  la  formule 

e*=  1  +-  +  —  +  -^  +  —4"?  +  etc. , 
'    1    *    i.a    '    i.a.o    *    i.a.3.4 

pour  trouver  le  développement  d'une  puissance  quelconque 
d'une  quantité  composée  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra. 
A  cet  effet ,  si  à  la  place  de  x ,  on  met  i(p  +  ^  +  r-f-  etc.), 
on  aura 

e^Cp-t^-H+ric.)-.  i+j(p4^^r+etc.)+  i-(p+q+r+etc.)* 

+  7^  (p-H7+r+etc.)3+  e  te: 
ainsi  le  terme  multiplié  par  i"*,  sera 

i.a.3..f ..  .771       * 
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d'un  autre,  côté,  on  a 

^OHr^H.«.)=e*Xe*'Xe"Xetc.=Ci+ip+'^V-^+etc.^ 

\  •  léH       1.2.0  y 

X 

Donc  le   coefficient  de   i"*,   dans  le  déreloppement  de  ces 

différens  produits  ,  multiplié  par  i  .2.3 m,  sera  la  valeur 

de  (p  + 1/  +  r  +  etc.)"*.  Or  il  est  visible  que  ce  coefficient 
se  trouvera  composé  d'autant  de  termes  de  la  forme 

p^q/^f^ ' ^ 

i-a.3 AX  i.2.3...../iéX  1.2.3 »X....  • 

que  l'on  peut  donner  de  valeurs  différentes  à  a,  ^,  »,  éten- 
de sorte  qu*on  ait 

^  +  ^  +  '  +  etc.  ssz  m  f 

en  prenant  pour  A,  ^,  »,  etc.  des  nombres  entiers  positifs. 
Ainsi  la  puissance  (p + ç  +  r  4.  etc.)"  sera  composée  d'autant 
de  termes  de  la  forme 

i,.2.3.4. .  ..(m-— 1)  m  xu  9 

i.2.3...AXi.a.3..  A*Xi.a.3...,Xetc.  ^P  ^'^   ^^^ CO  , 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  donne  la  théorie  des  combi- 
naisons. Ce  terme" peut  être  écrit  sous  ]a  forme 

1.2.5.4.  ..A (A-h  i).  ..(m  —  i)m  ^J*' 

i.a.5...AXi.a.3...^X  i.fl.3.../xetc.^''  ^  ^  ^^^'     , 
—   m  Cm— 0  fm— 2). . .  .(A+2)(A+i)        ^A    M  »    . 
~i.2.3....^X  i.a.3 ,xetc.^^  ^  '^  ^^"^^ 

Mais  de  7n=:A+^  +  i'+  etc. ,  on  tire 

A  =  nt— f«—-  y  —  etc.  ; 

2& 
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donc  la  formule  précédente  devient 

m(m*— i)(îii — a). ..(m — f* — »— etc...+0  -- -        mt  «    ■   Mr  . 
l.a«..^X  LA...»"  X  etc.  T  r  9 

œ  qui  fournit  Fénoncé  d'une  règle. 

log.  Faisons  quelques  applications  ,  et  supposons  m=6  :  on 
ckerchera  de  combien  de  manières  on  peut  faire  6^  et  on 
aura  ces  décompositions  : 

C 

B       1 

4      a 
3       3 

•  4— T  ^ 
3  a  I 
a       a       9 

3       II        I 
s       a        1        1 

/    ' 
a        1        1        1        X 

i        1        1        1        1        1 

d*où  résulteront  ces  différentes  espèces  de  termes  ^  savoir  :  ponr 

A:=s6  ,  les  termes  de  la  forme  pl^, 

Ax=5,  ^=1... 6p^q, 

^=4>  ^=2a.. iSpiç*, 

A=3,  ^=3.... '. 2wp^^> 

A=4, /•=!,  «^=1 Sop^qr, 

>=3,  ^=â,  r=i Gcp^çV, 

A=a,^=a,  r  =  a S^^^p 

A=3,  /•  =  !,  r=i,  f=i. i^ofpqrs, 

,A=a,  ^  =  a,  ^=1,  f  =1 i8op*^*rj, 

A=a,  ^=1,  r  =  i,  $=1,  f  =  i S&op^qrst, 

A=;i,  ^=1,  F=;i,  è=lj  f  =  i*  ir  =  i...  jaopgrstv, 
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en  obstervant  qu*on  ne  doit  retenir  dans'  la  formule  générale 
que  les  facteurs  pour  lesquels  /w  ,  f  ,  etc.  ne  sont  pas  nuls. 
Le  polynôme  étant  de  la  forme 

( a  +  6x  4-  ex»  +  ir'  +  etc.)» 

il  faudra  »  dans  la  formule  (i);  changer  p  en  a  ^  q^nbx^.ren: 
ex*,  etc. ,  ce  qui  donnera 

1 .9.3.4 ma^àS^  etc.  ,c^*4->iH-3e-^4*r-4-5p^ftc: 

i.a.3....AX  i.a.3 f«  X  i.a.3 y  X  etc.     ' 

en  observant  que  A-f-^-f-f-j-Ç+  etc.=m. 

Qu'il  s'agisse  d'ayoir  le  coefficient  de  x*  dans  le  dévelop^ 
pement  de 

(a  4.  Jx  +  ex*  +  rfx*  +  ex*  +  /x»  +  £[x«  +  etc.)% 

sans  l'effectuer. 

Il  est  d'abord  évident  qu'on  ne  doit  pas  retenir  a^,  et 
que  (?  ne  peut  être  multiplié  que  par  g ,  ce  produit  étant 
pris  six  fois. 

Cherchons  les  termes  de  a*  :  dans  ces  temet  >  o*  ne  peut 
se  trouver  multiplié  que  par  le  produit  de  deux  de^  coefTipiens 
de  X ,  ou  par  le  carré  de  l'un  de  ces  coefRciens  ,  puisque 
chaque  coefficient  de  x^  de  peut  être  que  de  six  dimensions  : 
on  doit  donc  partager  le  nombre  6  en  deux  parties ,  ce  qui 
ne  peut  ce  faire  que  de  ces  trois  manières,  lêtBi^j^etsà, 
3  et  3  :  or  l'exposant  de  x,  savoir  :        .     . 

/««  +  a/  +  3{  +  4*- +  5/ï  +  etc.  =  e  ; 
donc 
^r=i     et    #=1,       »s=i     et    w=i,       |=ma, 

les  antres  quantités  étant  nulles  :  conséquemment  les  coeffi* 
ciens  de  afi  seront,  abstraction  faite  des  nombres  qui  doivent 
les  multiplier, 

a^bf,      (^ce ,       a^d^ , 

a6.. 


Digitized  by 


Google 


4o4  ANALYSE 

et  le  coefficient  total  de  x  en  a^,  sera 

3oa^bf  +  Soake  +  i5a^rf* , 

en  observant  que  chaque  terme  de  la  forme  p^qr  est  répète 
3o  fois ,  tandis  que  chacun  des  termes  de  la  forme  p^q^  est 
répété  i5  fois. 

Passons  aux  termes  de  x^  en  a?  :  ces  termes  ne  peuvent 
être  que  de  trpb  diihensîons  ,  en  b ,  c,  d,  etc.^  parce  que  a 
étant  =  3;  on  doit  avoir 

^  +  »  +  etc.  =3  6  —  3  : 
donc  à  cause  de 

/M  +  af  +  3Ç  +  4r  +  etc.  =  6 , 

il  faut  partager  le  nombre  6  en  trois  parties ,  ce  qui  donne 
ces  décompositions  : 

4  .     »  »     1  ; 

3,      a,       1  ; 
a  ,      a  ,      a  ; 
et  conséquemment  9 

ir  =1,^  =  1,     »  =  o,     etc.  i 
^  —  l  3     i'  =  1  ,    /•  =  1  ;     ir  =  o  ,     etc.  ; 
'   i»=i,    ^  =  o,    Ç  =  o,    etc. 

Ainsi  ]u:=i  étant  répété  deux  fois^  r=  i  étant  répété  trois 
fois  ,  on  a  eb^,  dcb ,  (P,  et  pour  les  terines  en  a^  pris  avec  les 
coeiEcîens  numériques, 

Goa^i'e  -j"  i^oa^bcd  +  aoa^c'. 

Les  termes  en  a*  sont  de  quatre  dimensions  en  b ,  c,  d ,  etc.  : 

ainsi  le  nombre  b  doit  être  partagé  en  quatre  parties ,  comme 

il  suit  f 

3,1,1,1, 
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d'où 

'f  =  1  >    i^  =  1  » 
»  =  ii    /«•  =  1, 

^  étant  répété  trois  fois  dans  le  premier  cas ,  et  deux  fois  dans 
le  second,  et  v  étant  répété  deux  fois  :  on  conclut  de  là  ces 
coefficiens  b^d,  b^c^,  et  conséquemment  ces  termes  en  a* 

en  observant  que  ces  termes  se  rapportent  à  ceux-ci  p^q^r , 
p^q^r^  qui ,  dans  le  tableau  précédent ,  ont  pour  coefficiens 
respectifs  Go  et  go. 

Ce  partage  du  nombre  6  , 

a  ,    1  ,     1  ,     1  ,     I  , 

donne  un  seul  coefficient  de  a,  savoir  j  cb,b.b*b,  d'où  Ton 
conclut  Zoab^c  pour  un  autre  coefficient  de  x^. 
Enfin  le  partage  du  nombre  6  en 

1,1,1,1,1,1, 

donne  i®. 
Ensorte  qu'on  aura  pour  facteur  de  &^, 

Ba^g+5oa^bf+5oa^ce+i  5a^d^'+-6oa^b^e+ 1  aoa?bcd+2oaV 
-h6oa*63|i+9oa*6»c»+3oa6+c+6^ 

Voyez,  sur  ce  sujet  important,  les  chapitres  XVI,  XVII  et 
XVm  des  Èlémens  ^Arithmétique  universelle ^  parKramp,  et 
le  septième  numéro  du  tome  II  des  Annales  demathématiques^ 
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CHAPITRE  XIX. 

Des  séries  qui  expriment  le  sinus ^  le  cosinus,  eie. 
par  tare ,  et  tare  par  le  sinus  >  la  tangente  ;  et 
conséquences  qui  en  résultent. 


iio.iic 


I  ous  commencerons  par  les  séries  qui  donnent  le  sinua^ 
et  le  cosinus  suivant  les  puissances  de  Tare  y  séries  auxquelles 
nous  parviendrons  par  deux  analyses  diCFérentes. 

Pour  Tare  =  o  ,  le  sinus  est  nul ,  et  le  cosinus  est  égal 
au  rayon  ;  d'où  il  suit  que  tous  les  termes  de  la  série  du 
sinus  y  doivent  renfermer  Tare  en  facteur ,  et  que  Tun  des 
termes  de  la  série  du  cosinus^  doit  être  le  rayon  que  nous 
supposerons  égal  à  Funité.  D'une  autre  part  ^  ces  séries  ne 
doivent  procéder  que  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  Tare;  car  en  admettant  une  puissance  négative  de 
Tare  dans  ceà  séries ,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'an:  nul,  seraient 
înEnis  '^  conséquence    absurde.    Dans    la   supposition   d'une 

puissance  fractionnaire  de  Tare ,  telle  que  G  \/x^y  à  une 
valeur  de  l'arc,  correspondraient  des  valeurs  en  nombre  n 
du  sinus  et  du  cosinus  ,  ce  qui  est  faux  (*)  ;  d'ailleurs  si  Ton 
supposait  des  puissances  de  l'arc  ,  que  le  développement  ne 
dût  pas  contenir ,  l'analyse  les  rejetterait  en  donnant  o  pour 
valeurs  de  leurs  coefBciens.  On  posera  donc 

sin  X  =  Ax  +  Bx*  -|"  ^^^  +  etc (o) , 

cos  X  =  1  4-  à!x    +  B'x*  -f-  etc (A). 

{*)  On  sait  qa^k  un  sinns  oh  à  an  cosinus  donn<$ ,  rcpoodcnt  des  arcs 
eu  nombre  infini  y  mais  la  réciproque  n*a  pas  lieu. 
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tei  nous  avôfid  dû  supposer  toutes  les  puissances  entières  et 
positives  de  l'arc  ;  car  c'est  au  calcul  à  redresser  ce  qu'il  peut  y 
avoir  d'inexact  dans  cette  supposition  ;  cependant  on  déduit 
d'une  considération  fort  simple ,  que  la  série  du  sinus  ne  doit 
contenir  que  des  puissances  impaires  de  l'arc  ,  tandis  que 
celle  du  cosinus  ne  doit  contenir  que  ses  puissances  paires.  En 
effet ,  à  l'arc  —  x  répond  —  sin  x ,  ensorte  que  l'identité 
(û)  devient 

—  sin  X  =  —  Ao:  +  Bx»  —  Cx'  4-  Dx*  —  etc.. •  .(c); 

retranchant  (c)  de  (a)  ,  et  divisant  la  différence  par  a ,  on 
trouve 

sina?i=Aa:4-Cjr'4-Ex*-H  etc, (cl)- 

Le  changement  de  -|-x  en  — x  n'en  apporte  pas  dans  le 
signe  de  oos  x>  ensorte  que 

co«  a?  s=  i  —  A'x  4-  B'j:*  r-  C^  +  e*o (e)  ; 

ajoutant  (e)  et  (fi) ,  et  divisant  la  somme  par  22 ,  on  obtient 

^os  X  =  1  +  BV  +  D'x^  +  etc if). 

On  pourra  donc  supposer 

«in  a:  ==  Ax  -+•  Ba:^  +  ^^  +  ^^*  -  •  •  -(0  * 
eos  X  =  I  +  AV  4-  BV  -f.  etc.. . .  .(a). 

A  l'effet  de  déterminer  les  coefBciens  A ,  B ,  G ....  A^  B^. 
€/,  etc.  indépendans  del'arc  x ,  on  partira  de  ces  dei^  pro-- 
priétés  fondamentales 

sin  ix  +  y)  =  sîn  y  cos  x  +  co»  y  sîn  x.  **. . . (3)  , 
cos  {x  -^ y)  =x  cos  y  cos  x  —  sin  y  sin  x (4)  > 


X. 


qui  doivent  être  vérifiées  par  les  développemens  (1)  et  (a) 
en  y  changeant  x  en  x  +  y ,  pour  avoir  les  fonctions  non 
développées  8in(x4-j^),^  cosCx+J')  •  ^?^^^  ^^^  substi- 
tutions ^  si  Ton  ordonne  suivant  x  les  identités  qu'on  obti^ti^ 
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dra ,  en  faisant  entrer  y  et  ses  puissances  dans  les  coe&lcîens 
de  X  et  de  ses  puissances  ,  et  si  Ton  égale  seulement  les. 
coefllciens  de  la  première  puissance  de  x^  la  seule  qu'on  ait 
à  former .  on  obtiendra  ces  deux  identités 

A  +  3By  +  5Cy  +  etc.  =  A  +  AA'y  +  AB'y  +  etc. , 

nA'y  +  4B'f+  etc.  =  —  A^y  —  ABy^  +  etc. , 
qui  devant  avoir  lieu ,  quel  que  soit  Tare  y  ^  donnent 

A  =  A ,       aA'  =;:  —  A«,      3B  =  AA', 

4B'  =  —  AB  ,      5C  =  +  AB',      etc. , 

d*où  l'on  tire 

A*  A''  Ai 

A'=^>-— ,      B  =  -^,      B'=     * 


a  '  fl.3  '  a.3.4' 

A*  ,  A* 

^-rsT^'    *^'  =  ^  3.5,4.5.6'   **'^'- 

Par  ces  substitutions  2  les  développemens  (1)  et  (s)  deviennent 

AV   ,       AS^s 

sm  X  =Aa: 5- H „    .  g. —  etc., 

a. 3        a. 3. 4.5 

A*x*   .     A^x* 

cos  a:  ==    1  —  +  — =—7  —  etc.  ^ 

a  a. 3. 4 

et  il  reste  à   déterminer  A  :  à  cet  effet ,  on  divisera  sin  x 
et  son  développement  par  x ,  et  on  aura 

,  sin  X  .         A?x^  ,       A^x* 

, =;:  A 5-  H ;s-7-F  —  etC. 

X  a. 3    '    a. 3. 4. 5 

sm  X 
Or  le  rapport approchant  de  l'unité ,  à  mesure  que  x 

X 

diminue  (  Trig.  ) ,  ce  rapport  ne  devient  rigoureusement  égal 
à  l'unité ,  que  pour  x  =  o  ;  donc 

A  =  1. 

Nous  donnerons  bientôt  une  détermination  plus  rigoureuse  dei 
ce  coefficient  A, 
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Nous  allons    rechercher  les   mêmes  séries  par  mie  autre 
voie. 

En  partant  de  ]a  formule 

(cos  X  +8În  X.  V^—  i)*  =  cos  Tix-^  sin  nx.  v/—  1 .  - ...  (5) , 

démontrée  (chap.  XI)^    on  a  réciproquement 

€08  X  +  sin  X.  ^/—  1  =  (  cos  nx  -f-  sin  nx.  v/—  i)» , 

le  nombre  n  pouvant  être  quelconque.  Maintenant  quelle  que 
soit  Fexpression  de  sin  x  en  série  de  l'arc  x,  elle  ne  peut 
^tre  que  de  la  forme 

Ax  +  Bx*  +  Cx^  +  etc. , 

ainsi  que  nous  Tavons  prouvé  précédemîment.  Mais  comme 
cos  X  =  y^i  —  sin*x ,  on  aura 

cos  xz=:  y  i  —  A*x*^ —  aABx^ — etc.  =  1  —  — —  +  etc.  ; 

or  les  coefficiens  A ,  B ,  C ,  etc.  étant  indépendans  de  Tare  x , 
seront  les  mêmes  pour  tout  autre  arc  :  substituant  donc  nx 
pour  X ,  on  aura  pareillement 

sin  nx  =  nAx  +  n*Bx*  •+•  n^Cx*  +  etc, 

n*A'x*     , 
cos  Tix  =  1  —  — • +  etc.  : 

donc  la  formule  (5)  deviendra 

cos  X -f- sin  X.  v/ — 1 
=  1    i+/»Ax.V/— i  +  /i»^B.V/— 1 Jx*  +  etc.  j* 

Développons  le  second  membre  à  la  manière  du  binôme  , 
en  faisant ,  pour  abréger  , 

X  =  Ax.V/— 1  +  n  (b.}/-^!  —  ^^  x^  +  etc, , 
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on  aura 


cos  X  +  sin  X.  l/ — 1  =  1+-  (nX)  + r-  (nXY 

^  ,  ^X  +  1:=^  X«  +  ^'  -">  ^'-""^  X»  +  etc. 

fi  fi.O 

Comme  les  valeurs  de  cos  x  et  sin  x  doivent  être  iodépen- 
dantes  du  nombre  arbitraire  n  ,  il  s'ensuit  que  tons  les  termes 
du  second  membre  ,  qui  se  trouveront  multipliés  par  un# 
même  puissance  de  n ,  doivent  se  détruire  d'eux-mêmes  :  ne 
tenant  donc  compte  que  des  termes  où  n  ne  se  trouve  pas 
•près  le  développement ,  il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité 
X  se  réduira  à  son  premier  terme  Ax.  \/-—  i ,  de  sorte  qu'on 
aura  simplement 

cos  X  +  sin  x.ï/—  1=14.  Ax.(/—  1  +  -  (Axy/ — i)* 

+  ^(Ax.\/^i)'+eto (Ç). 

En  effectuant  les  puissances  de  \/ —  1 ,  et  comparant  les 
parties  réelles  des  deux  membres  ensemble  ^  et  les  "parties 
imaginaires  ensemble  ^  on  aura 

sin  X  =  Ax  —  — s-  +  — ^""T^  "~  ^^'  •  ••  '(7) * 

cos  X  =   1    — +  — rt— ;  —  etc (o). 

fi  fi. 0.4 

Pour  avoir  de  même  la  valeur  de  x  en  sinus,  et  cosinus  de  x  ^ 
en  n'aura  qu'à  reprendre  la  formule  fondamentale 

cosnx  +  sînnx.y'— »i  =  (cos  x+sinx.|/-^i)*, 

^ans  laquelle  on  mettra  pour  sin  nx  et  cos  nx  leuss  faleuis 
fQ  séries ,  savoir  ; 
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nAx  +  n^^x^  +  et;c. ,     .  i +  etc. , 

et  wi  développera  la  puissance  n  du  second  membre  :  on 
aura  ainsi, 

i  +  itAjT.V/— i  +  »**(bV— 1  — ■^^+  ^*^- 

.  r    ,     sînx    ,        ,  n(n— O/sino:     ,     ,V_i  ^*^"1 
=  cos-xLi+«^S^\/-i+-4r-  (^S^^îr  V/-.;  +  etc.J. 

Or. 


sm  a: 
cosx 
donc 


=  tang  X  ,        cos  x  =  |/i  — sin'x  ; 


cos»x=^(i— sin'x)^  =1  —  -  sin*x  +  ^^"  /    sin^o?  +  etc. 

a  .  a. 4 

Substituant  ces  valeurs  ,  la  quantité  n  ne  se  trouvera  plus 
que  dans  les  coefficiens ,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les 
puissances  de  cette  quantité  ,  le  second  membre  deviendra 
de  cette  forme  , 

1  +  „p  -!•  n'Q  +  etc. , 

en  faisant ,  pour  abréger , 

P  =  tangx^/— 1— Ktangxv/~0*  +|(tangx  v/— i)^— etc, 

— *  5  sin'x  —  X  ^^^^  "^  i  ^^^^  "^  ^^^'  > 

Q  =  1  (  tang  X  t/—  1  )»  +  etc.  ; 

effaçant  Tunité  dans  les  deux  membres ,  et  divisant  toute 
réquation  par  n ,  il  viendra 

Ax  v/—  1  4-  n  (b V—  1  —  Y  ^'  +  ^^O  =P+'»Q+etc.V 

et  comme  cette  identité  doit  subsister ,  quelle  que  soit  la 
quantité  n  qui  y  conserve  son  indétermination ,  il  faudra  que 
Jes  termes  qui  contiennent  les  différentes  puissances  de  n ,  se 
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détruisent  d'eux-mêmes ,  ce  qui  la  réduira  d*abord  à 

Ax  |/—  1  =  P, 
savoir,  en  développant  les  puissances  de  tanga?!/— i, 

Ax  t/—  1  =  (tang  X  —  j  tang^x  +  f  tang^x  —  etc.  )  |/ — i 
+  { tangua:  —  J  tang^jc  +  ^  tang^x  —  etc. 
—  l  sin*  X  —  j  ^in*  x  —  ^  sin^  ^  —  etc. 

Gomme  on  peut  prendre  le  radical  V^—  i  en  plus  ou  en 
moins  ,  il  est  visible  qu'en  le  prenant  successivement  sous 
ces  deux  signes ,  et  soustrayant  les  deux  équations  Tune  de 
l'autre  ,  on  aura,  après  la  division  par  a  A  ^— ^  i , 

^  _  tang x—i  tang^x  +  ^  tangua?  —  etc. 

ce  qui  donne  Tare  développé  suivant  les  puissances  de  sai 
tangente.  Nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  série  ,  à  l'effet 
de  la  rendre  convergente,  c'est-à-dire,  propre  à  donner  la 
valeur  approchée  de  la  circonférence  en  parties  du  rayon. 

On  peut  encore  parvenir  directement  au  développement  (9)  , 
comme  on  va  le  voir. 

La  tangente  devant  ^tre  négative  avec  Tare ,  on  prouvera  , 
comme 'on  l'a  fait  plus  haut  à  l'égard  du  sinus  ,  que  l'arc  pro^ 
cède  suivant  les  puissances  impaires  de  la  tangente.  Soit  donc 

X  zzz  A  tang  x  -f-  B  tang^  x  •+•  C  tang^  x  +  etc.  : 
on  aura  de  même 

y  =  A  tang  y  ^  B  tang^  y  +  C  tang^  y  +  c^c-  > 

et  en  changeant  dans  la  première  identité  ^  x  en  x  —  y , 

X  —  y  =  A  tang(x  —  y)  +  B  tang^  (x  —  y)  +  etc.  ; 

mais  en  soustrayant  la  série  y  de  la  série  x ,  on  a 

X  — jy  =  (  tang  X— tang  j^) 
X  [A + B  (tang*x  +  tang  x  tang  y  +  làu^y)  +  etc.]  ; 
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donc 

A  tang  (x  —  ^)  4.  B  tang^  (x-  -^  y)  +  etc. 
=(tangx— taiigy)[A4.B(tang»x+tan6xtang^+tang«^)+etc3. 
Or, 

tangx  — tang^  =  (i4.tanga?tang  jf)  tang  (x  ^ y)  ; 
substituant  et  supprimant  le  facteur  tang  (x —  y),  on  aura 

A  +  B  tang»  (x— j^)  +  C  tang^(x  —  ^)+  etc. 
=  (  1 +tang  X  tang^)  [A  +  B  (  tang*x  +  tang X  tang  jr 

+  tang*j.)  +  etc.]. 
Posant  alors  y:=x,  cette  identité  deviendra 

A  =  (i+tang«x)[A+3Btang*x+5Ctang*x4.etc.]; 
ou  en  développant , 

A=A  +  3B  I  tang»x+5C 
+  A    I  +3B 

donc 


tang^x-t-?!)  j  tang•a^+etc.  ; 


A  =  A,    3B+A=:o,    5C+3B  =  o,    7D  +  5C=:a, 
tfoù 

B=  — ^A,      C=  +  èA,      D=-|A,      etc.; 
donc  enfin ^ 

^  =  A  [  tangx—  J  tang^x  +  |  tang^x  ^  etc.]* 

Il  résulte  de  la  formule  (3) ,  (chap.  XVIII)  ,  en  y  chan- 
geant X  en  xt/—  1 ,  que  l'identité  (6)  trouvée  plus  haut , 
peut  06  mettre  sous  la  forme 

cos  X  4*  ^  ^  V —  *  =  û'Vl'"*. , . .  .(10), 

De  cette  formule  on  déduit ,  en  prenant  le  radical  en  plus 
et  en  moins  ,  ces  expressions  remarquables  de  sîn  x  et  cos  x 
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en  exponentielles  imaginaires  ^ 

8in  x= ,     cos  x= 4 •  •  •  C*  0* 

De  la  formule  (lo)  on  tire^  en  prenant  de  part  et  d'autre 
les  logarithmes  népériens  ^ 

/  (cos  X  -|-  «in  X  v/ —  1  )  =  X  v/—  1  .la 
,  =/ cos X 4-^1  +  tangx.^^ —  i  ), 

ou  bien  ^  en  prenant  succtssiven^ent  le  radical  en  plus  et  en 
moins  y  et  soustrayant  une  équation  de  Tautre  ^ 

/a        a^/— 1  \i  — tangx  \/— 1/        ^    ^ 

Si  Ton  fajt  &  =  tang  x  V/-—  i  ^^^ms  le  déyeloppement  de 
i  r  ,  )  trouvé  (chap.  XVIII),  on  retombera,  après  le» 
réductions  ,  sur  ta  fon^e  (9). 

1 1 1 .  Il  nous  reste  à  prouver  que ,  dans  les  expressions  de  sin  x 
et  cos  X  en  séries  ,  la  quantité  A  doit  être  égale  à  Tunité  , 
démonstration  que  Idigrange  a  afifranchie  de  la  consfdération 
des  infiniment  petits.  Il  est  rigoureusement  démontré,  par 
les  théorèmes  SArchimède ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  l'arc ,  tandis  que  la  tangente  est  toujours  plus  grande , 
au  moins  dans  le  premier  quart.de  cercle  (^  :  ainsi  on  aura 

^  ^        sin  X  ^ 

sm  X  ^  X        et        Z>  ^  \ 

^  cosx*^ 

cos  X  =  |/i  — sia^x; 


(♦)  X*.  (fig.9)  AT  «t  >  AM ,  ptrMqa'oa  a  Tria.  ATC  :  tccl.  A€M  ::  AT 
X  i  AC:  AM  X  ^  AC::  AT  :  AM  ,«i  qne  Tair»  ATCm>riiïe  ACMi 
»•.  MAN  m  >  MNi  doae  AM  ctt  >  MP. 


Digitized  by 


Google 


doQC 

d'où  l'on  tire 


ALGÉBRIQUE.  4iS 


sinx 

> 

X 

V 

1  —  sin*x 

> 

a 

*>-r= 

X 

v^+^ 


Si  donc  on  prend  l'arc  x  moindre  qn'iin  droit  ^  et  assez 
petit  pour  que  kx  soit  moiiidre  que  Tunîté  ^  et  si  l'on  observe 
que  le  premier  terme  kx  de  la  série  (7)  du  sinus  ^  est  plus 
grand  que  sin  X;  tandis  que  k  «omme  des  deui^  pcenier»  est 
moindre  que  sin  x  ^  on  aura  nécessairement  > 

X 

1*.        sinx«<Ax,      et      >■ 


par  conséquent, 

Ax>-^=^=     et     A>     .^L^\ 

A V 
a'.        sinir^'Ax ^      et      <x; 

par  conséquent^ 

AV  A'x* 

Ax  — -^<x,      d'o4     A~-^-t5-<i; 

c'est -i-dire. 

Comme  ces  relations  doivent  avoir  lieu ,  quelque  petit  qn« 
soit  X  9  il  résulte  ds  la  première  q«e  A  w^  peut  Atre  moindre 
que  l'unité  ;  car  s'il  était  possible  que  A  fût  <  1 ,  on  aurait 

-r  >  1  :  or  la  condition  A  ^  — =:=  donne  -t-<  V^i+xr; 
A  ^i-f-xx  k 

et  quelque  petit  que  ftU  Texcès  de  ^  ^"^  l'unité ,  il  serait 

A 
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toujours  possible  de  prendre  l'arc  x  tellement  petit ,  qu'on  eût 

k^i+xj7<— ,  tandis  que  cette  quantité  doit  toujours  être  >  -r-i 

Il  résulte  de  la  seconde  condition  que  A  ne  peut  être  plus 
grand  que  Tunité  ;  car  quelque  petit  que  fût  Texcès  dé  A  sur 
Tunité ,  il  serait  toujours  possible  de  prendre  x  assez  petit 
pour  que  Ton  eût 

A  >  .  +  ^'^* 


a. 
tandis  qu*aa  contraire  on  doit  toujours  avoir 

donc  puisque  la  valeur  de  A  ne  peut  être  ni  moindre  ni  plus 
grande  que  l'unité  ,  on  aura  nécessairement  A  =  i  :  faisant- 
cette  substitution  dans  les  séries  qui  expriment  sin  x  et  ces  x*  ^ 
on  aura  enfin , 

Ou  OCr  x7 

gin  x=x— s  H g  /  r"" ,T  .  g  />  ■  +etc.. .  .(i3), 

i.a.5  '   i.a.3.4.5      i.a.34.5.6.7  '  "^    '* 

développemens  rapportés  au  cercle  dont  le  rayon  est  Tonité. 
Nous  ferons   remarquer  qu'à    cause   de   A  =  1  ,  la  for- 
mule (G)  devient 

cos  x  +  sinx  4/ —  1  =  1  +x|/— 1  +-  (^  |/-"^  )* 

+  ^(xV^-i)'  +  etc., 

c'est-à-dire ,  en  prenant  le  radical  avec  le  double  signe  , 

cos  X  ih  sin  X  \/ —  1  =  e=^*v^''' (i5)  , 

comme  on  le  conclut  du  développement  connu  , 

X* 

e*=i+x  +  —  +  etc. , 
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fcti  y  cliangeant  x  en  ±x  y/ —  1 ,  ensorte  que  la  formule 
(ifl)  devient 

al/*— 1     \i  —  tangx\\/ — 1/       ^     ^ 

Reprenons  les  deux  propriétés  (i5)  qui  reviennent  à 
cos  X  +  sin  X.  V/— *  1  =  e**^~* , 
cos  X  —  sîn  or.V/—  1  =  e""*^"', 

en  les  divisant  l'une  par  l'autre,  puis  les  ajoutant ^  et  sous- 
trayant la  seconde  de  la  première ,  on  trouve 

^^_j cos  x+sin  x|/ — 1  _^  i+tan^x^-^i^ 

""coso^ — sin^V^ — 1        1 — tàn^xi/ — ij 

'"'^^ — ^ç^l — f ^'^)- 

C0SX:ag 

La  diviaipn  des  deux  dernières  donne 

lia.  Gomme  on  n'a  besoin  que  des  sinus  et  cosinus  des 
arcs  de  la  moitié  du  quadrant  (  Trig.  )  ;  la  valeur  de  x  ne 

surpassera  jamais  -^  =  o^7853g  8  etc. ,  w  étant  la  demi-cir- 
4 

conférence  (Géom.)  :  ainsi  les  termes  desséries/éinx,  cosx, 
décroîtront  très-rapidement;  mais  avant  d'aborder  le  calcul 
des  sinus  y  ou  de  passer  à  l'évaluation  des  sinu?  en  parties 
du  rayon  ^  nous  donnerons  celle  de  sr  ^  en  supposant  le  rayon 
égal  à  l'unité. 

Reprenons,  à  cet  effet,  la  série  (9),   qui,  à  cause  d« 

37 
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A  =  1 ,  devient 

a:  =  tang  a:  —  =  tang'  x  +  g  tang^jr —  -  Ung^r  +  etc — (18) , 

et  faisons  a:  =  -  ;  nous  aurons 
4 

7  =  1  —  5  +  ^  ~  -  +  etCr , 


parce  que  tang  --  =:  1. 

4  . 

Mais  cette  série  est  trop  peu  conyergente  pour  être  employée 
avec  succès.  Nous  la  remplacerons  d'abord  par  deux  autres 
plus  convergentes ,  dues  à  Euler,  A  cet  effet ,  nous  repren- 
drons la  formule  connue 

°  ^  '         1  —  tang  a  tang  b 

Soit  0+6=7:  il  8*agit  de  déterminer  les   deux  arcs  a 

4 
et  b  au  moyen  de  leurs  tangentes  :  nous  aurons,  dans  lliy- 
pothèse  présente , 

j  _    tang  g  +  tang  &    ^ 
1  —  tang  a  tang  b  ' 

cette  équation  à  deux  inconnues  donnera  tang  a  au  moyen 
de  tang  b  ,  et  réciproquepient.  Soit 


on  aura 


4où    • 


1 

tang  a  =  -  , 


I    ,    ^        L  tangj 


,  71 1 

tang  6  = 


71+  1 
Or  la  supposition  la  plus  favorable  pour  la  convergence  des 
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séries  propres  à  idcmner  a  et  fr  au  moyen  de  leurs  tangentes  ^ 
est  celle  de  n  =  a  qui  donne 

♦angû  =  i,       tang  i  =  i. 

Si  donc  on  remplace^  dans  la  série (18)  ,  d'abord,  x  par  a , 
«t  tang X  par  i  ;  et ,  en  second  lieu,  x  par  i,  et  tang  x  par  \ , 
puis  quon  ajoute  ,  on  trouvera 


s-K0'+5a)-^a)'+- 


A  cette  série  nous  allons   en   substituer  une  autre  beau- 
coup plus  convergente ,  due  à  M.  Bertrand  de  Genève. 

Soit,  à  cet  effet,  la  formule  connue 

a  tang  a 

tang  22a  = r^-T-t 

°  1  —  tang*  a 

prenant  tang  fl=  f  ,  on  trouve 

5 

et  conséquenunent  fla  <  5o®',  puisque  tang  5o*  =  1 .  D'après 
cette  Taleur  de  tang  aa  ,  on  aura 

.    fl  tang  ag    lao 

^^  ^  ~  1  — tang'aa  ~  Tïg  • 

d*où  Ton  conclut  4^  >  5o**  :  soient 

4a  =  A ,       5o»  =  B  ,      A  —  B  =  i , 
d*où 

5o*»  =  A  —  (A— B)  =4a  —  6; 

on  connaît  déjà  la  valeur  numérique  de  tang  A  ou  de  tang  4<z,  et 

V 
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oa  cherchera  celle  de  tang  (A — B),  quie8t(Tng.) 

«  N         tape  A  —  tang  B  i  ^       #  . 

tang  (A  —  B)  =  —^ 7 — 2——  r=  -=-  =  tang  &. 

icuig  y,ix  -'14.  tang  A  tang  B        a39  ^ 

Maintenant^   si    dans    le  développement    (18),    on    rem- 
place ,  1**.  X  par  a ,  et  tang  x  par  y  ;  a*,  x  par  b ,  et  tang  3C 

par  5^;  on  aura 

^~  fe~3(5;^+5pi?-fp^+**V^ 

et  conséquemment  ^ 

-  (^  -  Ipsp  +  §(^  ~^^3^ +^*''V' 

série  très-conyergente^  et  de  laquelle  on  conclura  yen  calculant 
un  très-petit  nombre  des  premiers  termes , 

sr  =  arc  aoo«^  =  3,14169  a6535  89793  etc. , 

et  de  là  on  déduit  les  autres  arcs  en  parties  du  rayon. 

11 3.  Que  R'  désigne  un  arc  égal  au  rayon ,  on  trouvera  la 
valeur  de  R'  en  centigrades  ou  minutes  décimales^  par  la 
proportion 

1  :  R'  ::  «•  :  aoooo% 

tfoù 

R'  =  £22221,      et      log  R'  =  3,8o388  01  etc. 

Que  R"  désigne  la  valeur  en  secondes  décimales  de  Tare  égal 
au  rayon  ^  et  on  aura 

R"  =  2222222I ,      d'où     log  R'  =  5,8o388  01  etc. 
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Ainsi  un  arc  quelconque  donné  en  parties  du  rayon  =  i  ^ 
sera  exprimé  en  secondes  décimales  ^  en  le  multipliant  par 
B.*;  et  un  arc  donné  en  secondes  ,  sera  converti  en  parties 
du  rayon ,  en  le  divisant  par  R*.  Si  Ton  employait  Tancienn» 
division  du  cercle  y  on  aurait 

Il'=  aoÇaS4^8  etc.  ,      d'où      log  R"  =  5,3i44a  5i  etc. 

H  est  remarquable  que  R*  =  -: — y ,  du  moins  à  très-peu 

près*  Pour  s'en  convaincre  ^  il  suffit  de  remarquer  que  sin  i" 
pouvant  être  pris  pour  l'arc  même  y  on  a  sensiblement 

-A,  =  — Î-T7=:R%      donc     R'=^-L,. 
sm  1         arc  i  sm  i 

11 4*  Donnons  un  exemple  d0  Févaluation  du  sinus  d*un  are 
en  parties  du  rayon  y  et  proposons-nous  de  calculer  le  sinus  de^ 

g  >  qu'on  sait  être  égal  à  la  moitié  du  rayon^  A  cet  eiFet  y 

veprenons  la  série  du  sinus 

laquelle  est  encore  oonveiigente  pour  x=  i  ,  c'est  -  à- dir^^ 
pour  Tare  égal  au  rayon  :  or  la  demi-circonference  «•  étant 
=  'i,i^\h^  a6535  SgygS  a^  etc.  pour  le  rayon  i  ^  on  a.  la 
proportion 

3^14169,  etc.  :  X  ou  aoo^  ::  1  :  ap  =  5S^,  66i977a37,  etc.  : 

on  pourra  donc  4, au  moyen  de  la  série  précédente ,  calculer  en 
parties  du  rayon  égal  à  Tunité  ,  les  sinus  des  arcs  depuis  o^ 
jusqu'à,  63^66^  dans  la  circonférence  divisée  en  40Q  parties. 

Pour  faciliter  l'évaluation  numérique  des  smus  ,  nous  po^ 
•erona 

4Îa  X  =  A  —  B  +X  —  D  +  E  •—  E  +  etc.. .  .(ao>  ^ 


^ 
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et  le  rapprochement  des  développemens  (19)  et  (ao)  donnera 


A  =r  X, 


E  =  A'V:D, 


C  =  A'^B, 

etc. 


II  suIGra  donc  de  calculer  x*  ou  A*  qui  sera  tin  facteur 
constant  dans  les  termes  successifs  :  mais  d*abord  il  convient 
de  reconnaître  la  loi  des  dénominateurs  6  >  ao  ,  4^^ ,  7a ,  etc.  : 
à  cet  effet ,  qu'on  les  écrive  verticalement ,  et  qu'on  en  prenne 
sur  le  fait  les  différences ,  puis  les  différences  entre  ces  diffé- 
rences,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  tableau  ci-d«8soui  > 


Nombres. 

Diff.  !'"• 

Diff.a»^. 

G 

14 

20 

aa 

8 

42 

3o 

8 

7a 

38 

8 

110 

46 

8 

i5S 

54 

8 

aïo 

etc.. 

etc. 

etc. 

et  l'on  s^assurera  que  ces  dénominateurs  jouissent  de  la  pro- 
priété de  domier  des  différences  secondes  constantes ,  ensorte 
que  par  des  additions,  on  pourra  prolonger  ihdéfiniment  la 
colonne  de  ces  diviseurs.  En  ajoutant,  par  exemple,  8  à  64  ^ 
on  obtient  6a  ,  différence  première  qui,  ajoutée  à  aïo,  donne 
27a  ,  diviseur  qui  suit  immédiatement  aie. 

Qu'il  s'agisse  maintenant  d'avoir ,  avec  neuf  décimales 
exactes  ,  le  sinus  de  |  «•,  qu'on  sait  être  =  J-  rayon  :  on 
prendra  l'arc  ^  x  avec  dix  décimales ,  et  on  en  formera  le 
quarré  ^  en  faisant  la  multiplication  sous  la  condition  (Arîth.) 
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de  ne  retenir  qire   dix  décimales  dans  chacun  des  ptoduit0, 
partiels  ji,  ainsi  qu'iL  suit  : 

^T  =  0,523598775?  • 
^  0,523598775e 

0,2617993878' 

104719755 

15707963 

a6i7994 

461239 

41888 

3663 

367 

26 

5 


^5r»=  0,2741556778^. 
«nsitite  lies  mnltiples  de  (  ^  n^y  qui  sont 

i.a^y  =  0,2741556778 

2.(1^)*  =  0,5483113556^ 
3.(^^)*  =  0,8224670334 
4*ii^y  =  1,096622711a 
5.(1^)*  =  1,3707783890 

e.iiwY  =  1,6449340668. 

V'd^y  =  b9 190897446 

8.(1»)^  =  2^1932454224 
9  •  (i  *■)*  =  2,46740 1 1 00a.. 

Au  moyen  de  cette  table  auxiliaire  >  on  conclura  aisément 
loi  termes  successifs  A,  E,  C,  D,  E,  etc.,  qui  seront 


.  A  =  0,5235987756 
C  =  0,000327953»- 
E  =  0,0000000082 


— ^  B  =  0,0239045962 
—  D  =  0,0000021407 


+  0,5239267370 


—  o,o23926736^^ 


Digitized  by 


Google 


4H  ANALYSE 

«nsorte  qu*après  la  soustraction ,  on  trouve 

sin  ç  »  =  o,5ooooooooi. 

11 5.  Passons  aux  séries   qui    expriment  la  tangente  et  la 
cotangente   d'un  arc  suivant  les  puissances  de  cet  arc. 

On  sait  que  tang  a:  = pour  un  rayon  égal  à  Funité; 

et  comme  le  premier  terme  du  quotient  de  la  série  du  sinus , 
divisée  par  celle  du  cosinus  ^  est  l'arc  x ,  on  pourra  poser 

tang  X  =  X  +  Ax*  +  Bjt'  +  Car*  -j-  etc.  ; 

d'ailleurs  lorsque  l'arc  x  devient— x,  tango?  devient— tang  x; 
d'où  Ton  conclut  »  comme  plus  haut  à  l'égard  de  la  série 
du  sinus ,  que  la  série  de  la  tangente  ne  doit  contenir  qns 
les  puissances  impaires  de  l'arc  :  ain^i  en  désignant  par  a,b, 
c ^  etc.  les  coefliciens  numériques  de  la  série  du  sinus,  et 
par  «,  C,  y ,  etc.  ceux  de  la  séné  du  cosinus  »  on  a  l'identité 

x+ Ax3+Rr^4-  Cx^+  etc.  =  ^'^^"ij^"'"'^;'!"?'; 
^        ^       ^        ^  .1— «x'^-Ko::*— yx^etc' 

faisant  disparaître  le  dénominateur,  puis  comparant  les  cocffi- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  x ,  on  est  conduit  à  oe  déve^ 
loppement , 

.    x^   ,    flx*    ,      lyx'     \.         6qt» 

■        i38ax'^  gi844r'* 

"*"3«.5';7.9.n't"  3».5«.7.9.iT7i5 

-r  ,  C0&  * 

La  cotangente  étant  =  -:-  ,  0151  posera 
sin 

l  +  Ax+  Bx»+Cx*4.  etc.  =  i-«^-Kx>--yx»4-etc. 
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d'où  résultera 

1       X       ce?         ^  x^  flx» 

cotangx  —  -— g— gj-g  — g3^—  g5-gr^  — g5jj^ 

~ 34.5^.9.11.13 ~  34.5V7.9.ii.i3""®^^- •  •  •  ^""^^^ 
où  Von  peut  supposer 


et  alors 


-  —  cotang  X  zsi  z, 

X 

X  Cu  SX^ 

connaissant  le  nombre  z  et  le  quotient  -  ^  on  a  la    valeur 

X 

numérique  de  cotang  cr.  On  remarquera  que  la  série  cotang  x  ^ 
contient  un  terme  de  puissance  négative  de  x,  ce  qui  doit 
arriver  ici  ^  puisqu'à  un  arc  nul  répond ^  en  effet,  une  cotan- 
gente  infinie. 

Il 6.  Il  nous  reste  à  résoudre  cette  question  :  Un  arc  étant 
donné ,  trouver  le  logarithme  du  sinus  ,  du  cosinus  et  de  la 
tangente  de  cet  arc;  question  dont  la  solution  suppose  la 
dilTérentiation  du  logarithme  du  sinus  ,  du  cosinus  et  de  la 
tangente  (Cale.  diff. ). 

On  a 


,  ,1       ,       .        J.fsinx)       cir.cosx  . 

rf.(logsinx)  =  — ^z '  =  — : =  dx.cotx 

^  ê\nx  sinx 

,    pi         X        -x^  2x^      ,     ^   "] 

intégrant  et  introduisant  le  module 

M  =  0,43439  44819  etc. , 


on  trouve 


^ 
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T  KJ    Ca    «    Q  "T  5f J 


3^5^7.8^3^5^7.9.ll 

"*"  3\5^6.7*.9».  1 1 .  i3  "*"3*.5*.7*.9*.i  1 .  i5 

+  «r-Er-^— ï — ^— 5— E — ë-^-  +  etc.    (25). 

5'.5^.7*.9*.ii.i3.i5.ib.i7  '        J  ^    ' 

On  a  de  même  , 

,,,  .        dCcoax)  dx.sinx  ,     ^ 

0  C  log  C08  X)  =  — ^i •  =—  -« =—  itr  tang  x 

^    °  àinx  cos  jj  '^ 


et  en  intégrant  ^ 


17X* 


^  La       3.4   '    5.9  ^    5.7.a.9 

.     3i3:'°  Sgiar'*         ,  logaso:'^ 

"^5^7.9*"^  5*. 6. 7. 9*. 11  '*"3.5».7*.9*.ii.i3 

+3.5-.;.;gi.s..«+--]-.--"^- 

Enfin  comme 

log  tang  X  =  log  sîn  X  —  log  ços  x , 

il  suffit  de  prendre  la  différence  entre  les  deux  séries  qu*on 
Tient  de  trouver.  La  série  du  cosinus  est  la  seule  qui  n*exige 
pas  le  logarithme  de  Varc.  Mais  ^  en  général ,  la  voie  la  pins 
courte  pour  former  des  tables  de  logarithmes  sinus,  est  de 
calculer  les  sinus  naturels ,  c^est-à-dire ,  les  sinus  en  parties 
du  rayon ,  puis  d*en  former  les  logarithmes  parles  séries  données 
dans  le  chapitre  précédent. 
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117.  On  connait  la  série 

log(i  — a:*)  =  — aM  [iar*+ij:i+>|a:»+ctc.]  , 
M  désignant  le  module  • 

M  =  0,434^9  44819  o325i  82765  11289  etc.; 

mais  à  un  arc  x  très-petit ,  on  peut ,  ainsi  que  nous  Tavons 
prouvé  j  substituer  son  sinus  :  donc ,  dan^^cette  hypothèse  ^ 

1  —  XX  =  1  —  8in*x  =5  cos'x  ; 
conséquemment ,  après  la  division  par  2  ,                      ^ 
logcos  x= — M{]xsîn"x-|-i  sin^x+|sin^a:+etc.3 (25)  , 

série  trouvée  par  M.  Delambre ,  et  qui  donne  les  logarithmes 
des  cosinus  des  petits  arcs ,  ou  ceux  des  sinus  des  arcs  voisins 
de  100  degrés. 

La  formule  comme 

fiîn(iar  +  îX)  =  2  sîn  ^xcos  jo?, 

d,  ,  .    ,  sin  X 

ou  sm  i  X  = 


donne  les  logarithmes  des  sinus  des  arcs  au-dessous  de  5o% 
lorsqu'on  connaît  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  50"^  et 
100®  :  il  suffit  donc  de  calculer  ces  logarithme^  M.  Delambre 
propose ,  à  cet  effet ,  la  série 

log  sin  (  x  +  a  )  =  log  sin  x 

Tif  f  psîn  (x+g)  — *  ^ÎQ  J^n  ^^  1  psin  (  x  -|-  «  )  '—  sin  x1^ 
ÎL8in(x+a)  +  sinxj       sLsin  (x  +  û)  +  si^xj 

ir8in(x4-a-)  —  sînx"f]     ,      ^  ,  ^. 

+  ë:      -t— 7 — ï — <^-; — : y  4-  etc (2G), 

5  Lsm  (x-|-a)  +  smx  J  J    '  ^    '^ 

qui  se  déduit  du  développement  connu 

log  (n+x)=:log  n+m  [^^  +  i  (^J 
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en  y  faisant 

n==5ina:,  n-^xi=isia{X'^)g    d'où    x=sîn(a>4^)— sînjr* 

Pour  x  =  5o°  et  a=:  i%  le  log  sin  5i**  sera  donné  par  une 
série  très-convergente  :  elle  le  sera  d'autant  plus  que  Tare  sera 
plus  voisin  de  100%  parce  que  la  différence  sîn  (x+a)— sin  x 
•va  toujours  en  décrobsant»  ce  dont  il  est  facile  de  s'aissurer  » 
tandis  qu'au  contraire  le  dénominateur  sin  (x  +  0)+  ^^  "^ 
va  toujours  en  augmentant. 

On  a  cette  suite  de  transformations 

iin  (x+c)  —  sin  x tang^(x+g — x)  ^^         tang^  a 

•in  (x+a)  +  sin  X        tangi(x+a+x)         tang(x  +  îa) 
=  tangi  a  cot  (x  H-id) , 

en  observant  que  ,     ^    "y   ^"^    — ^3^  j^  diffàrenee  de  deux 
sm  (x  +a)  +  sm  x 

sinus  f  divisée  par  la  somme  des  mêmes  sinus ,  rapport  qui  est 

celui  delà  tangente  de  la  demi-différence  des  arcs^^  à  la  tangente- 

delà  demi-somme  des  mêmes  arcs.  Si  Ton  fait  cette  substitution 

dans(a6)^on  obtiendra  cet  autre  développement  de  logsin(x-f-aX 

savoir , 

logsin(x+  û^)  =  log  sin  X 

+  aM[tang  ^  cot  (x+ |)  +  i(tang|y  cof  (x  +  ^ 

+  i(ta°sf)  ^^^(^  +  0  +etc.2 (ay)- 

Plus  on  approche  de  l'arc  de  100°,  plus  les  termes  de  cette- 
série  deviennent  petits,  et  plus  elle  est  convergente. 

118.  La  formule  qui  donne  le  développement  du  sinus 
suivant  l'arc. ,  étant  phis  propre  à  calculer  ou  à  vérifier 
un  sinus  en  partidulier,  qu'à  construire  des  tablea,  nous  pen- 
sons qu'on  ne  sera  pas  fâché  de  trouver  ici  un  aperçu  des 
moyens  employés  au  bureau  du  Cadastre ,  pour  obtenir  les  sinus 
et  tangentes  naturels ,  avec  une  approximation  qui  dépasse  tous 
les  besoins. 

Considérons  une  suite  d'angles  en  progression  par  différences 
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égales  ;  si  Ton  représente  a  sin  i  a  par  p,  On  atora  Cette  série  de 
sinus  et  de  différences  successives  : 
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Dana  la  colonne  iutitulée  premières  différences  »  se  trouyent 
les  différences  entre  chaque  sinus  et  celui  qui  est  immédiate- 
ment au-dessus  :  la  colonne  des  deuxièmes  différences  est  don^ 
née  par  une  première  différence  moins  que  celle  qui  est  au- 
dessus  :  les  différences  troisièmes  résultent  je  la  même  ma* 
nière  de  deux  différences  secondes  consécutives ,  et  ainsi  de 
suite. 

Ayant  donc  un  premier  sinus  ,  sin  x ,  par  exemple,  et  seule- 
ment le  premier  terme  de  chacune  des  colonnes  de  différences  , 
on  peut  prolonger  toutes  ces  colonnes  par  des  additions,  et  con« 
tinuer  aussi  celle  des  sinus. 

Il  resuite  de  la  loi  de  dérivation  des  différences  successives , 
le  tableau  suivant  : 


...(B). 


(C), 


sin  (r+  o,  )  =  +  sin  a:  -f-  p  cos  (x  -f- i  Q) 
p  cos  (a:+ 1  a)  =  — p  cos  (x+  -jc)  —  p*sin  (r  +ia)  ( 
— p'sin  (x+  aa)  =  — ^*  sin  (0:+  la)  —  p^eos  (x+ï  à)  j 
— p^cos  (x+ 1  û)  =  -— p'cos  (x-f-  f  û)  +  p*  sin  (x-f-  aa  ) J 
etc. 

Maintenant,  pour  abréger,  posons 

p  cos  (x  -|-  i  a  )  =  A*  sin  x 
—  p*  sin  (x  +  la)  =  A\  sinx 
'^  jfi  cos  (  X  +  f  c  )  =  A^  sin  X 

p^  sin  (x  +  fla)  =  A*  sin  x- 
etc. 

les  notations  A',  A*,  A\  etc.  écrites  en  avant  de  sin  x,  devant 
rappeler  les  différences  successives  relatives  à  sin  x,  et  les 
relations  (B)  deviendront 

sin      (x  +  a    )  =;        sin  x  +  A*  sin  x'^ 

p   cos  (x  +  |a)  =  A*  sin  X  +  ^'  «*"  ^l 

—  p»  sin  (x  +  2a  )  ==  A»  sin  x  +  A'  sin  x/ G^)» 

—  p^  cos  (x  +1  a)  =  A^  sin  X  +.A*  sin  xl 
p*  sin  (  X  +  3a  )  =  A*  sin  x  -{-  A^  sin  xJ 

etc. 
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Enfin ,  si  l'on  multiplie  chaque  membre  des  équations  dii 
tableau  (D)  par  — p%  et  qu'en  place  des  produits  des  premiers 
membres  par  ce  facteur ,  on  écrive  leurs  valeurs  prises  dans  le 
tableau  (C) ,  on  aura  le  suivant  : 

A*  sin  a?  =  —  p*  (       sin  a:  +  A*  sin  x)'\ 

i\^  sin  07  =  —  />•  (A*  sin  a:  +  A*  sin  x)\  ^P^ 

A<  sin  0?  =  —  p*  (A*  sin  x  -f  A^  sin  a:)! ^  ^ * 

A*  sin  X  =  —  p*  (A^  sin  x  +  A*  sin  x  ) J 
etc. 

auquel  il  faut  joindre  cette  valeur  de  la  différence  première  ; 

A*  sin  X  =  sin  a  cos  x  —  j  p*  sin  x. 

Du  tableau  (E),  on  déditlt  cette  formule  générale, 

A*  sin  X  =  —  p*  (  A"^  sin  X  -f-  A"r:'  sin  x)  ; 

et  on  remarque  que ,  pour  un  autre  sinus  de  départ ,  on  est 
obligé  de  calculer  de  nouveau  une  suite  de  différences  rela- 
tives à  ce  sinus  :  c'est  ce  qui  a  déterminé  M.  Legendre  à 
rechercher  une  formule  qui  fasse  dépendre  les  différences  suc- 
cessives du  sinus  de  tout  arc  ,  de  celles  des  sinus  de  deux  arcs 
fixes  qui  sont  zéro  et  le  quart  de  la  circonférence.  A  cet  effet , 
qu'on  se  reporte  au  tableau  (C),  et  on  aura,  par  le  développe- 
ment des  premiers  membres ,  celui  qui  suit  : 

A^êin  x  =  -f-p  cos  xcosf  û— p  sin  x  sin  j  a\ 
A'sin  X  =;=  —  p*  cos  X  sin  la  — p*  sin  x  cos  i  al 

A^sin  X  =  —  p^  ços  x  cos  |  a  +p^  sin  x  sin  J  a  > (F). 

A^sin  X  =  +p^  cos  X  sin  2a  +p^sînx  cos  aal 
A^8inx  =  -f-p^coexcosf  a— p^sinxsin  ^a) 
etc. 

Si  Ton  représente  le  quart  de  la  circonférence  par  i  >  et 
qu'on  fasse  les  hypothèses 

X  =  o  ,       X  =  1  , 
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le  tablean  (F)  donner» 


X  =  O 

X  =   1 

A'sin  o  =  -f-  p  cos  J-a 

A*sin  1  =  —  p  $în  ï  a 

A*8in  0  =  —  p»  sin  la 

A»8m  1  —  —  p»  cos  la 

A^sin  0  =  —  p'  cos  1  a 

A'sîn  1  =  +p'  îrin  1  a 

•  •  •  •• 

A^sîn  o  =  +  p^  sin  aa 

A^sin  1  ^  +  p*  cos  aa 

ASfeinozs+p^cosfa 

A^sin  i=— p^sinla 

etc. 

etc. 

(G); 


Les  valeurs  des  différences  d*im  même  ordre  qui  se  rapportent 
a  sin  o  et  à  sin  1  ^  dans  le  tableau  précédent ,  étant  les  coeiS- 
ciens  de  sin  x  et  cos  x  dans  les  différences  successives  (F)  , 
on  pourra  en  faire  les  substitutions  qui  donneront  ces  nouveUes 
expressions  des  différences  consécutives  de  sin  x , 

A'  sin  X  ==  cos  x.A*  s^n  o  -f"  "^i  x.A»  sin  i  , 
A^  sin  X  =  cos  x.A*  sin  o  -f"  >^  x.A*  sin  i  ^ 
A^  sin  X  =  cos  x.A^  sin  o  -f"  ^ûi  x.A'  sin  i  » 
etc.  ; 

d'où  résulte  ce  terme  général  des  différences  «      ^ 

A"  sin  X  =  cos  x.  A"  sin  o  +  sin  x.A'^^îa  i  ; 
qui  est  la  formule  annoncée. 
Or ,  pour  x  =  o  et  a  :=:  o,oooi  =  i',  on  a 
A'  sin  o  =  sin  o,oooi  ; 
et  pour  X  =  1 ,  a  =  o,oooi  ,  on  a 

A'sin  i=— —  =5  — afiia*fa  =  cosa—  i  =  coso.oooi  —  i; 


A 
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Ces.  deux  premières  différences  calculées  >  les  autres  en  ré« 
sultent  d*aprè8  te  tableau  (£),  en v faisant  dans  les  formules 
qu'il  contient^  x=o,  puis  x=  i  :  il  reste  donc  k  multiplier 
par  cos  X  la  difi'érence  relative  au  sin  o,  et  par  sin  x  celle 
de  même  ordre  »  qui  se  rapporte  à  sin  i  ^  et  à  faire  la  somme 
de  ces  deux  produits. 

Les  élémens  à  calculer  sont  donc 

A'sin  0=      sin  0,000 1  =ro,ooo  1 5  7079G  3ao33  5a556  52 1 38,etc. 
A'sin  1=1— cos  0,0001=0,000000013337005475994747502,  etc. 
p* = a  (  1 — cos  0,000 1 ,  etc.)  =0,00000  00246 740 1096198  94960  etc* 

Si  Ton  évalue  les  diff^érences  successives  de  sin  o,  sin  i ,  c'est- 
à-dire^  ^ 
A'  avec  aS  décimales, 

A» 26 

A' a8 

A4.....  ag 
A* 3o 

A« 32 

A7 33 

A« 34 

A9 35 

pub  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  de  départ ,  par  exemple , 
de  0,01  du  quart  de  circonférence  avec  21  décimales  exactes  , 
et  qu'on  déduise  de  ces  élémens  ,  d'après  la  formule 

A"  sin  X  =  cos  a:.  A"  siu  o  -f-  sîn  -^^.A"  sin  1 , 

les  différences  A'  sin  x ,  A*  sin  x. . . . .  A9  sin  x,  on  aura  par 
de  simples  additions  et  soustractions  de  ces  différences  >  indi* 
quées  par  le  tableau  (A),  les  sinus  de  0,01  à  0,02»  de  dix  en 
dix-millièmes  avec  21  décimales  exactes.  Arrivé  à  0,02 ,  on  eo 
calculera  le  sinus  et  le  cosinus ,  à  priori ,  puis  les  neuf  diffe-»  . 
rences  correspondantes ,  et  on  interpolera  de  la  même  manière 
iea  cent  sinus  de  o^o&  à  o«o3  ^  et  ainsi  de  suite^ 

28 
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Pour  les  tangentes ,  les  différences  ne  se  présentent  pas  sotls 
une  forme  aussi  commode  ;  mais  comme  ces  lignes  se  dédubent 
facilement  des  sinus  et  cosinus  ^  au  moins  dans  la  digression, 
de  o  à  0,5  f  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut^  il  sera  inutile 
de  recourir  à  d*autres  formules. 

^119.  Cest  par  ces  procédés  ^  et  d*autres  qui  leur  sont  ana- 
logues ,  mais  qui  ne  peuvent  trouver  place  ici ,  qu'ont  été  cal- 
culées dans  les  bureaux  de  l'ancien  cadastre ,  les  grandes  tables 
des  sinus  et  tangentes  naturels  avec  aQ  décimales  exactes  ^  ainsi 
que  les  logarithmes  des  nombres ,  travail  dont  j'ai  consigné 
l'annonce  dans  le  discours  préliminaire  qui  accompagne  celles 
de  Callet,  Dans  le  rapport  fait  à  l'Institut  ^  MM.  Lagrange, 
Laplace  et  D^mbre  disent  de  ces  tables ,  quelles  sont  le 
monument  de  calcul  le  plus  vaste  et  le  plus  imposant  qui  ait 
jamais  été  exécuté  ou  même  conçu.  Un  des  grands  avantages 
de  l'emploi  de  ces  méthodes ,  était  de  pouvoir  mettre  en  œuvre 
à  la  fois  un  nombre 'indéfini  de  calculateurs^  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  d'autres  connaissances  que 
celle  de  l'addition  et  de  la  soustraction.  L'impression  de  ce 
grand  travail  a  été  suspendue  par  différentes  raisons  \  mais , 
ajoutent  les  géomètres  chargés  de  ce  rapport,  u  espérons  que^ 
dans  des  temps  de  paix  et  de  bonheur ,  un  gouvernement , 
ami  des  sciences  et  des  arts ,  ordonnera  l'achèvement  d'un 
ouvrage  qui  dpit  être  désiré  de  tous  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques,  n  Un  tel  vœu  émis  par  les  premiers 
géomètres  ,  est  pour  moi  une  raison  de  plus  de  me  féliciter 
d'avoir  coopéré  à  ce  grand  œuvre  dont  la  publication  serait 
pour  tous  les  collaborateurs ,  l'indemnité  la  plus  flatteuse  et  la 
plus  réelle  de  leurs  travaux.  Nous  recommanderons  la  lecture 
des  discours  qui  se  trouvent  en  tète  des  tables  de  Callet  et 
de  celles  de  Borda ,  revues  ,  augmentées  et  publiées  par 
M.  Delambre  ,  et  particulièrement  les  chapitres  Vl  et  YII  de 
la  Trigonométrie  de  Cagnoli, 

lao.  Si  dans  le  développement  de   e',  oa  fait  succeasi- 
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vement 

attsûl/a       et       x=:  —  a  ^a, 

on  tronyera 

«i  Pon  applique  au  développement  en  fraction  continue  du 
facteur  de  âa  >  la  méthode  donnée  (chap.  III  )^  on  aura 

6=,.  i=3a,  ft'  =  3;5.      *' =  57^5 

c=ga,       «i^gT^a,        e  =  53^a»,      etc.; 
eosorte  que 


V/a  = 


!  +  -4 


^         7^+4 


4^4 


4^4 


Qu*on  fasse  4^  =  —  x^  ^  et  le  premier  membre  deviendra 
f.111,  form.  17) 

e*^"'  —  e"*v''**      a?  y/ — 1  — x  tang  x 

en/-«  +  c-'v'-»  ^     .2       ~  a  ' 

on  aura  ^onc  ,  après  avoir  changé  les  signes ,  divisé  par  x  et 

a8.. 
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X 

"   ^   . 

1 

""3 

X» 

'  1    * 

~3.Ô             3.5  , 

"i 

x»      ' 
3.5.7 

3.5.7+ •'**'• 

a? 


3-^ 


X* 

7  —  . 


9  — etc......(aS), 

tranâfonnation  à  laquelle  M.  Legendre  est  parvenu  par  un 
procédé  bien  difiFérent  (Gèom. ,  note  lY) ,  et  qui  est  le  déve* 
loppement  annoncé  (chap.  III). 

ifli.  Les  formules  (i6) 

8mx=: ,      cosa;= ■ ^. 

a  V—  i       '  a  • 

en  changeant  x  en  a;  v'*—  i ,  deviennent 

sm x V/-1  =  ^^_^    ,      cos XV/-1  =c  -^: . . . (ag)  ; 

ensorte  que  la  propriété 

sin  ax  :±=  a  sin  x  cos  x , 

qui  suppose  cette  formule  fondamentale 

sîn ( a-f- i)  =  sin  a  cos  è  +  sîn  6  cos  tf 

a  lieu  pour  fin  arc  imaginaire  tel  que  x  ^—  i   ;  en  effet  ; 
d après  les  formules  précédentes^  on  a 
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asm(xl/—  i)  X  coa  (or  ^/— 1)=  - 


flV — i 

,— ax  ^^  -4-a* 


on  a  donc  aussi 

sin  t(x+ j^)  V'—  i;j^= sm  (x  \/ —  i)  cos  (y  V/—  i) 

+  sin  (  jf  |/— i)  cos  (x  v/— 0  > 

«rtension  du  théorème  connu  à  des  arcs  imaginaires. 

Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  de^  formules  (og)  y 
on  trouvera ,  après  les  réductions  ^ 

[sinCx  »/—  i):i'+[cos(xi/-^i)3«  =  E. 
i^a.  Si  dans  la  foimule  (la^i  savoir  ^ 

2  ^ —  1    \i  —  ^/ —  1 ,  tang  x/  '^ 

on  fait  X  ==  -  ,  ^  désignant  toujours  la  demi-circonférenoe  , 
on  aura  timg  x  s:  oo  ^  et 

5rV/— !  =  /(;—=),      d'oii      ^^^x^ZZlK^^), 

résultat  singulier  qui  nous  conduit  naturellement  à  parler  des. > 
logarithmes  des  nombres  négatifs  qui  donnèrent  lieu  à  une 
contestation  entre  Leibnitz  et  Bernoulli  f  msAs  sans  rappeler  ici 
cette  discussion 4  nous  démontrerons,  d'après  jEu/cr,  i"  qu'un 
nombre  quelconque  positif  a  une  infinité  de  logarithmes  dont 
un  seul  est  réel ,  et  tous  les  autres  imaginaires  ;  a^  que  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs  ^  sont  imaginaires. 

De  la  formule  (i5>j  on  déduit^  en  prenant  de  part   et 
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d'autre  le^  logarithmes  népériens , 

X  v^—  1  =  /  (cos  a?  +  sin  x.  ^/-p- 1  )  : 

à  X  =  o  correspond 

o  =  /.i, 

ce  qu'on  sait  déjà.  Désignant  par  v  la  demi-circonférence  ^ 
à  x=:2^|  =4'>  =6îr,  etc.  répondront 

s^   ï/—  1  =  /,  1  ^ 

Gw"  v/—  1  =  /.  1  ^ 
et  généralement , 

flft^r  ^/^-  1  =  /.  X  , 

A  étant  un  âombre  entier. 'Mais  on  a 

/.A  =  /.A  +  /.i  ; 

donc 

/.A  =  /.A  +  a/(5r  v/—  i  ^ 

d'où  Ton  conclut  i  ^  quun  nombre  quelconque  A^  admet  une 
infinité  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel. 

Si  dans  la  même  formule 

X  V/—  1  =  /  (cosx  +  ainx,V/—  O* 

on  suppose  x  =:  ir ,  on  aura 

cos  X  =  -^  1         et        sin  X.  =  o  ; 
donc 

ce  qui  yérifie  la  propriété 

»  =  -  v/- 1  U-  o , 

trouvée  plus  haut. 

Soient  x  =  Sr,  =  5îr,  =7»- (ak+  i)r,k  étant  on 

nombre  entier  ,  on  aura 
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3,  v/-  1  =  '(-  O. 

&r   V/-  !=:/(-  1), 
7«-  V/—  1  =  /(-  1)^ 
etc. , 
et  généralement , 

Or,  —  A  =  A  X  —  1;  donc  /.  (—  A)  =  /.  A  +  /.  (—  1)  ^ 
et  conaéquemment , 

d'où  Ton  conclut  a®  que  les  logarithmes  des  nombres  néo-atifs 
sont  imaginaires. 

Il  est  clair  que  ce»  conclusions  s'étendent  aux  logarithmes 
tabulaires  (I"  sect.,  cbap.  XVI). 

ia3.  Supposons  que  dans  un  triangle  rectiligne  dont  deux 
côtés  a  et  6  sont  connus  avec  Tangle  compris  C,  on  veuille 
la  valeur  en  série  de  l'un  des  angles  inconnus ,  de  B ,  par 
exemple  i  on  a  la  relation 

•    a ain  (B  +  C) 

et  en  développant  sin  (  B  +  C)  , 

a  sin  B  =  A  (sin  B  cos  C  +  sin  C  cos  B), 
et  par  conséquent  >. 

sin  B ft  sin  C 

cosB       a  —  6  cos  C  * 
mais  en  verta  des  propriétés 


sm  a;  = 


2\/ — 1 

_  e*^-»+  e-'V'-» 


COS.X 


Féquation  précédente  deviendra 

eB^-'+e-fiv^"^^  iki-ACe^^-^-H-^^-0  ' 


Digitized  by 


Google 


44o  '      ANALYSE 

après  la  division  des  deux  termes  par  e^^^^^  ,   le    pïemîeç 


membre  devient 


,^Bv/-f_, 


^  i_^         ,  et  conséquemment , 


égalité   qui  se  réduit  i  ' 

d*oix  Ton  déduit^    en   prenant  les  logapthmes  népériens  dé. 
part  et  d'autre ,  _ 

aB  i/—  1  =  /.N  —  /.D. 

Développant  le  second  membre  d'après  la  formide  connue  ^ 
oft  aura 

âBv/-^i  =  -e  4-^e  +g^e  +etc. 

-t  ,-ev/-»_iL  e^.Cv'-i.^  ^^^«,_^^^ 

dolic  en  divisant  tout  par  a  ^ —  i  ,  et  réduisant  an  moyea 
de  la  formule 

-  =  sîn  Tnx^ 


aï/— i 
la  valeur  de  l'angle  B  en  parties  du  rayon ,  sera  donnée  paç 

B=-sinC4-^  sinaC+g^  sin  3C  -f  etc. 

Celte  série  élégante  à  laquelle  M.  Delambre  est  parvenu  le^ 
premier  ,  est  évidemment  d'autant  plus  convergente ,  quç  h 
est  plus  petit  par  rapport  à  c^ 
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CHAPITRE  XX. 

Extension  du   théorème  démontré  (chap.  /")  auût 
Jonctions  logarithmiques  y  exponentielles  et  cir^ 
culaires^ 

iq4' v^N  a  prouvé  (cbap.  I*')  que  toute  fonction  algébrique 
de  la  quantité  imaginaire  a  zHzh  ^ —  i  était  réductible  à  la 
même  forme  P  ±:  Q  \/ —  i  ,  P  et  Q  étant  des  quantitéa 
réelles.  Les  fonctions  logarithmiques  ,  exponentielles  et  cir- 
culaires sont  aussi  réductibles  à  la  même  forme  ,  lorsqu'elles 
renferment  des  quantités  imaginaires. 

Soit  ,    en  premier   lieu  ,^  / .  (a  -f"  &  V'^  i  )  :  en  faisant 
(cbap.  XII) 

y  a^  ±:i*  =  ft,      cos«  =  T>       ainjç  =  r-f 
on  a 

a  :t  6  V/'^  *  =  ft  (  cos  z  ±:  sin  2 .  v^^-  i) , 
et 

/.(a±:  i-^  i)=^/.ft4./.(cos«i:sin».v^—  i); 
jpiais  la  propriété 

donne 

!fc  a  V^-^  1  =  /.  (  cos  «  di  sin  «.  i/—  1  ); 

donc 

/.(a  ±:  è  v^^i)  =  /.A  ±  z.V/— 1. 

1.68  données   étant  seulement  2  >  co5  i^  et  sin  z ,  on  pourra 
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prendt-e ,  au  lieu  de  Tare  z  ,  les  arc*  îxir  +  «  ,  ^«^ -f.  9^  et 
ii/ïgr  +  *>  ^  étant  un  nombre  entier;  ensorte  qu*on  aura 
pour  l(^adcb  v/ —  1  ) ,  une  infinité  de  valeurs  comprimes, 
dans  la  même  formule 

Lk±ianit  +  z)\/^i; 
donc 

P  =  /.A,  Q  =z   (27l*  +  «). 

Considérons,  en  second  lieu ,  Te^çonentielle  e*-*K""*  :  on  a< 
e^*K-'  =  c«X  e="»^--'  =  e«  (cos  A  ±:  sin  A .  v'—  0  '> 

donc" 

P  =  e*co5A,      Q  =  d:€*8inA» 

Soit,  en  troisième  lieu  ^  (a  dr  A  V^— 1)"»^»|/-»  :  on  sait  qu^ 

/.(a± A  V/—  i)"^"^-'  =  (m  ±1  «  V^— i  )  Lia  ±:  A  v/—  1  > 

et  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens;  en  passant 
des  logarithmes  aux  nombres ,  il  vient 

(ait  A  v/—  I  )'"=2^»^-»  =  e(« ^•V'-i >/.(.:£ >i/-ix 

Si  on  substitue  pour  /.  ( a  ±:  A  l/—  1  )  sa  valeur  l.k±Lz  {/ —  k 
trouvée  plus  haut,  il  en  résultera 

(a±:  A  v/— O"-**^-' =  e^'"=*^'^*^"0('*»=t.v-o 

_  e'"'*^"[cos(mz  +  ii/.fc)±:sin(ma-i-n/.ft)  V/—  i]  ^ 

résultat  de  la  forme 

P  ±  Q  V/—  ï. 

Soit  enfin  la  fonction  circulaice  sîn  (  a  db  A  V/—  1  )  :   oit 
aura 

9in(a±:A  \/—  i)=sinacos(A|/ — i)±;cosasin(A  |/— i)^ 

Pour  obtenir  sin  (A  |/ — 1)  et  cos  (A  ^—  1  ),  on  écrira  i  ^^—  a 
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au  ^leu  de  x ,  dans  les  formules 

sm  X  = ; « ,         COS  X  = . 

^V — 1  û 

et  il  résultera  de  ces  substitutions  y 

d'après  ces  valeurs  ^  on  aura 

jsin  aqif Jcosa.V-^i. 

On  trouverait  aussi 

cos  (adbij/— 1)=^ jcos  aitr^— ^^)sina.v/— K 

Les  autres  fonctions  circulaires,  telles  que  la  tangente,  la 
sécante  ^  etc.  ,  s'expriment  algébriquement  au  moyen  du 
sinus  et  du  cosinus  :  elles  seront  donc  aussi  réductibles  à  la 
même  forme  P  ±:  Q  V— ^.  On  peut  revoir  ce  qui  a  été  dit 
Cchap.  P'  (4)]. 
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CHAPITRE  XXI. 

Formules  diverses^ 


.s 


»a5.l3iIPP0S0NS  J<a,  et  poson» 


**"s^=\/â'    «"*=v/5' 


sec  y=^r^ 


b 
h  b 


û  a 

t  et  a  étant  des  nombres  âonnésSv.on  trouvera  par  les  tables  ;k 
les  angles  x,  z  ,  y  ,u  et  f ,  et  on  aura' 

(!<>). ..  Jog  (a+i)  =;  log  a  ^i  +^j=:  loga+  log^i  +  -^ 

szz  log  a  +  log  (i  +  tang*x)  =loga  -J-  log  sec*  x 
=  log  a  4"  2  log  séc  X  ; 

(î.-). . .  Jog(a+6)  =logQa(i+i^)3=lû£Mi4-i«os^^ 

=  log  [aa  cos*  3  ^]  =  log  a  +  log  a  +  a  log  coaiy^ 
4H1  observant  que,  pour  le  rayon  =  1 ,  on  a  [Trig.  (*)] 
cos  A  ^  =:  J/  C  i  +  i  cos  jr]. 

(30...  log(a+i)=log./  ^  J  =  log.i(ljhf^) 

=  log.  *  (J^IYy)  =  '^6  fr  +  log  tang  ^— log  tang  i  >' , 

(^)  La  Trigonométrie  que  je  cite  ici  ;  est  celle  de  mon  Tcaite  de  G^oms-' 
trie,  qui  se  trouve  chei  M»*  V*  Courcicr. 
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en  obseirant  qu'on  a  (  Trig.  ) 

,  sin  y 

tang  ï  y  =  — i — ^' — . 
^  *  -^         1  -{-  coa  j^ 

n  sera  très-Facile ,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dlre^  de 
panrenir  aux  formules  suivantes^ 

(4*.)....log(a — i)  =:log  a  +  alogco8  55, 

(5®.) log  (a— i)  =  loga  +  loga  +  alogsîn  ^y, 

(6*».) log  (a—b)  =  log  6  +  log  tang  y  +  log  tang  i  y. 

On  aura 
(7°) ...  .logC(a+5)(a-6)3  =  log(a*-6*)=log.a«(i- J) 
=  log.  fl*  [1  —  cos*^)  =  a  log  a  +  3  log  sin  y  ; 

(8^)....log[Ca  +  i)(a-i)]  =  log(a«-iO  =  log.i»(^;-i). 

=  log.  b*  (  séc* j^  —  1  )  =  a  log  6  +  log  tang»^ 
=  fl  log  &  +  ^  log  tangy  ; 

...>...,.(^)=.(i9)=.(jr) 

= ^°6  (r+ïSg-0 = ï^'s  ^^''s  (i-«) .' 

«r  désignant  toujours  la  demi-circonférence  (Trig.). 

V        a<^       .         X     '  sec  y  y 

=  ^°6  (r^s^)=  ï°6  tang*  i  jy  =  alogtaugi^. 


y" 
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en  observant  qu'on  a  (  Trig.  ) 

1  sin  y  sîn  y 

tangiy  =  — - — ^ — ,       cot  J  y  =  — .i — $ 

(1 1^) . .  .log  l/?=3î  =  log. a^i-  ^,  =  log.ay^i  -  JL^ 
=  log.a  i/i  —  cos^'y  =  log  a  +  log  sin  y, 

(la*.). .  Jog  V^?=S"*=log.AY/^—  1  slog.fct/aéejf— i 

=:logi4-logtang^. 
On  découvrira  facilement  ces  deux  transformations  : 

(i3^) ....  log  V/û'+i'  =  log  a  +  log  séé  u  ; 
(l4^). ...  log  t/a*+6»=  log  6  +  log  coséc  ii. 
On  aura 

(i5M log  \/7+b^\og.^a  X  y/i  +  2 

=  log.  V/a  X  V^i  +  tang^  =  i  log  a  +  log séc x ; 

(iS*.) logt/ST6=log.V/a^y^i  +  ^ 

=:log. V'aXy/7+  ^  =  log. /5  X  »/a V/i+icoTJ 

=  log.  k^  X  C08 1  j^  =  i  log  a  +  i  log  a  +  log  cos  i  jr. 
On  trouvera  d*une  manière  analogue^ 

(i/*.) log  \/a  —  i  =  I  log  a  +  log  coa  z  ; 

(i8^) log  v/a  — 6  =îloga  +  î  log  a  +  log  sin  iy.    . 

On  aura 
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Oa».). .  .log(a+i)-=log.o»  A  +  ^"=:log.a»  (i+sin  tf 

m 

-.         .-/  1  +  sint  V 

=  log.a-  (ces  0-((.  +  .eosO-(i-lco3t); 

m 

m 

=  log.*»-  (C08  ty  L(eosiH^i„iO(cosi^::iïtfiôJ 

m 

°      ^         '     \cos  :j  t  —  smit/ 

m 

=  log.a.(cosO-f    — g|^] 
V*      cosif/ 

m 

=  log-a"^  (cos  0"  QangQ  + 1  ^)^' 
=— Moga  +  log cos  <  +  log  tang  (^  ''^  î  MJ* 
On  découTTe  de  la  même  manière  la  formule 
(oo*.) . . .  log(a— i)  =  ^  Floga+log  cos  «4-log  tang  Q  —  r  H J». 
Qu'on  pose  maintenant 

tang"  Q  —  J  A  =  tang  v  / 
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d'où 

2  log  taag  (î  -  i  t)  =  l.s  tang  i., 

et  on  aura 

m 

=  log  i:(a+i)^+(a-*)^]  =log.(«t-6)^  Q  +  (^J  ] 

M 

==^(loga+logcosO+logtangv+logQ  +  (7^5'] 
=  ^(loga  +  logco«0  +  logtang<^+log^   +-j^^)» 


en  observant  que 

il  +  sîn  ^ 


1—  sint       ^      ./«•        .\ 


(*). 


{*)   Si   dans   la   formule  sm  ( a  4-  &  )  ^  tin  a  cos  fr  «f*  fin  6  cota ,  oa 

fait  a  ==  ?  ,  on  aura 
4 

(*        ,\         .    «•         ,         .    ,         «•       coi5-t-8ini 
^  -f.  &  j  =  sin  7-  C08  fr  -♦-  sinfr  C08  r  = ; •  : 
4/4                               4                  V'^ 

en  ëleyant  an  cairë,  on  tronve. 

3  sin*  ^y  4-  5  j  =  I  -4-  a  tin  6  ces  6  s»  I  4«  fia  si&  ^ 
on  n  de  même 

a  sin»  Çj^  b\  =:  î  ~  f in  a6  s=  a  cos»  yj  -f- bj  : 

donc 

i:::!:!:!) = :±^ = ung.  {' + A = cot.  Q  -  0- 

/»   ,  ,\        i—uaaA  "   \4        /  n4       y 
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iTùà,  résulte 

m 

(_i+sin£ Y l ï 
1— sin^Z   ~         ^  /«.           v~tângV' 
tang»  (--..) 


mais 


=  —  logtangv  +  log.a( : — ) 

= — log  tang  V  +  log  (2  coséc  ai')  ; 
donc  enfin  ^ 

(ai*.)....  log [(a  +  i)^+(a  — 6)^3 

TU 

=  —  (log  a  +  log  Ç03  0  +  ïog  fl  +  log  coséc  v. 
On  trouvera  de  la  même  manière , 

m  01 

]  (22\) log[(à  +  J)«— (a  — &)•] 

=—  (  log  a  +  log  cos  <  )  +  log  ^  +  1<^6  co^  ^^• 

Ce  chapitre  a  le  double  avantage  d*exercer  au  èalcul  tri- 
gonométrique ,  et  d'offrir ,  sous  forme  finie ,  les  logarithmes 
de  binômes  élevés  à  des  puissances  fractionnaires  7  ce  qui , 
dans  plusieurs  cas,  favorise  des  réductions  et  don^e  lieu  à 
des  transformées  précieuses  en  ce  qu*elles  se  prêtent  à  des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  laborieuses  sans 
leur  secours. 


^9 


Digitized  by 


Google 


45*  ANALYSE 


CHAPITRE  XXn. 

Iféveloppemens  des  sitms,  e^mm  et  iMtgeMes  deê 
multiples  d'un  arc  ,  et  d'une  puissance  du  sinus  et 
du  cosinus.  Décamposkion  des  séries  du  sinus 
et  du  cosinus  if  un  arc  en  facteurs  binômes,  dou 
ton  déiùiit  V expression  de  la  demi'-circor^érenoe 
donnée  par  FFallis.  Formules  trigonométriques 
Twui^elles  au  peu  connues^ 

laS.Oi  dana  la  première  de  ces  deux  fommles    t 

a  coa  mxcos  X  =co8  (!»  + 1)  X  4-cos  (/îi— i)  X , 
asin  mx  C08  X  =  am  (m+ 1)  X +am  (m— i)  X  , 

on  suppose  m=o,=i,  =a,etc..  etqu'on  r^iplace. 
pour  plus  ^  stDqilicicé  ,  ces  x  par /y,  on  aum 

ooa  IX  =    p 

cosfesa    4,3-.    ^  ^ çAj^ 

Cos  4r  ==    ^«  —    S|p*  4-  1 
cos  5x  =  ig^  _  acjp»  +  Sp  \ 
•t,  en  général, 

a  cos  m«  =  (ap)»  _  m  (î^)"-*  +  2l2LllD  (ppy 


_  w(m  — 4)(m-.5),    ._.  , 
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La  seconde  formule  ,  Boxta  les  hypothèses  91  =s  i  j^  ss  a  ^ 
=  3 ,  etc.  j  et  en £Luant  toujours  cos  or  =p  et  sin  x  =  9  > 
donna 

sin  IX  =    q 

fin  SX  SB  apq 

sin  âo?  =  (4P*—  1)  (/  V....(B), 

aiii4x=x(%|5^4^)ç 

sin  5x  =^  O^ÎP*  —  lop^  +  1)  q\ 
^. 

et ,  en  général , 

sin  mx  = 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendantes  de  p  : 
on  peut  en  avoir  qui  marchent  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  p  et  de  (/  ;  mais  alors  il  U^vft  distinga«r  les  cas  de  m  nombre 
impair  ou  pair. 

Swt,  1:  m  îo^HÛr  ;  on  aura,  4>pr^  (A), 

tOê    IX 

cos  3x  =  —  (%>  — i 


e^. 
et,  ea^néralj 


=  5p  —  aop5  -|-  i^  i 


ÇD8  OX  —  -*-  *• 


cosmx 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  pu  m  est  de  la  forme 
4^«^l  «  et  rinférkurdansc«l«io4<a6stdelafonue4n*f»3. 
On  aura  4e  même  ,  d'après  (B) ,  lorsque  m  est  impair  ^ 

sfal  IX  =:  7  1 

.In5r  =  -9(i-4p*)  (....(0),        ' 

sia  5x  =  9  (  i  —  lap^  +  i6p*  )  f 
etc.  J 

«9.. 
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et,  en  général,' 


sin  mx 


.       r         m*— 1    ^  ,   (m"— i)rm'— q)  _, 
=  ±^[^,^__p.  +  ^     ..A4        P' 

(;n-~i)  (m--9)  (/n'--25)  ^H 
i.a.3.4.5.6 ^  +  '^'' J  ' 

et  l'on  observera,  à  Tégard  du  double  signe,  la  même  règle 
que  ci-dessus. 

Soit,  fl*».  m  pair  ;  on  aura ,  d'après  (A)  , 

CO8  ax  :»  —  (1  —  flp*)  '^ 

cos  4^  a=  1  —  8p*  +  8p<  .  (        ^    • 

cos  6x  =  —  (i~i8p»+48p*— 3a/7«)r"        ' 
etc.  / 

et^,  en  général  ^ 

cos  mx  =3  ±:     1  —  • —  p*  -4 i--= — 2i  M 

L  a  ^  ^       a. 3.4        '^ 


Ensuite,  d'après  (B),     .  . 

c      '    . . . 

sin  ax  =  sp^  % 

sin  4r  = —  ç  (4p  — 8/>»)  1        ^. 

sîn  6x  =  fl  (6/1  —  3ap3  +  3ap5  )r '''^  ^' 
etc.  / 

et ,  en  général , 


A  l'égard  du  double  signe ,  il  faut  prendre  les  signes  supé- 
>rîeurs,  lorsque  m  est  de  la  forme  4nj,  et  les  inférieurs  ,  lorsque 
m  est  de  la  forme  471 -|- a. 

En  remplaçant/)»  par  1  —  q\  on  déduira  de»  égalités  (Q, 
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les  fttUTanfes, 

COS   IX  =  p 

cos  3x  =  p  (  1  —  4W   j  1         ^v 


cos  Sx 

etc, 


îtC.  J 


et,  en  général, 

1. a. 3. 4. 5. 6  ^    "^        J 

En  remplaçant  p*  par  1  —  q*  dans  les  fiormules  (D)  ,  on 
trouve  celles-ci  ,. 

sin  IX  =  ^  'v 

8in  3x  =  3<7  -  4,3  (....(H),. 

sin  5x  =  5<3^  —  Qoq^  +  iSç^  | 
etc.  J 

et>  en  général^ 

m(m*— 1)   ,  ,  mCm* — i)(m»— q)    . 
Les  formules  (E)  donnent ,  en  remplaçant  p*  par  1  —  q*'^ 


sin  mx 


2X  =  ï  —     sç* 


=  i  —  89*  ^^  8(/*  r 

=  1  —  189»  +  489*  —  3aq6  r 
•te.  > 


'COS    i|X    ^—     1     ■"•.       V7«^       —j-^       wry  ■  ^TA 


et ,  en  général  > 

a^         i.a.0.4  i.2.o.4«o.o 

EInCn  y  les  formules  (F)  donnent  y.  pac  la. même  substitution  >j 
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sin  2u:  ==  apq 

sm  4x  =  p  i4q  —  8(7^)  ^.-..(K); 

ain  6a:  =  p  (  &y  —  3*/»  +  5^) 
etc. 


! 


et ,  en  général , 


sinmo:: 


Ces  formules  sont  extraites  des  leçons  dixième  et  onzième 
dtt  Calcul  des  Fonctions,  par  Lagrange. 

Lagrange  ajoute  :  Les  formules  (A)  et  (B) ,  ou  plutôt 
les  formules  génëralés  qui  les  comprennent ,  ne  8*arrêtent 
pas  même  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif  ;  car  en 
faisant  m=  i ,  la  première  donne 

et  la  seconde  donne 

smx  =  <7  +  .X+-^  +  etc., 

Taleurs  qui  sont  évidemment  fausses.  Il  en  sera  de  même  en 
donnant  i  m  d*aatres  valeurs  quelconques  entières  et  positives , 
et  tenant  compte  de  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  nuls.  Ceci 
tient  à  ce  que  par  la  nature  des  tables  (A)  et  (B)  dbut  œs  for* 
mules  ne  sont  que  le  teiine  général ,  on  ne  doit  y  eitiployer  que 
les  termes  qui  contiennent  des  puissances  positives  de  p.  Mais, 
observe  ce  géomètre,  comme  les  termes  qui  suivent  ne  sont 
pas  nuls ,  on  ne  voit  pas ,  à  priori ,  pourquoi  on  doit  les  reje- 
ter ,  et  on  voit  moins  encore  ce  qu'exprimerait  la  formule ,  en 
ne  les  rejetant  pas,  Lagrange  donne  le  dénouement  de  ces 
difficultés ,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  dérivées.  Noua 
relaterons  même  les  formules  auxquelles  ce  grand  géomètre 
parvient ,  en  employant  cette  voie  :  elles  sont  j^ 
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+(ap)-+m(v)— -+2^^^ 


a        (»P)- 


tel  est  le  développement  complet  de  â  cos  mx  en  puisiances 
de  00s  x,^  pour  une  valem-  quelconque  de  m* 
Si  maintenant  on  fait  ici  m  :=  »  ^  on  aura 

OÙ  Ton  Toit  que   le»   deux  séries  je  réduisent  au  ftem^ 
terme  p. 

En  donnant  à  m  d*a«ties  yateurs  «ntièree  et  peaitirea  quel- 
conques ,  on  trouvera  toiqoim  q«e  la  second»  séffïe  qui  contient 
les  puissances  négatives  de  f  ,  servira  à  détruire  dans  la  pre- 
mière série  tous  les^  termes  qui  contiendront  ces  mêmes  pmV 
sances  ;  de  sorte  jque  knr  résultat  se  réduira  aux  seuls  termes 
de  la  première  série^  qui  contiennent  des  puissances  positives 
de  p;  ce  qui  revient  à  ne  conserv-er d^ns^  cette  série  que  Jsm» 
termes  où  p  est  élevé  i  une  puissance  positive  ou  nuUe^.  comme 
on  r^  trouvé  plus  fiaut. 

Ainsi  j  pour  m  =  n  ^  on  trouve- 

cos  SX  =  2p*  —  1  —  — ; — --  —  — etc. 

série  qui  se  réduit  à  ap*.^  r.  Mais  lorsqu'on  donne  à  la  tme 
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valeur  fractionnaire  quelconque ,  les  deux  séries  ne  se  détruisent 
plus ,  et  leur  réunion  e^t  nécessaire  pour  représenter  complette* 
ment  2  cos  mx. 

(2®.). . . sin mx = 1  (ap)"^' —  (m  —  2)  (ap)"»"^ 

(m— 3)  (m^/Ç)  ,    ^^  r  n 

+  ^ T ^  ( V)""^—  etc  J  (/ 

-  []( Vr "-'+  (  m  4-  a  )  (ap)-"-' 

+  ^^îî±Si:îi±^(2p)^^ 

Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie  ^  lorsque  m 
est  un  nombre  entier ,  par  la  destruction  mutuelle  ilei  termes 
qui  contieadraîent  des  puissances  négatives  dep  ;  de  sorte  que 
7/1  étant  un  nombre  positif  entier ,  il  sufllra  de  prendre  dans 
la  première  série ,  les  termes  qui  contiendront  des  puissances 
positives  de  p ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  table 
{B).  Lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire ,  les  deux  séries 
vont  à  Tinfini ,  et  jointes  ensemble  ,  elles  donnent  la  vraie  va- 
leur de  sin  nu: ,  développée  suivant  les  puissances  descendantes 
de  cos  X,  comme  cela  a  lieu  pour  la  valeur  de  cos  mx. 

J'ai  cru ,  dit  La^range ,  devoir  entrer  dans  ces  détails  pour 
l'instruction  des  jeunes  analystes  ,  et  surtout  pour  montrer 
que  si  Tanalyse  paraît  quelquefois  en  défaut  ^  c'est  toujoun 
faute  de  Fenvisager  d'une  manière  assez  étendue  >  et  de  la 
traiter  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Le  même  géomètre  démontre  encore  ces  deux  formules 
dans  l'Hypothèse  de  l'angle  droit  pris  pour  l'unité  des  angles  : 

rzo\  r  ^''    X   t    yn»(m*— 4)    . 

(3^). . . .  cosmx^^^i  —  ^  p*  +  _^_2^p4 

+  L'"'' X3 -p  +-^3:^5        p  '"''•  J  "°^^'""^ 
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pour  le  développement  complet  de  cos  mx  en  série  ascen- 
dante de  p  ou  cos  X  :  on  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  ,  il  y  a  toujours  une, des. deux  séries  partielles  qui  se 
termine ,  tandis  que  Tautre ,  qui  irait  à  l'infini ,  disparaît , 
parce  qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  m 
ou  cos  (m  —  1  )  <iui  devient  nul.  Mais  lorsque  m  est  ime  frao- 
tion  quelconque,  les  deux  séries  vont  à  l'infini ,  et  leur  réunion 
est  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  mx ,  ce  que 
personne ,  dit  Lagrange ,  n'avait  encore  observé. 

■(4^)...sinma:=-[mp-.ÎÎL(^p^p^ 

+  \j —p'+^ a ,5,4         P^-  etc.J(7Cos(m-i) , 

pour  le  développement  complet  de  sin  mx,  quel  que  soit  m. 

127.  Passons  au  développement  de  tang  mx  en  série  sui- 
vant les.  puissances  de  tang  x  :  la  formule 

1  6'*^— — i 

trouvée  (m)  >  devient,  en  écrivant  mx  pour  x , 

tangma:  =  .j— X  j;:;;ïp=nqp7: 
mais  on  a  aussi  (m) 

1  —  tang  X  V/ —  1  * 

et  conséquemment , 

^.«xv^-, _  (i+tangxy/— 1)"» 
(  i  —  tang  x^-—  1  )"* 

Substituant  cette  valeur  dans  taog  mx,  et  fabant  tang  x  =  l , 
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en  aura 

ta.6  mx  =  ^}±±^^y:rzS^=:} 

faisant  les  opératiouf  «t  ordonnant,  on  troa¥6ra  le  dévtlop- 
pement  de  tang  mx  que  nous  ne  rapporterons  pas  ici. 

ia8.  Nous  démontrerons  deux  formules  qui  domeirt  h 
puissance  m  du  cosinus  et  du  einus  4'Qn  no  en  cesiaos  it 
sinus  des  multiples  de  cet  arc. 

Soient ,  à  cet  effet , 

cos  X  -f-  sin  a:  v/—  i=stt,  cosx  —  sînx  l/—  i  =  v, 
d'où 

cos  a:  =  i  («  +  v)        et        a» C08*a?  =  (m  +  v)". 

Je  développe  (a+v)*»  de  deux  manières  ;  la  première  es 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  u",  u"^* ,  w*^,  etc. , 
et  la  seconde  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  v", 
*'"'"' I  *'""^j  etc.;  fadditionne  les  deux  expressions,  et  j'ai 
ce  résultat , 

*  1  .a 

+       ^     ,  -Pk ^(ii-^v»+v«^ii^  +  etc. 

qui  peut  se  changer  en 


i.a 


.     H ^-5 ^  (u""-*4-v"'»-«)  uV  +  ete. , 


1  .a 


Cette  expression  donnant  deux  fois   la  valeur  (u-f-v)*,  ov 
de  a"  cos"*x,  si  on  en  prend  la  moitié  ,  et  qu'on  observe  q«« 

w  =  (  eos  x+  sîn  x  j/—  i  )  (cos  jc  —  sin  x  l/—  i  )  =  i > 
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il  viendi^ 

+  s- ^^^xi^<«"^+*r'> +  **«•= 

mab  on  sait  que 

ï^  as:  €08m:r  ^^  »^  nuj.V—  i  > 
ti**^  ri=  coa  (ïn— a)  j:  +  ^  (m— a)  x,  |/—  i , 
«to. 

f^  =  cos  7?kt?  +  «in  nu:. |/—  i , 
v"»"^  =  cos  (m— a)  x—  sin  (m— a)  x,  v/—  i  , 
€(o.  ; 
donc 

u^-^i^zszacoê  mx  ,    tt*^+v"»*^  =  a  cos  (fit— a)  x,  etc.; 

ce  ^i  chaîne  la  fonnule  précédente  an  celle^^  ^ 

«"cos^x  =  cos  mx  -J —  cos  (m — a)  x  -J ^ ^cos  (m»— 4)  x 

-f-  —       ■  ^ ^  cos  (711—6)  X  4-  etc . 

Cette  série  est  toujours  tenuinée  lonqne  m  est  nn  nombre 
entier  positif ,  et  il  faut  observer  »  1^.  que  lorsqu'on  est  par- 
venu aux  angles  négati& ,  on  trouve  la  réplique  des  cosinus  des 
aiigles  poaki&  de  même  valeur  ;  a*,  que  tous  les  termes  de  la 
série ,  à  l'exception  de  celui  du  milieu  ^  soht  répétés  deux  fois  : 
Z^'  que  ce  terme  du  milieu  existe  lorsque  mest pair  ;  et  comme  le 
cosinus  qui  l'affecte ,  appartient  à  Tangle  {m  '--m)  x  dont  le 
cosinus  est  Tunité-,  la  valeur  de  a"'cos"'x  contiendra ,  dans  ce^ 
caS;  un  terme  non  affecté  de  cosinus. 

Si  daos  la  formule  précédente  on  fait 


X  =  fflr  — 


y^ 
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il  en  résultera  la  yaleur  de  a'^sin'^y  qu'on  Calculer  avec  la 
même  facilité ,  en  ayant  égard  au  changement  de  signes  qne 
comporte  cette  substitution.  Ces  formules  et  l'analyse  qui  les 
a  fournies  ,  ont  été  données  par  M.  Prony  (  trobième  cahier 
du  Journal  de  t École  Polytechnique).  Lagrange  ,  dans  le 
Calcul  des  Fonctions  ,  les  obtient  par  le  moyen  des  fonctions 
dérivées. 

On  peut  trouver  deux  formules  en  quelque  sorte  réciproques 
des  deux  dernières.  A  cet  effet ,  on  partira  de  ces  identités 

cos  mx  +  sin  /nx.  ]/ —  i  =  (  cos  x  +  sin  x.  ^ —  i)", 

cos  mx  —  sin  mx.  V^-r- 1  =  (cos  x  —  sin  x.  j/—  i)"*, 

lesquelles  combinées  par  addition  et  soustraction ,  donnent 

(cosx+sinx.  v/ —  1)**+  (cos  x  —  sinx.  1/ —  i)"* 

cos  mx  =  ^ ^^ ' ^  ^ 

a 

(cosx+sinx.  i/ — 1)"* — (cosx— sinx.  l/ — 1)* 

am  mx  =  ^ '    , '—. 

â  V/— 1 

Développant  les  puissances  m'^'""  dans  les  seconds  membres  > 
les  imaginaires  disparaissent ,    et  Ton  a  ces  ^expressions  en 

aéries^ 

^         m  (m— 1)       ^__     .  , 
cos  mx  =  cos^x  —  — ^ cos"»^xsm*x 

â.0.4 

8În  Tnx  =  m  cos"^*  x  sin  x 

—  — ^         ^^ '"  cos**"'  X .  sin^x ,  etc.: 

lag.  Reprenons  les  deux  développemens  connu* 
ainxc=x-^+J3;;^-etc., 

X*      ,  X* 

coa  X  =  1   —  — -  H sr-7  —  etc.  : 

i.a        i.a.3.4 

les  valeurs  de   x   qui  rendent  nuls  sin  x  et  cos  x ,   seront 
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les  racines  des .  secoi^  membres  qui  auront  pour  facteurs  .r 
moins  chacune  de  ces  valeurs.  Or ,  pour  la  première  série , 
ces  valeurs  3ont 

X  =  ih  fer, 

TT  étant  toujours  là  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  1  ,' 
et  ft  un  nombre  entier  positif  quelconque  ',  et  pour  la  seconde , 
ees  valeurs  sont 

.   aft— 1 
â 
En  effet, 

^sin  (db  At)  =  o, 
et  > 

cds  r  ±: x  J  =  cos  (hx  — -  wj  =  o. 

On  est  donc  certain  que  les  facteurs  binômes  de 

sont  de  la  forme  1  d:  7-  ,  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  ,  et  que  les  facteurs  de 

.1 ^T—.— etc., 

a         1.2.6.4 

eojit  ceux  que  Ton  peut  former  en  donnant  à  A  les  mêmes 
v^eurs  dans  la  formule 


(*)  On  observera  que  le  dëyeloppement  de  tin  x ,  élàsit 

r    y*  .  ^*  ^    ^   1 

'L'""a.3"*"04l;"' a.3 ooj' 

ec  q[ae  le  factebc  x  ne  cfevenaot  pai  nul  par  x  =  d:  A** ,  ces  racinet  aeroni 
celles  da  second  facteur  égalé  à  zéto  i  or  si  Ton  compacte  l'éqnation 


a.3....ao ^  a.3.4.5      ^.3 
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Aucun  ite  ces  facteim  buomes  ne  pant  se  tfôwret  alFecté  é*iRi 
exposant  négatif  >  pnîsqne  l'égaUré  à  aéra  de  cefisK^tetif ,  donne* 
rait  sin  X  ou  cos X  infini,  lorsqu'il  doit  être  ne).  On  ne  pent 
supposer  que  cet  exposant  soit  me  fraction  positive  ;  car  à 
cause  de  la  multiplicité  des  racines  ^  on  conclurait  qu'à  xax 
mteie  arc ,  doivent  répondre  plusieurs  sinus  ou  plusieurs  oh 
sinus.  Enfin  ,  aucun  des  facteurs  de  l'une  ou  de  Tautre  série  ^ 
ne  peut  être  sous  un  exposant  entier  et  positif  différent  de 
l'unité.  On  peut  remarquer,  en  effe^  que  le  second  membre  de  la 
seconde  série,  est  y  au  signe  près ,  la  fonction  dérivée  du  s^ 
cond  membre  de  la  première.  Si  donc  un  des  facteurs  bi- 
nômes de  la  première  série  ;  se  trouvait  élevé  i  une  puissanot 
entière  et  positive  p ,  plus  grande  q«e  l'imité ,  on  en  conclurait^ 
d'après  la  théorie  des  racines  égales  (P*  sect ,  chap.  XX  )  » 
que  ce  même  facteur  devrait  se  trouver  dwi  l'Mbro  i  ]% 


ATec  oeUe-cî 

Ax«  +  Bjc<^' -f- -H  V  —  o, 

pour  h^ék  aa  a  ttomé  (Ir«  mol  ,  tflHip,  XXI0)  êem éénufmiém 

^C— )C--")C--)-— 

p,  q^  r,  etc.  ^tant  les  racinei  de  Is  piopotée,  OB«ii»y=so, ,  ps=rp 
^  =  — ^,  rsa^r,  #=:*^a)r,  «ic.,  ei  coiisé^|iieiiiiiieiit , 


a.3. 


-5+-a-o(-f-oa-) 

T—  —  —  I J ,  elc. 

=(-f)0*0(-=) 


donc 

•^— (•-:)(■  *l)(- s)  (•  +  =)•"•' 

de  m^me  , 
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puissance  p^—  i  \  d*oà  résulreiait  cette  cosséqnence  absorbe, 
qa*une  même  Yaleur  de  jç  renàrak  mh  à  ta  feii  tin  a?  et 
C08  X  >  conséquence  détruite  par  cette  propriété  connue 

siû*  X  +  cos*  ar  =5  1. 

D'après  ces  considérations  qui  résultent  encore  de  ce  qui  a 
été  dit  dans  la  note  »  on  aisra 

««X=x(.  -^)(.  -;^)(.  ——){'  —^)-- 

—  (-ÇX-g)('-S)(-ê>  •• 


Si  dwiacts  dfnxfoimtilMOiifUts?:^^»  elhs^  deviendront 
.    m         mit/       m*V        ^*  V         ^*  V         »*»*\     . 

en  y  faisant,  au  contraire,  x  =  ^ — ,  et   remarquant 

!*•  que 

.     (n  — m)tr        .    /i           ^    \             ntw 
sin  ^  — ;=8m  (-«•  —  —  iri  =  cos ; 

Ji*.  que 

(n — m)fr      ^     /i  m    \         .    hitt 

^^os  ^ i—  =Keo8  i-tr—  —  «•)=  sm  -^  : 

Hit  \a         an   y  â/i 

il  Tiendra ,  en  transposant  le»  formules  , 

DijcoaipoaMt  dans  les  deux  premières  formules ,  les  facteurs 


fin 


cos 


s 
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du  second  degré  en  facteurs  du  premier;  et  réduisant  de 
plus ,  dans  chaque  facteur ,  l'entier  et  la  fraction  en  une  seule 
fraction^  il  viendra 

m  «-m    an-T-m    211+^     4^* — ^     4'^+m 

sin  —  îT  =  ^  .  —  . . .  — 7 .  — 7— 

a/i  â     n        an  a/i  411  4/1 

6/1 — m     6n+m 

m  n — m     ?i+m     3n— m     3n+m     5/i— m 

cos  —  «•  =  —  . .    ■  ^       .  ■    „       .  — = 

an  n  n  on  on  bn 

5n-f-m     7/1 — m     711+m 
•  ^"^^—^^^  •  """""^F""  •  "^■— — ^^— ,  erc»  a 
on  yn  771 

séries  dont  les  fiacteurs  tendent  vers  Tunité,  et  sont  alter« 
nativement  plus  grands  et  plus  peti^  que  cette  limite 
commune. 

En  faisant  subir  les  mêmes  transformations  aux  deux  der- 
niers développemens  ^  ils  deviendront      ) 

.     m  m    an — m     an-f-m     An — m     ^-^^ni 

sm  —  îT  =  —  . .  — 5^ —  .  -i-^ .  -ï-K 

an  n     ,    n  on  on  bn 

6n — m     6n+7n 

.  — ? .  —  .  etc. 

on  '^n 

m  îT     n-^m     n-^m     3n — m     5n+m 

cos jT  =  —  •  .  ■ .  .  — 7-^ 

an  a         n  an  an  4n 

5n— m     5n+7n 

.  — z .  — ^ .  etc. 

4n  bn 

Divbant  alors  Tune  par  Vautre  les  deux  expressions ,  soit  de 

sin  —  îT  •  soit  de  cos  — ,  il  viendra  également 
an  ,an  " 

__     a    a    4    4  ^    ^    S  ^    10    10 
w  — —  a.—  .  ^«  »«  "p  »  r  •  _*ir'"~*  """  •  "~*  •  etc.  ^ 
133557799     11 

expression  de  la  demi-circonférence  donnée  pour  la  première 
fois  par  ff^allis ,  dans  son  Arithmetica  infinitorum. 
Voyez  sur  les  conséquences   i  tirer  de  ces  formules ,  les 
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tfaapitîes  IX  ^  X  et  XI  du  premier  volume  de  V Introduction 
à  r Analyse  infinitésimale  à'Euler,  ouvrage  dont  on  ne  saurait 
trop  recommander  la  lacture  à  ceux  qui  veulent  connaître  toute 
la  fécondité  de  l'analyse. 

i3o.  Les  formules  trigonométriques  que  nous  allons  démon- 
trer ,  sont  nouvelles  ou  peu  connues. 

Soit  ^{n)  une  fonction  quelconque  d*un  nombre  n  essen^ 

tiellement  entier  et  positif  :  notons  par  P  [^  (g" ^)!]  >  I0 

produit  de  toutes,  les  valeurs  que  reçoit  la  fonction  ^  (ji)  ^ 
lorsqu'on  y  met  successivement*  pour  n  les  nombres  naturels 
consécutifs  g",  g+  i  9  g  +  ^ h,  :  ainsi 

Cette  notation  admise  ,  le  théorème  de  Côtes  (chap.  XI)  donne 
a;4w  —  aa*'"x*"  cos  9  +'a4"» 

=  P     x»  db  Qox  cos  — ^ ' — -ï-î-  +  a"     (*)  ; 

(0  Si  l^on  remonte  h  ladccomposition  démontrée  (  chap.  XI},  du  trinôme 
ï*"  —  ax"  cos  f  4-  I  > 
en  facteora  du  second  degré,  dans  le  cas  particulier  de  m  ^6,  on  trouYcra 
jc»*  —  ax*  cos  f  4-  I  == 

rx'—  2Jt  cos|  +  I J  Tx»— axcos^^^-*-  iVx»— axcos^^tal-f.  A 

(:,.-axco.î:^+i)(x--axco.î:^-,)(x.-six 

et  Ton  remarquera  que  les  facteurs  trinômes  infcrieurs ,  rcfpètent  jes  supé- 
rieurs^ sauf  le  signe  du  terme  du  milieu,  ensorte  qu^on  a 

ar«  —  2x  cos  — - —  4-  i  =  jc*  -#-  ax  cos  ^  H-  1  » 

#  -+-  8x  f  -f-  av    . 

jc»  —  ax  cos  — g —  -f.  I  =  jc»  -f-  ax  cos  — g —  -f  i, 

X*  —  ax  cos  i--^ —  -♦-  I  =  X»  -f  ax  cos  — ^ —  +  i , 

l«lnarqae  facile  à  généraliser  et  «nr  laquelle  repose  la  décomposition  énoncée* 

3o 

\ 
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P  désignant  le  produit  continuel  du  facteur  entre  parenthèses, 
en  prenant  les  multiples  de  w  depuis  zéro  jusqu'à  s(m  — i), 
ce  qui  est  indiqué  par  a  (o. .  ,m  —  i  ).  Si  Ton  suppose  a=x, 
cette  formule  devient 

ax'-0-co«rt=P{^r>[.±co,°^°--;'-'^"^?]}. 

Si  Ton  fait  sortir  de  dessous  le  signe  P^  le  facteur  fljc*  qui 
deviendra  ,  en  dehors ,  fl**"x*"*,  en  observant  que  le  nombre 
des  facteurs  du  second  degré  >  est  sm  ,  et  si  Ton  observe 
que  1  —  cos  ^  =  a  sin*  ^  ^  ^  on  aura ,  après  la  divisioo 
par  4x^ , 

. .  1       •«— .  »* n  _i_     2(0.... 71» — lî^+^n 

sm*iç  =  a*~^.Pj  i±:co8--i i_LJI 

c'est-à-dire , 

XP  r.  -  co«^° m-.),  +  n  ^ 


ou 
6in^ 


i,  =  «.-.p  [_.  -  cos-  -i ^ ^J 

=  a— -.p  Qîn'  ''•^°--"~'^"^^]  . 
et,  en  extrayant  la  racine  carrée  , 

sm  i  ^  =  a«-'.P  [^sm  -^^ ^^ IJ 

Posant  f  =  a/,  il  viendra 

sin  ^'  =  a"*"*.  P  j  sm  ^ — ^ i-^  J: 

fii  Von  développe  le  second  membre  de  cette  équation ,  et  qu'oo 
aoppnme  l'accent  de  ç^  on  trouvera 
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«inf =a"""\siii  — .sin— ^-^.sin  — ^^.. .  .sin  -^ — !-^ 

m  771  77t.  771 


.,i„(!!i=l)j!±2 (0. 

771  - 

Mais  comme ,  en  général  , 

(771— 7t)<r+  <p  _  HîT  — (p 

sm  -^ =  8in  — — 

771  771 

on  poiirra  eitcore  donner  au  développement  précédent  la  forme 
suivante , 

8in^=fl"^*.8m~.sm ^.sm ~ sm ^ 

771  771  771  771 

.sm ^....(a). 

771  ^  ^ 

Si  dans  le  développement  (i),  on  fait  ^'=i\icy  et  dans  le 
développement  («)  ,  ^  =  ^  «• ,  on  aura 

„       ' .     l      «•     .     3     9r  .     2771  —  3     «r 

1  =3"     .sm— • -.sm — é- sm  .  ~ 

771      22  771      a  771  a 

.sm .- (3), 

771  2  ^   ' 

_     ,        1       ir    .       3       5r           .    2771 — ^3     îT 
1/11  =  2". sm .  -.sm .  -.  ..»sm .  - 

^  2771      2  2771      2  2771  2 

.     2771—1      «•  ,^^ 

27U  2  ^^'' 

Si ,  pour  plus  de  brièveté ,  on  concentre  les  développemeas 

(3)  et  (4)  ,  en  multipliant  par  2  les  deux  membres  de  Tidentité 

{3)  ^  on  aura 

«TiP-   ^(* m)— 1       n 

fl  =  a^-P^sm-i -^ .  xj.......(5), 

y             m  X»  r  •  a(i....7n) — 1    a-n  ^^ 

»/a  =  a«.P  [_8m-S^ :^—  •  â  J (^  ' 

et  du  rapprochement  de  ces  deux  formules ,  on  conclut  qu*on 
obtient  la  racine  carrée  de  2^  en  changeant  dans  la  première^ 

^  en  -^ 

3o.. 
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Si  Ton  carre  la  forthule  (G)  ,  et  qu  on  égale  le  résultat  à  (5), 
on  trouvera ,  après  les  réductions , 

a"».P     «in»-^ .-     =:P      sin- I 

ou ,  en  se  rappelant  que  sin  a^  =  2  sin  ^  cos  ^  , 


2" 


.P     sin»— ^ ' -.- 

L  am  aj 

■      r     .    ^(i m)— 1     AT         a(l m)»—' i    ^r"|  . 

=  P     a  sin  -^^ -i .  -  cos  — ^ •  -     » 

L  am  a  i»n»  aj 

mais  en  observant  que  a  est  m  fois  facteur  sous  le  signe  P 
dans  le  second  membre  ,  on  pourra  diviser  par  a"* ,  ce  qui 


donnera 


L  am  O 

^r  .   a(i...m)— 1     5r\^^-.r       2(i...m)--i    »"] 

—P    sm-^i-. ^ •  -  )  X  P     cos  -^^ — — ; I 

L  am  a/  L  am  aj 


ou  encore 


^r.   a(i...m)— 1    5r"]^^_r.    a(i...m)— 1    ^rH 

p     sm-^ ^ .-     XP    sin  -.- 

L  am  aj         L  am  2j 

^r.  a(i...m)— 1     5r~l   ^-.r      a(i..   m)— i    «""I 

_p     8in-^ .-     XP     cos— ^^-- '-    • 

L  am  aJ         L  ^'^  ^-' 

et  après  la  division  par  P  fsin  "^^^'^^^^"^  •  3  '  ''  ^""^ 

'^L  am  aJ        L  ^^  «J 

d'où  il  suit  que 

P     tang-i: L .  -     =1. 

-^L  am  aJ 

Posant 

_.  =  •»,      dou      ^=7->       am  —  1  = .  •  , 

Bubstituant  dans  (7)  et  développant,  on  aura 

sin  <i.sin3*».sin5âi. . .  .sin  (i^  — «») 
S=:C0»  ^^•CÔ»  5«.C08  5*.  ...cos(iT  — «*) (8)- 
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Si  Yon  dîvîsê  le  premier  membre  de  (8)  par  le  second ,  et 
vice  versa,  on  aura 

tang  éf.tang  3«» tang  (i^r  —  «) 

=  COt  «.COt  3*».COt5âl cot  (^x— •»)  =  1. 

L'équation  (4)  revient  à  la  suivaîite  > 

i==a    *    8m  7— .sm-^-.sm-— sin 7- . 

4''''       4^       4''*  4'"' 

«i  Ton  remplace  m  par  -7->  «^  qu'on  ait  égard  à  l'équation  (8); 

la  précédente  deviendra 

— î — =sin<*.sin3«r...sin(îîi — <i)=cos«».cos3#...cos(5w*--âi); 

L'équation  (1)  div^ée  par  sm  — ,  donne 

«n  ç>        „  ,.   îT  +  ç    .   25r  +  ?           ,:^(yyt— i)y  +  ^^ 
=  a"*"*sm — ^— ^.sm  — sm  ^  ; 

sm  — 
m 

Faisant  dans  cette   équation  ç  =  o,  et  remarquant. qu'alors 

on  doit  avoir  ^^^  =  m  ,  d'après  les  développemens  en  séries 

sm— 
m 

de  sin  ©  et  sin  —  ,  on  aura,  après  la  division  par  a""', 
m 

m         .   îT    .   25r    .   35r          .^  (yyt —  1  )  w* 
.  =  sm— ,sm — .sm  — sm- 


a"*"*             m        m         m                        m 
Posant  —==«»,  d'où  m  =  -  ,  il  viendra 
,    ^        r=  sin*».sinaâi.sin3«r sin  (*  —  n) ($)• 


Or   ni  étant  un  nombre  entier ,  -  doit  être  un  tel  nombre  ; 
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c  est*à-dire  que  »  doit  être  un  5oumultiple  de  s*  :  si  de  plus ,  m 

est  un  soumultiple  de  -,  m  sera  un  nombre  pair  de  fois 


dans  îT ,  et  conséquemment  -  sera  un  nombre  pair ,  et  -  —  i 

un  nombre  impair  :  mais i  est  le  nombre  des  facteurs  de 

la  série  (9) ,  ce  que  montre  clairement  la  série  précédente  d'où 
on  a  tiré  celle-ci  :  et  le  facteur  moyen  ou  équidistant  des  facteurs 

extrêmes  sin  *  et  sin  T 1  J  ^  >  est  sin  -  =  1  :  de  plus , 


w 


les 1  facteurs  situés  à  la  droite  de  celui-là ,  sont  res- 

Q4I 


pectivement  égau?^  aux  • —  —^1  facteurs  situés  à  sa  gauche , 

puisque  la  somme  des  arcs  également  distans  des  extrêmes , 
est  égale  à  x.  Donc  en. extrayant  la  racine  carrée  des  deux 
membres  de  (9)  ,  il  viendra 

m    / s=  sin«.  sina«».  sin  3#. . . . .  .sin  (^T  —  ^) 

^      A».»*       =cosâ».cosaâ».cos  3â» cos(iïr— ir); 

d'oà  Ton  tire  encore  , 

Lorsque  m  est  impair  ,  d*où  il  résulte  que  m —  1  est  pair,  ainsi 
que  le  nombre  des  facteurs  de  la  série  (9)  ,  alors  -  est  aussi 

un  nombre  impair ,  et  «  n'est  pas  un  soumultiple  de  ^  «r  :  dans 
ce  cas ,  le  second  membre  de  Téquation  (9)  aura  un  nombre 
pair  de  facteurs  ,  et  sa  première  moitié  dont  le  dernier  facteur 
sera  sin  i  («• — •»),  sera  égale  à  la  seconde  dont  le  premier  facteur 
sera  sin  |(ïr+  •»);  extrayant  donc  la  racine  carrée  des  deux 
membres ,  il  viendra 


[z=itang«.tangâ#.tang34» tang  (i«  — «) 

COt  êf  .  cot  2«  . cot  3# cot  (I  «•  —  •  )• 


V 


sin  «.sin  2*». sin  Ztt sin  i  (tt—  #). 
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Ces  recherches  sont  dues  à  M.  Dubourguet  qui  les  a  consi- 
gnées dans  le  i**"  numéro  du  III"  volume  des  Annales,    \ 

]3i.  Nous  donnerons  y  en  dernier  lieu  ^    la  démonstration 
de  cette  série  curieuse  qui  est  encore  due  â  Euler  : 

ï  x  =  f  sin  X  —  I  «in  ar  +  i  sîïi  3x  —  I  sîn  42?  4"  ®^<5. 
On  sait  que 

/  désignant  un  logarithme  népérien  :  conséquemment  > 

=  (x_l)-j(^-±)+j(^-i,),«o. 

=  (x— or')— ï(^'— a:-^)4-H'^  — ^*^)>  ^^ 
Soit  X  =  c*^~' ,  d'où  Ix-^-  z  v/ —  1  ,  on  a 

a  V/—  1  =  (  c*^-'  —  e— ^-')  —  i  (  e*«»^-'—  «-*-»^r>) 
+  ^(e^-'  — e-^*»^-')  — etc.  : 

divisant  par  a  v/—  1 ,  on  trouve 


1^  a  = ,  —  1  ( _ 1  -1-  etc. 

»  a  V^—  1  V»        av/— i        / 

mais  on  sait  que 


sm  nz; 


av/ — I 
donc,  en  changeant  z  en  x, 

^  X  =  X  sîn  X  —  ï  sin  ax  +  ^  sin  3x  —  1  sin  ipc  +  clc# 


y" 
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CHAPITRE  XXm. 

Sommation  des  puissances  des  termes  d'une  progrès^ 
sion  par  équidijfferences  ,  des  nombres  figurés ,  de 
leurs  inverses  y  et  des  produits  delà  forme  1.2. 5...p, 
I  .\2 . 5 . .  •  (  p  +  I  ) ,  etc.  Des  sommes  des  produits 
differens  qui  on  peut  former  ai^ectous  les  termes  iwnfi 
progression  par  équidifferences  ,  pris  2^2,  3^5, 
4^  4 >  ^^^'^  ^t résolution' des  équations  dont  lesrûr 
cines  forment  une  telle  suite ^ 

i32.»3oiT  la  progression  arithmétique  a,  A,  c,  d. ...ft>Ki 
ensorte  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  somme 

à"»  +  6"»  -f-  c"  4-  rf"»  +  etc. ,       ft"»  +  u", 

m  étant  un  nombre  entier  et  positif  :  par  la  nature  de  la  pro* 
gression  ^  on  a  ' 

c  =  h  +  l 
rf=  c  +  J^ 


^  étant  la  différence  constante  ;  d*où   on  déduit  les  égalité» 
suivantes  : 

A-  =  a«  +  7iia~-"»J^  +  ^^"^^^^  ar^i-^  +  etc., 
€'•  =  £•»+  mi'»-i<^  +  ^^^—^)  jm-»^.  ^  etc.. 
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d"  =  c"  +  md^'i-  +   "'^'"~'^  c»-*/»  4-  etc.» 

*  •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

j^«  _  jm    I    jnk'^^l  +  m{m—i)  ^^^^        ^^^^ 

Ajoutant   ces  égalités   membre   à    membre^   et  effaçant  le» 
-  termes  communs ,  on  aura  ^  en  transposant  a"*  dans  le  pre« 
mier  membre  , 

vT—  a"'  =  mf'  {  a'"-'4-i'«-'+  c«-»+  etc. . .  .+ft'"-*  ) 

+  ^   (^  —    ^)  ^a  (flin-a^  i"«+  c"»-»+  etC .  • .  .  +ft"«  ) 

^m(m~i)(m-a)  ^  (^,^3,^^..3_^e^3,f,  etc. . .  .^h^^ ) 
+  etc. 

Supposons  maintenant ,  pour  plus  de  simplicité  ,  que  les 
sommes  des  puis.sances  successives  de  chacun  des  termes  delà 
progression  ci-dessus ,  soient  représentées  par  Sj,  Sa ,  S3. . .  «^ 
Sm-i  >  Sm  >  réquation  précédente  deviendra ,  au  moyen  dt  ces 
abréviations , 

ii«— a«  =  m^  (  S«_,  —  u"-' )  +  "^^"^^^^  -^"(S„_a—  u"»^) 

,  m  (771— 0  (m — a)  1,0,0  ...—•in    ■  ^  v 

H ^ ^ ^^  (  Sm_3  — u-^-O  +  etc. . .  .(1). 

Cette  équation  nous  fait  connaître  la  relation  entre  les  sommes 
des  différentes  puissances  des  termes  d*une  progression  arith- 
métique ,  et  par  conséquent  elle  donnera  Sm— 1 ,  lorsque  les 
sommes  S|  ,  S^,  S3. . .   Sm— t  seront  connues. 

Nous  observerons ,  à  l'égard  de  cette  méthode ,  qu'on  est 
obligé  pour  calculer  chaque  somme ,  de  connaître  les  sommes 
précédentes.  La  méthode  suivante,  due  à  Thomas  Simpson  , 
e«t  exempta  de  cet  inconvénient» 
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On  a  pu  observer  sur  la  formule  (i),  que  Sm_,  dépend  de 

u"*  et  des   puissances  u"»"»,  u"*^ u*  ;  et  qu'ainsi,  après 

avoir  remplacé  u  par  sa  valeur  a+  (^n  —  i)^,la  somme  des 
puissances  m  —  i  des  termes  de  la  progression  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  n ,  sera  de  la  forme 

A'/i«  +  B'n«-»  + +  P  » , 

les  coefficîens  indéterminés  A',  B' P'  étant  indépendau» 

de  n  :  on  pourra  donc  supposer ,  par  analogie , 

S„  =  a-  +  (a+<^)'"^-  (a+air+.  ..,:+£a  +  (ii-i)V]« 
=  A/i^+'-f  B/i«4.  Cn"»-»  + +  P/i (a)  , 

A ,  B ,  C P  étant  pareillement  des  coefficieus  indépendans 

de  n,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Si  l'on  suppose  la  progression 
augmentée  du  terme  a  -f-  n^ ,  le  nombre  n  deviendra  /i  +  *  * 
et  l'identité  (2)  se  changera  dans  celle-ci, 

= A(ii+i)-+'+B(fi+i)~+C(n+i)«-.. .  .+P(/i+i).. .  .(3): 

retranchant  (3)  de  (3) ,  on  trouvera 

(a  +  7il)^  =  A  [^71+ 1)"^*—  nr-^'^  +B[(it+  i)"— i»"] 
+  C  [(/i  + 1)«-'—  n"-»] +  P. 

Si  l'on  fait  les  développemens  indiqués ,  qu'on  ordonne  de 
part  et  d'autre  suivant  n ,  et  qu'on  égale  les  coefiiciens  de* 
mêmes  puissances  de  n  ^  on  parviendra  aux  égalités 

2±lA=^^ 

(m+i)m^      m^^m^ 

1.2  11  ' 

i.a.3  i.a  *       1  i.a 
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(m+i)m(f?i— i)(m— fl)  .  ,  m(m— iXm— a)         (m-i)(m-a)^ 

r:^X4 ""^"^ TTÏTS ^+        i.a       ^ 

«  ^-a  D^  m(7n— 1)  (/yi— a)  ^,j,„,, 
1  i.a.3  ' 

etc.  , 
desquelles  on  déduit 

a 

a  a  i.a.3 

^_m(m~i)^j^^_,     yn— 1        m(m-i)        (m+i)m(yn^i) 
i.a.3  a  i.^a.S  i.a.3.4        ' 

etc. 

Si  dans  ces  formides  on  fait  successivement  m  =  o  ,  :=  i  >  =a, 
=  3 ,  etc. ,  et  qu'on  substitue  les  valeurs  correspondantes  de 
A,B,  C,  etc.  dans  (a),  on  trouvera 

4  3^4 

+ n, 

^  _^*    5  .    K3  2«— «^  1  ,    Ka  Ga*— Ga«^+^»    , 

.    .aa^— 3a»l^4-aJ^'   .  .  3oa^— Gofl3J^+3oa'(^*— <^' 
+  ^ j ;t«+ g3 «, 

S^  r=:  et». 


Digitized  by 


Google 


4?^  ANALYSE 

S*il  3*agîssaît  de  la  suite  des  nombres  naturels  i ,  2,3; 

4 "> }  on  aurait  a  =  /"=  i ,  et  les  sommes  ci-dessus 

deviendraient 

n 

o=/i =  - 

1 

S.=in«+i„ =  "("+') 

i.a 

1  .a. 3 

s,=i«*+>^+i«» ='£^iipï. 

4 


(4)- 


a. 3.4.5 
etc.  J 

Ces  formules  ,  en  y  faisant  n  =  12  ,  donnent  65o  pour  la 
somme  des  douze  premiers  carrés  ,  G084  Pour  celle  des  douze 
premiers  cubes  ,  et  60710  pour  celle  des  quaâèmes  puissances 
des  douze  premiers  nombres  1 ,  a la,  etc. 

Dans  l'hypothèse  de  a  =  1 , 

s.  =f  [a .+  («-  1)  ;^]  =  n  +  ^  (a  -  0  *: 

maintenant  on  aura  .  - 

pour  ^  r=:  1 . .  .S,  =  — i-—  =     ^  ^  \ fio), 

a  a  ^    '* 

^=2--S,=  n-. ....(a-), 

J<=3...S,=  /.  +  nn*-")  =  ^^ (30, 

«r=z=  4.  ..S,=  /i  +  a(/i»— n)  =  an»— 71.... (4*), 

etc.  etc.  etc. 

Si  dans  (i°.)  on  fait  successivement  /i=:  1,  =  a,  =3,  =±^4,  etc. , 
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^a  aura  cette  suite  de  sommes , 

•1,3,      6  ,       10  ,       i5  ,      etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  triangulaires  ou  trigonaux , 
parce  qu'il  est  possible  de  disposer  en  triangle  équilatéral  , 
un  nombre  de  points  ,  égal  à  celui  des  unités  que  chacun 
d'eux  renferme. 

La  formule  (a^.)  donne  *  par  les  mêmes  substitutions,  la 
suite 

1  ,       4  ,      9  ,       16  ,       25  ,      etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  quadrangulaires ,  parce  qu'il 
est  possible  de  disposer  en  carré  un  nombre  de  points ,  égal 
à  celui  des  unités  qu'ils  renferment.  Chaque  terme  de  cette 
dernière  suite  résulte  de  l'addition  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  suite  des  nombres  impairs  ,  à  partir  de  l'miité 
inclusivement. 

La  formule  (S"*.)  donne  la  suite  des  nombres 

1  ,      5  ,       1  a  ,      22  ,      35  ,      etc. , 

qu'on  nomme  pentagones  ^  à  cause  d*une  propriété  analogue. 

Les  nombres 

1  9      6  ,      i5  ^      28  ,      4^  ,      66  ^      etc.  ^ 

donnés  par  (4^) ,  sont  nommés  hexagones. 

La  formule  (2)  obtenue  ci-dessus ,  sert  à  trouver  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une  suite  dont  le  terme 
général^  est  exprimé  par  des  puissances  entières  et  positives 
du  nombre  des  termes.  Supposons,  en  effet,  que  le  terme 
général  d'une  suite  soit  anP ,  p  étant  un  nombre  entier  et 
positif,  a  un  coefficient  connu ,  n  le  nombre  des  termes ,  qui 
devient  en  même  temps  le  terme  général  d'une  progression^ 
arithmétique  :  la  suite  sera 

uir  -1-  a2^  ff.  aZf  +  a4P+ +  cn^ 
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puisque  chaque  terme  doit  se  déduire  au  terme  général,  en^ 
faisant  successivement  71=1  ,  =2,=4«  etc.  :  on  aura  doxic 
pour  somme 

a  [  iP  +  aP  +  3P  +  4?+. .  .4-  n?  ]  =  aSp  ; 

mais  on  peut ,  au  moyen  de  la  formule  citée  ou  des  formules 
(4) ,  évaluer  Sp  :  on  aura  donc  résolu  la  question. 

Si  le  terme  général  était  an^  -f-  bn^,  chaque  terme  de  la 
suite  à  laquelle  il  appartiendrait ,  se  composerait  de  la  somme 
des  termes  de  même  rang  que  les  deux  suites  qui  auraient 
chacune  pour  terme  général  an^  et  bnl  :  or  la  somme  des 
termes  de  la  première  suite  est  aSp  ,  et  celle  des  termes  de 
la  seconde  est  bS^  ;  donc  la  somme  des  termes  de  la  série 
proposée  est  aSp  +  bS^. 

On  voit ,  en  général ,  que  si  le  terme  général  d*une  série ,  est 

anff  +  bnf  +  c/i''  +  «te. , 

la  somme  des  termes  de  cette  série  ,  sera 

aSp  +  ^S,  +  CSr  +  etc. 

Soit  pour  exemple  ,  la  suite  des  nombres  naturels 

1,  a,  3,  4  ,  5 n: 

le  terme  général  étant  =  ;i ,  la  somme  de  tous  les  termes  sera 
=  Si  ;  mais  ici  a  =  ^=  1  ,  et  la  formule  (i*^  donne 

Soit  la  suite 

1*3,  G,  10 -^        : 

pubquon  a  pour  expression  du  terme  général , 
ji(yi  4-  O '**    I.  5 
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la  somme  sera 

a"^2~2\  1.2.3  /~  1.2.3 

Soit^  pour  dernier  exemple^  la  mite  des  nombres  pyra-* 
midaux 

''^'  '^'^^ ..a.S-^^' 

dont  le  terme  général  est 

1.2.3  ^  ^    *  ^    b       > 

on  trouvera  pour  la  somme  d'un  nombre  n  de  ces  termes , 

6^!i'^6~  1.2.5,4         ~  1.2.3.4       ' 

On  voit  donc  que  la  somme  d'un  nombre  n  de  termes  de 
chacune  de  ces  suites  >  est  le  terme  général  de  celle  qui 
suit;  ensorte  que  les  termes  de  celle  -  ci  sont  les  sommes 
successivics  d'autant  de  termes  de  la  série  précédente ,  qu'il  y 
a  ^'unités  dans  l'indice  du  term^  iommaioire.  Les  nombres 
ainsi  formés  se  nomment  nombres  figurés. 

Les  nombres  natmreb  sont  appelés  ncmibres  figurés  du  pre- 
mier ordre  :  les  nombres  triangulaires,  ou  les  sommes  des 
nombres  naturels ,  sont  dits ,  nombre^  figurés  du  second  ordre  : 
les  sommes  des  nombres  triangulaires ,  c'est-à-dire ,  les  nonibne* 
pyramidaux ,  sont  les  nombres  figurés  du  troisième  ordre  : 
les  sommes  des  nombres  pyrâmidaubc  forment  les  nombres 
Jigurés  du  quatrième  ordre ,  et  ainsi  de  suite.  r 

1 33.  Si  on  renverse' les  expressions  des  nombres  figurés,  on 

aura  les  inverses  de  ces  nombres:  Ainsi  l'expression  générale  des 

2 
iirverses  des  nombres  triangulaires  y  ^sera   -^ — --- — r  ;  celle 

4*.  \^n  "T"  1  ) 
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des  inverses  des  nombres  pyramidaux^  sera 


Cherchons   les  sommes  des   inverses  des  nombres  figurés. 

Désignons  par  S"  la  somme  des  inverses  des  n  premieri 
nombres  triangulaires  :  on  a 


1 
i.a 

1 
1 

1 

1 

1 

1 
3* 

1 

1 
3 

i  . 
4* 

1 

1 

71—1 

1  . 

in^i)n~ 

n* 

1 

1 

ces  égalités  ont  pour  somme  i  —  ,  et  consécpemment 

somme  qui  tend  vers  a  i  mesure  que  n  augmente. 

Soit  S*  la  somùie  des  inverses  des  n  premiers  nombres 
pyramidaux  on  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  ^ 
qui  sont 


on  a 


i.a.3       aLï.a       a-îJ* 

_i ifj L"l 

3.3.4""  a  La.3       S.^J* 
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5:43  — iL374"'T5J* 


(n — i)n(/H-0        ^  LC'* — a)ii        ii(/i+i)J* 

^"^^  \j^  "  (n+i)(/i+2)J' 

3 
soranis  qui  teiid  vers  »  à  mesure  que  n  augmente» 

On  trouve  àe  même  que  la  somme  S^^  des  inverses  des  n 
premiers  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  ,  est 

c.v_i:£iMri '         n. 

"^    —       3       Li.2.3       (/i+i)(/i+a)(it+3)J- 

la  somme  S^")   des  n  premiers    nombres  figurés  du   m''*', 
ordre  ,  est 

1  .a.3. .  .m  n 1 ^^ 1 "1 

(m— 1)    L^.2.S...(m— 1)        (ii+i)(fi+2).*.(>t+m— i)J* 

1.    .         ni 
somme    qm  a   pour    limite  • 

Voyez  sur  ce  point  de  théorie ,  un  mémoire  de  M.  Gergonîie, 
dans  le  n**  IV  du  tome  IV  des  Annales  de  Mathématiques. 

i34*  Les  formules  stihrantes  nous  seront  utiles  dans  le  dernier 
chapitre  de  cet  ouvrage.  Soient 

S,  =  i+a4-34-- - +  ^^1 

S.=  i.a +  2.3+3.4+ +  m(m+ï)/ 

S3  =  1 .2.3+3.3.4+3.4.5+. . . .  +m(m+i)(/n+2)l 


..(0: 


S^  =  1 .2.3 . .  .p+a.3.4. . .  (f7+i)+3,4.5 . . .  (p+2)+. 

. . .+  m(^+i)  (^+2). (p+ni— OJ 

3i 
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il  8*agit  de  prouye^r  qu'on  do^t  avpir 

Sa  =  j  m  (m+i  )  (m+a) 

S,  =r  ^  m(m-^iym+îO('^-}^...(iii-Hi— iXifi-|rp)] 

A  cet  effet,  supposons  que  cette  loi  ait  été  vérifiée  ponr 
les  m  —  i  preiçieri  t^xme$  d^  la  dernière  suite ,  de  manièR 
qu'on  ait 

i,fl-3 p  +  a.3.4.  ...(p4■0+3•4•5.•..(p+a)+.•• 
....-+•(7rl— i)  mQn  +  i) C^+P-"^) 

==  — i—  (m— i)  m  (m+0  (m+a) ....  (m+p-^)  (w+p-O  i 
p+  i 

çn  aura  alors 

Sp  =  — 1;^  (m— 1)  m  (m+i)  (/n+a) (m+p— 1) 

+  in(iii  +  0('»*  +  a) («»  +  P  — Oî 

c'est-à-dire, 

=  ~mCm+i)(i»+g)....(/»-HH-i)  (iii4p> 
p+i 

n  est  donc  prouvé  que  la  formule  sendt  vraie  ponr  les  » 

premiei^  termes  de  la  suite ,  si  elle  Tétait  pour  tes  m— 1 

premiers  :  oc ,  il  est  aisé,  de  6e  convainca:»  qa'allei  est  mi^ 

pour  le^  deu9^  preiu^er^  ;  cair  qD}  â^ 

1  .a. 3. . .  .p-ha.3.4 (p-t-i)  =  a.3.4. . .  .p  (i-fp+O 

=^.a.3.4...p{p  +  i)(p+a). 


u 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  483 

€e  qui  répond  à  m  s:  a.  Ainsi  rexpreârion  â«  8p  est  exacte , 
et  il  en  est  de  même  de  celles  de  S,  ^  Sa>  Sa. . . .  qtti  n*en 
sont  que  des  cas  particuliers. 

En  égalant  entr*eux  les  seconds  membres  des  identités  (i) 
ot  (a) ,  on  trouve 

m+(m-0  +  (m-2)+ i  +  a^^=±iIl±22 

jFi"4"'    wi    m    Fit— I    I   m^*— 1    ^-*-*3l  I  £•  I  »   I 

1        ai        a*i  a 

m +3    m+i    m 
•  1     ,       a        3 

m+a    m  +  i     m    .'m+i    m    m— i  ,        .    y  . 

^^7ii*f3    m+al    7»+i    m 

etc. 

]35.  Cherchons  actuellement  les  sommes  des  produits  dHFc-^ 
rens  qu'on  peut  former  avec  tous  les  termes  d'une  série  par 
équidifférences  ,  pris  deux  à  deux ,  trdis  à  trois  ,  quatre  à, 
quatre  j  etc. 

Soit  la  suite  de  termes 

a^h,    a+fàh,    a+Zh  ,    a+jÇh a  +  (77i— i)A: 

si  on  forme  une  équation  dont  les  rieinee  «oient 

—(a+K)  ,  — (a+aA)  ,  — (a+3A),  etc. . .  -.[a+Cm— i)A]  , 

et  qu*on  en   désigne   les  coefliciens   successifs  par  A\  A% 
A*. . .  .A^*^*^,  on  aura  l'identSté 

x"^  +  A'x"-*  +  ÀTx^^  +. . . . 4-  AC«-0 

étaas  laquelle  A',  A". .  • .  A0"-0  seront  les  produits  qu'il  s'agit 

3i.. 
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d'évaluer.  L'identité  précédente,  en  y  écriyant  jc  +  fe pour  x, 
deviendra 

{X  +  A)«-» + A'  (x+  *)•"-•+  A'  (x  +  A)"-'  +. . . . 

=  (a?+a  +  aA)(x  +  a+^A) (x +a  +  wiA)..  •  .(^0  : 

qu'on  multiplie  (i)  par  x  +a  +  mA ,  et  (2)  par  x  +0  +  *» 
et  on  aura  ces  produits  identiques 

(x+  a  +  mfc)  [x»-»+  A'x»-+  A'x*-"^  4.. .,  .+AC— ')] 

=  (x  +  a  +  fc)C(x  +  A)«-«  +  A'(x+A)— 

+A*'(x+ /i)"-3. .  •.  +  ACTO], 

qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 


x^'^-A' 
+  A'a 
4-A'7nfc 


x«^4-A* 
+  A''a 
+  A''mh 


X*"' 


,4-  AC"^0 
+  AC-'-Oa 


x  +  AC"^0(a  +  7iiA) 


;  x"+  mh 
+  0 


'         a 
+  C(m-.i)(A'+a)3fc 

+  A'4.A'c 


ac**^ 


mCm^iX"»— a) 


1.2.3 

(ro— i)(m — a) 

a 


A» 


(A'+o)/i' 


+  (A'+o)fc— 
+  (A'+aA'>fc— 
+  (A"+aA")fc"^ 
+  etc.  : 

comparant  les  coefEciens  des  mêmes  psissances  de  x,   on 


+  (m— a)(A'+A'o)A 


X—». . .+  h" 
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obtient  les  équations 

A'+a  +  mh=A'+a+mh , 

A"  +  A'a-f.  X'mh  =  îllfcli)  h'  +  (m~-  i)  A'ft 

+  (m  —  1)  oA  +  A"  +  A'a, 

A* + A'a4-  X'mh  =  "*  ^"'"'^  l"*""^  ft^ 

1.2.0 

+  (A'+A'a)  (m-Ha.)A  + A'+A'^a^ 
etc. , 

dont  la  première  ne  fait  rien  connaître  :  on  déduit  des  sui-^ 
vantes, 

A'  =  (7n  —  i)  a  -I i ^  fi  , 

aA-  =  (n.-a)A-^  +  ^^^^^^^^^(A-^-a>;^ 
^   m  (7y>— i)  (m— 2)  ^^ 

3A-==(m-3)A'^a+^îîi=:^Ç=5(A»+A'a)fi 

+ TT.  3 ^^  +^^* 

,    m  (m— i)  (771— g)  (tfi^S)  ,,, 

etc.. 

Si  on  fait  a  =  0  et  fi  =  i  ,  les  équations  précédentes  don-- 
neront  Tes  produits  un  à  yn  ^  deux  à  deux  ,  trois  à  trois  »  etc» 
de«  nombres^  naturels  ,  depuis^  i  jusqu'à  wi— •  i  ,  et  o» 
tvoayera 
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i.a  "*■  "        1.2.3  * 

m  (7n — i)  (771 — a)  (771 — 3) 

■*"         râ:3:4         * 

^^  i,a  "*"  i.a.3 

(771— 0(771— 2)(77l—5)(y7l~^^, 

ua.3.4 
771(771 — 1  )  (771— a)(y7i— 3)(7ii— 41 
"*"  1. a. 3.4.5 

etc.> 

résniuts  dont  la  loi  est  facile  à  saisir. 

Si  dans  la  progression  arithmétique  dont  on  est  parti ,  on 
suppose 

a  +  h  =  a' ,       d'où      «=30'  —  h  ^ 

et  si ,  de  plus  y  on  change  77»  —  1  en  771^^  on  aura  pour  nou- 
velle progression , 

a\    a'  +  A,    a'+afc,    a'  +  3h £/+ (771'— 1)  A  , 

ensorte  que  faisant  les   substitutions   cî-dessu»  dans  la  pre^ 
mière  yaleur  de   A",  on  trouvera ,  après  avoir  remplacé  A' 

par  771*  (a' — ft)  +  A»  et  elFectué  les   réductions 

i.a 

qui  ne  présentent  pas  de  difficultés  ^ 
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Qa^on  suppose  maintenant  une  équation 

xr'+  A'jp"-»+  X'af"^  -f-  A*x»-3  +  etc.  =  o  , 

dont  les  m  racines  fortnent  la  progression  arîttimérïque 

«,    a-f-A>    a  +  oh a-|-Cm— i)ft, 

la  même  que  ci-dessus ,  en  supprimant  les  accents  de  oT  ; 
les  coeOiciens  A^^  A*  seront  des  ionetions  des  racines ,  telle» 
que 


^._  m(m—t) 


r«»  +  (m  —  0  a»  -J-  (m — a)  (3m— l)  ^r 


de  ces  éqnatîbn»,  on  dédntra 

Connaissant  ainsi  îe  premier  terme  et  la  différence  cons-<- 
tante  h ,  on  pourra  former  tous  tes  termes  de  la  progression  , 
cVst-à-dire  y  toutes  les  racines  dé  la  proposée.  Posant  ^  pour 
abréger  > 

cm  aura  pour  les   m  racines  ^  dans  le  cas  de  m  nombre 
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«=-^CA'+(m-Oft], 
a;=-i[A'+(ni-3)ft3, 


x=-^(A'H-ft), 

771 

x=— 1(A'  — A), 


a:r=-ii:A'~(m-3)ft], 
•r  =—  -  [A'—Cm  — i)A]. 


m 

'^ans  le  cas  de  771  nombre  impair ,  les premières  et  les 

dernières  valeurs  de  x  étant  les  mêmes  que  ci-dessus , 

pous  n  écrirons  que  les  trois  valeurs  moyennes  qui  sont 

A'. 


0?=— i  (A'  — âjl); 


771 


Faisons  quelques  applications  de  la  théorie  précédente ,  et 
prenons  d*abord  Téquation 

X*  —  lox^  +  xBx*  —  hox  —  56=  o  , 

pour  laquelle  on  a 

m  =:2  4  ,      A'  =  10  ,      A'  =  i5 , 
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d*où  résultent 

A  =  3  ,      a  =  —  7 , 

ensorte  que  les  racines  sont  —  7,  —  4*  ""*>  +3,  pro- 
gression par  équidifférences. 

L'équation 

a^  —  Gx^  +  ih3c^  —  3ocxr'+  1471a;*  —  fl358x  +  2907  =  o  ^ 

donne 

m  =  6,      A'=  — 6,      A"  =3  85, 

d'où  résultent 

A  ==  a  v^ —  a  ,        a  =  1  —  5  V^a  ; 

les  racines  forment  donc  la  progression  arithmétique 

1—5  ^^—  a  ,      1  —  5  V^—  a ,         1  —  v^—  a  , 
i+ï/— a,      i+3v/r-a,       i+By/— a. 

On  trouvera  de  plus  amples  détails  sur  cette  matière ,  dans 
les  Elémens  d Algèbre  de  M.  Dubourguet. 
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CHAPITRE  XXIV. 

Décomposition  des  fractions  rationnelles. 


iSfi.Ci 


4E  chapitre  est  une  introduction  au  suiVsM  qui  traité 

des  suites   récurrentes    par   rapport  auxquelles  la  recherche 

du  te^ne  général  ne  présente  plus  de  difficultés ,  lorsque  la 

fraction  rationnelle  géoératrice  e^  décon^âéé  en  fr^ÉCtioi» 

simples  :  d'ailleurs   cette   décomposition  est  d'un  usage  très- 

fréqtient  dans  lé  calcifl  intégral.  Nous  allons   donc  e3q>oser 

les  mfétbodea  algébriques  les  plos  simples  pour  l'effectuer. 

N 
137.  Pour  épérei^  bette  décomposition  d'une  fraction  y^  >   2 

faut , 

1^.  Que  le  numérateur  N  soit  d'une  dimension  moindre, 
au  moins  >  d'une  unité  que  le  dénominateur  D  »  ce  qu^on  peut 
toujours  obtenir  par  la  division  ; 

9^.  Qu'on  ait  ^  par  les  méthodes  exposées  dans  les  deux 
sections  de  l'algèbre  >  trouvé  les  facteurs  simples  du  dénomina- 
teur »  ou  les  racines  de  ce  dénominateur  égalé  à  zéro. 

Soit  donc  la  fraction  rationnelle 

D  ~  (a:  — «t)  (x  — «') [x— •C'-o]  » 

«,  /. «tC»-0  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires, 

mais  inégales  :  on  pourra  supposer 

N__A_       _^  AC-0     , 
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A,  A' A(*^*)  étant  de«  coefficiens  constads  et  indétemî» 

nés  ,  fonctions  àe  a  ,  a'...  .aC»--0^  m,  t/ «C«-^0.  En  effet , 

si  on  réduit  toute»  ces  fractions  ato  même  dénominateur ,  qu'on 
en  fasse  la  somme ,  ce  qui  fournit  le  moyen  de  faire  dispa- 
raître le  dénominateur  D,  et  que  Ton  Compare  les  coefEciens 
des  mêmes  puissance»  àex  ^  on  aura  un  Nombre  n  d'équations 
entre  les   n  indéterminée»  A  ,  A'. . . . .  .AC""0,  d'où  résulte 

la  possibilité  de  les  étalutr,^ toutes ,  et  la  légitimité  de  ITijrpô- 
thèse  précédente. 

Soit,  pour  exemple,  la  fraction 

dont  les  facteurs  simple»  du  dénannateur  sont  x  ,  i  —  x  , 
1  +  X.  0^  posera  donc 


X 

d'où  on  déduit  l'identité 

i  +  a:*=A+(A'  +  A')x+(— A  +  A'— A')x*; 

et  en  coapavfttit  les  eoeIReîex»  des  mftnes  puissances  âe  x , 
on  trouve, 

A  =;:  1  ,      A'  31=  I  ,       A'  »  ^  1  ; 
d«nc 

i+x^  _  I  i i_ 

x  —  x^       x'^  i—x        i+x* 

i38.  Lorsque  les  &cteoes  du  dénominattur  seront  inégaux 
entr'eux ,  on  pourra  toujours ,  par  la  méthode  précédente  > 
déterminer  le& numérateurs  de» fractions  simples  ;  mais  le  calcul 
«ju'elle  exige  devient  d'autant  plus  long,  que  le  degré  du  dé- 
nominateur est  plus  élevé.  Nous  nous  proposons ,  dans  ce  qui  va 
suivre,  do  déduire  iipmédiatement  de  N  et  de  D,  l'un  quel- 
conque des  numérateurs  A  ,  A'. . . .  A^'""0,  sans  faire  dépendra 
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sa  valeur  de  cell^  des  dénomyiateun  précédeos ,  comme  il 

arrive  dans  la  méthode  que  nous  venons  d*exposer« 

Soit  X  —  «^  un  des  facteurs  de  D ,  ensorte  que 

D  =  (x  — •)S, 

S  étant  le  produit  des  autres  dénominateurs  x  —  «^ 

P 
S 


p 

X  —  •^■■'0  :  si  Ton  représente  par  ^  la  somme  des  firactiont 


A 

partielles ,  moins  la  fraction  ,  on  aura  Tidentité 

N_    A        P_AS+P(j:— ^)_AS4-P(^— jQ. 
D""x— •"*"S~      S(a>-u)      ~  D 

donc 

N  —  AS  z=P(x  — «). 

Le  numérateur  A  doit  donc  être  tel  que  N  —  AS  soit  exac- 
tement divisible  ]^ar  x — « ,  puisque  P  est  une  fonction  entière 
de  X  ;  ce  qui  ejdge  que  la  fonction  N  —  AS  s* évanouisse  pour 
X  =  «.  Cette  condition  sera  satisfaite  en  prenant 

(N)  et  (S)  étant  ce  que  deviennent  N  et  S  par  l'bj^polbèse 
X  =  fit  -,  d'où  nous  conclurons  cette  règle  :  Pour  déterminer 
un  des  numérateurs ,  il  faudra  dans  N  et  S  ,  écrire  pour  x 
la  racine  du  facteur  simple  qui  sert  de  dénominateur  à  la 
fraction  partielle  sur  laquelle  on  opère. 
On  a  dono 

_  a  +  g^it  +  Q^'  +  gV  +  etc> 
'    ~  («—•')(*— 0(*— O  etc.  • 
_  a  -f  flV  +  Q V«+  a%^  +  etc. 
~  (#'— *  )  (#'— 0(*— O  etc.  *• 
^_  a  +  qV+  fl V»+  a%''3^  etc. 
~  C-^"— •)  («  — -  )  («'—«•)  etc.  » 
etc. 
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Si  dans  l'exemple  précédent -3  ,  où  N  ±=  1  +  jc*,  et 

D=x  —  a:^,  on  prend  x  pour  le  facteur  simple  correspondant 
i  A  ^  on  aura 

S  =  1  —  x*, 

A 

et  le  numérateur  A  de  la  fraction  simple  — ,  sera  ce  quA 

deyient        •    ^  pour  x  =  o\  ce  qui  donne 

A  =  1. 

Prenant  ensuite  le  facteur  simple  1— x,  pour  lequel  S=i  x+x*, 
on  aura 

•^   ~  x+x*' 
ce  qui  donne  j  pour  x  =  1  , 

A'  =  1. 

EnEn ,  pour  le  troisi^e  facteur  simple  1  -|-  ^  >  ^  cause  de 

1  +  X* 

S=x — X*,  on  feraxrs —  1  dans      i,  ce  qui  domie 

A^'rr:—   1. 

Ainsi  les  trois  fractions  partielles  dans  lesquelles  se  décom-^ 
pose  la  proposée  ^  sont ,  comme  on  les  a  trouvées  plus  haut  « 

i+_î i_. 

XI  —  X         1  -f-x* 

139.  Si  parmi  les  facteurs  simples  du  dénominateur ,  plu- 
sieurs étaient  égaux  entr'eux ,  la  décomposition  de  la  fraction 
ne  pourrait  plus  avoir  lieu  dans  la  forme  précédente  :  en  effet , 
en  revenant  aux  formules  données  ci-dessus  pour  l'évaluation  des 
indéterminées  A,  A' . . .  A^*""'),  on  trouve  que ,  dans  l'hypothèse 
présente  j  plusieurs  de  ces  dénominateurs  deviezmeut  infinb  , 
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et  qu'ils  le  deviendraient  to«s ,  si  tous  les  facteurs  simples  du 

dénominateur  étaient  égaux  antr'eux. 

^  w 

Supposons  donc  que  le  dénominateur  de  la  fraction  xr , 

renferme  >  outre  les  facteurs  inégaux  pour  lesquels  on  connaît 
le  mode  de  décomposition^  un  nombre  n  de  facteurs  du  premier 
degré  ,  réels  et  égaux  :  on  pourra  toujours  supposer 

N_P        K  .^ 

S  étant  le  pfoduit  d#  tou«  les  CactAVs  inégaux^  tt  Q  celui  im 
facteurs  égaux ,  ensorte  que  D  soit  le  produit  des  po\]rBoinc8 
connus  Q  et  S ,  et  les  plus  hauts  exposans  de  x  dans  P  et 
dan^  K ,  étant  moindres  au  moins  d'une  unité  que  les  plus 
hauts  exposans  de  x  dans  S  et  dans  Q.  En  effets  l'équa- 
tion  (i)  donne 

pufwfie,  par  suppositton ,  Dst:  QS.  Soit  Dur  potjnome  dudegr^ 
^ ,  et  S  du  degré  m ,  m  étant  ^  (/  ;  N  sera ,  au  plus,  du  degré  q — i, 
et  Q,  au  plus,  du  degré  ç—m;  P  derra  être,auDlus,  dud^ré 
m — 1 ,  et  K ,  au  plus ,  du  degré  g — m — i  ;  P  aura  donc  m  termes 
etm  coefficiens  indéterminés,  et  R  en  aura  q^^m  :  le  produit  PQ 
sera  donc  du  degré  (/— i ,  ainsi  que  le  pfoduit  RS ,  e'est-a-<Kre , 
que  PQ  4-  RS  sera  du  degré  ç  -—  i  ,  ou  de  même  degré  que 
N  :  ainsi  PQ  +  RS  contiendra  q  coef&ciens  indéterminés  ; 
donc  N  ayant  q  termes  ,  on  pourra  former  entre  les  coefit- 
deoê  de  PQrf*RS  et  cewi  de  N ,  des  éq«ationa  Knéaises  en 
mwbf^  q  >  lesquelles  serviront  à  déterminer  las  q  ooefiideDs 
de  P  et  de  K.  La  déoMnpo9itiea  annoncée'  est  donc  tvsqoun 
f  QQsîbte  r  enacnrte  qae  >  dans-  rbj^dkèse 

D  =  (x— -)(a?~«  )  (x-«') (r— C)-, 
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on  pourra  posçr 

D—  ^S  '    •#■  /   "t*  if    "T"  •  •  •  ^ 

,   Rj:"^'+yjr-*+ +  RC'^0 

en  observant  qu'ici 

n  8*agit  donc  de  trouver  le  mode  de  décomposition  qui  con*^ 
Tient  à  la  fraction 

or,  »0U8    l'hypodièse    x  —  Cr=»,  d'oA   «==:*  + f*  eU« 
prend  la  forme 

B  B'      ,     B*  .  BC'-O 

les  numérateurs  B,  B' B^*~'^  étant  indépendans  de  «, 

ainsi  que  le  démontre  le  calcul  :  on  pourra  donc  supposer 

^  représentant  la  i^omme  des^  ff^çiûa^fi  partielles  dues  aux 

facteurs  inégaux  contenus  dans  D.  Si  on  réduit  au  mèniç  dé- 
xxominaten^ ,  on  trouvera 

N  =;  S.  C9^+Br  C^MD+B^  (^>-^„'+-  • . .  ^^BC-0  (x^^q 

4-P(x-C)-, 
d*où  Von  déduit 

^      N— S  [B^-B^(r^  4  B^(jp-g)«4-. .  .-j-BC-0  (o^-g)— '] . 
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Or  P  devant  être  une  fonction  entière ,  il  faudta  que  le  numé- 
rateur de  son  expression ,  soit  divisible  exactement  n  fois  de 
suite  par  le  dénominateur  x  —  ?  ;  ce  qui  exige  que  d'abord 
la  partie  N-^BS  du  numérateur  ,  devienne  séparément  nulle 
lorsque  a:  =  C  ;  donc 

(N)  et  (S)  désignant  ce  que  deviennent  N  et  S  lorsqu'on  y 
fait  a:  =  C  ;  conséquemment , 

N-BS  =  N-[gs. 

quantité  divisible  par  x  —  C ,  et  que  nous  représenterons  par 
N'  (x  — C) ,  ensorte  que 

p_y— S[B^+B^(x— f)+ +  BC"-0(x— C)»"] 

(x  — C)»-»  '* 

en  effaçant  le  facteur  commun  x — ff.  Faisant  le  même  rai- 
sonnement ,  et  supposant  encore  x  =  C  >  on  aura 

où  N'  et  S  ,  entre  parenthèses  ,  rappellent  la  substitutioa 
x  =  o;  donc 

N' —  SB' =  pr --  ^S, 

quantité  divisible  par  x — C,  et  que  nous  représenterons,  par 
N"  (  X  —  C) ,  ce  qui  donnera ,  après  la  division  par  x  —  C  , 

_N'^— S  [B"+  B^(x-^+. . .  .+BC"-0  (x—Q»-33 
(x  -  ^  )»-*  "  • 

On  trouverait  de  la  même  manière,  dans  l'hypothèse  xsC, 
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faisant  donc,  comme  ci-dessus , 

ir-.^s=N-(x-c), 

on  aura 

P  =  N'^— S  [B"+B'^  (x-C)  + +BC"-0  (x-Q-n 

d*où  on  déduit  pour  x  =C, 

(S)  * 
et   ainsi   des  autres   numérateurs. 

Prenons  pour  premier  exemple  la  fraction 

pour  laquelle  les  fractions  partielles  qui  résultent  du  facteur 
carré  (i — x)»  du  dénominateur,  sont 

B  B' 

(i— X)»  "^  1— X 
On  a  ici 

N  =  X»  ,      S=  1  +  x<, 
d'où 

N_     X» 

S  ~  i  +  x*' 

ce  qui  donne 

(S)       a 
pour  X  =  1  ;  donc 

(S)  .  1- ar*  — -xf,  ^ 

et  dÎYÎsant  par  i  —  x ,  conformément  à  la  règle ,  0  vient 
pour  quotient 

N'  -  -  1  -  i  X  -  i  «•  +  X  aJ, 

3fl 
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et  conséquemment , 

]S'        —i—x — x^  +  x^^ 

donc 

..  _  <N')  _        ' 

^  -  (S)  -  -  â 

pour  a;  =  1.  Les  fractions  dues  au  facteur  (  i  —  x)%  sont 

donc 

1  1 


2(1— jc)»        a(i — xY 

Soit  encore  la  fraction 

^ 

(1  — x)Hi+^")' 
pour  laquelle  les  fractions  partielles  dues  au  facteur  (i— x^, 

■  B  y  B'  . 

dans  ce  cas , 

N  =  «•,      S  =  1  +x»; 

OD  aura  donc 

-=-4^      et      B  =  i 
S         i+x* 

pour  xr^"!.  On  trouye  ensuite 

:=  < —  =3=  —  a  —  a  x, 

1  — X 

ce  qui  donne 

Nl  =  =lii:=i,      donc      B'  =  -i: 

ï  — «x 
donc 


et      B»  =  -  i- 
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Ainsi  les  fractions  partielles  qui  naissent  du  facteur  cubique 
(i  — x)'  du  dénominateur^  sont 


140.  Passons  au  cas  où  le  dénominateur  D  contient  des  fac- 
teurs imaginaires  «t  inégaux  :  en  multipliait  entr'eux  lesfac- 
teurs  imaginaires  conjugués  ,  on  aura  des  produits  de  la 
forme  x*  —  24ix  +  «»  +  C*,  et  on  posera 

N  _  A+Bx  P 

en  observant  que 

on  tire  de  là 

N  ==  S  (A-f-Bx)  +  P  (^x^—Q^x  +  ^+S^): 
er  les  racines  de 

X»  —  2io7  +  *•  4.  C*  =  o 
étant 

X  ^  m  +  e  \/—  1  ,      X  =  *  —  C  ^/-.  1  ^ 

si  Ton  substitue  pour  x  Fune  de  ces  racines  dans  l'équation 
ci-dessus,  N,  S  et  P  donneront  des  résultats  de  la  forme 
m  +  7»  ï/—  1  (Chap.  I  et  XX) ,  ensorte  qu  on  aura 

7n4-^i/— i^Cz/i'  +  'i^^—  ^)CA+B(•  +  ^^/_,)]- 
équation  qui  se  partagera  en  deux  autres,  dont  Fune  aura  lieu 
entre  les  quantités  réelles ,  lautre  entre  les  quantités  imagi- 
naires ,  et  au  moyen' de  ces  équations,  on  déterminera  A 
et  B.  On  opérerait  de  la  même  manière  pour  les  autres  couples 
de  facteurs  imaginaires. 

H  nous  Test^  à  considérer  cette  forme  du  dénominateur 
^  D  =  (x»— 3*x+#»+C*ys  =  X^S. 
A   l'effet   de    déterminer  les  fractions  partielles  qui  corres^ 

32.. 
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pondent  au  facteur  X',  on  posera 

N      A'-i-Vx  ,  A'+B'J  ,  A'+B'x  ■ 

+  — X — ■*"§' 

réduisant  tous  les  tenues  du  second  membre  au  dénominatew 

D^  puis  multipliant  par  D  ,  on  aura 

N=S(A'4.B'x)  +SX(A'+B'x)+SX'(A-H-B-x)+. ... 

. . . .+  SX'-'XAW  +  BO-)x)  +  PXc  : 
^is  les  racines  de  l'équation  X=o.  étant-diC  l/-i,  siVon 
euppose  X  =  .  +  C  k^- 1 .  le  polynôme  X  se  réduira  a  zéro , 
N  deviendra  m  +  n^—i,  S  deviendra  m  +  «  »/—  >  » 
de  sorte  que  l'équation  ci-dessus  se  changera  dans  la  suivante . 
^4.„V-i  =  (m'  +  «V-OCA'+B'(-+ffV/-0]: 

les  parties  réelles  devant  être  égales  ainsi  que  les  parties  ima- 
einaires ,  on  formera  deux  équations  qui  serviront  à  determmer 
ÎTet  B'  :  désignant  ces  valeurs  par  a'  et  b',  l'equation  ci- 
dessus  donnera 

N-S(a'+yx)  =  SXCA'+B'x)  +  SX»  (A'+B'x)  + 

+  SX'-»  (At^)-I-  BWx)  +  PX»-  : 
or  le  premief  membre  étant  divisible  par  X  ou  par  x«-a«r 
+  «•  +  C».  si  l'on  désigne  par  N'  le  quotient  de  cette  divi- 
-«ion ,  on  aura 

N'  =  S  (  A''  +  B'x)  +  SX  (  A'+B-x)  +. . . . 

+  SX'-»  (  AO")  +  BC')x  )  +  X'-, 

éqiiation  qui  servira  à  évaluer  A"  et  B',  sous  l'hypothèse 
^.--^^.f  ^—  1  ,  et  ainsi  de  suite. 
Nous  n'entrons  pas  ici  dans  de  plus  grands  détails,  par» 
■  que  le  calcul  différentiel  offre  des  méthodes  beaucoup  pi» 
brièves  pour  résoudre  la  question,  comme  on  peut  le  voir  da» 
notre  Traité  cité  plus  haut. 
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CHAPITRE  XXV. 


Des  suites  récurrentes. 

141 .  v-f  N  a  VU  (  !'•  sect.,  chap.  XX  )  qu'une  fraction  ra- 
tionnelle de  la  forme 

a  J^  bx  +  cx^'+dx^  + +  px°^' 

engendrait  une  suite  dans  laquelle  le  coeiEcient  d*un  terme 
quelconque ,  à  partir  du  m'^%  dépendait  de  ceux  des  m  termes 
précédens  ,  suivant  une  loi  constante  déterminée  par  le  déno- 
minateur de  la  fraction  développée.  Cette  relation  qui  existe 
toujours  entre  un  même  nombre  de  termes  consécutifs  >  a  fait 
appeler  ces  suites  récurrentes ,  et  les  quantités 

<f  ^         £l  *' 

par  lesquelles  il  faut  multiplier  les  coeiEciens  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  Ton  cherche  y  portent  ensemble  le  nom 
d^échelle  de  relation, 

14a.  On  a  déjà  traité  [  !'•  sect. ,  (XX)]  le  problème  suivant  : 
jttant  donnée  la  fraction  rationnelle ,  trouver  la  suite  qui 
provient  de  son  développement.  Il  reste  encore ,  {jour  terminer 
ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cette  matière ,  à  résoudre  les  ques^ 
tioB3  suivantes  : 

1**.  Étant-  données  la  suite  récurrente  et  l'échelle  de  rela^ 
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tion  ,  trouver  la  fraction  rationnelle  génératrice ,  et  là  somme 

dun  noîAbre  quelconque  de  termes  d'une  telle  suite  ; 

a°.  Une  fraction  rationnelle  étant  donnée  ,  on  propose  dé 
trouver  le  ternie  général  de  la  série  récurrente  à  laquelle  elle 
donne  lieu  ; 

3°.  Étant  donnée  une  série,  découvrir  si  elle  est  récurrente, 
et  assigner  la  fonction  génératrice  ; 

4°.  Le  terme  général  d'une  série  récurrente  étant  donné, 
trouver  la  fraction  génératrice. 

i"*.  L*échelle  de  relation  étant  donnée  ,  le  dénominateur  de 
la  fraction  génératrice  eat  connu  ;  il  n  y  a  plus  ,  pour  résoudre 
la  première  question  ,  que  le  numérateur  a  déterminer. 

•  Soit  donc  donnée  la  série  récurrente 

A  -f  Rr  H-  Co?*  -H  Dx^  +  Ex^  +  etc. , 

BjajA  pour  échelle  de  relation 

a',      -y,      +c',      -«f: 

le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  seta 

1  _  a'x  +  ^x» —  cV  +  d'x^. 

Posons  a  +  i.x  4"  ^-y*  +  ^^^  P<>*""  ^  numérateur  :  les  coefii- 
ciens  a,b  ,  c  y  d  doivent  être  tels  que  la  proposée  résulte  du 
déyeloppement  de  la  fraction 

a  +  ix  +  cx^+  dx^         ^ 
i—a!x+  6V  —  c'oc^+d:xi  ' 

il  {audra  dope  que  Tidentité 

a  +  6x  +  ex*  +  doc^ 
=  (A+Ba:+Cx»+Da:3^etc.)  (i-^'x+6V— cV-M'a:*) 

ait  lieu  q^el  que  soit  x  ;  ce  qui  donne  >    en  développant  et 
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comparant  les  coeificiens  des  mêmes  puissances  de  x, 

a  =  A, 
b  =  B  —  a'A , 
c  =  C  —  a'B  +  y  A , 
d  =  D  —  a'C  +  6'B  —  C'A, 
etc. 

Donc  la  fraction  génératrice  demandée  sera 

A+(B-a'A)x-f(C--g'B-(-yA)x^+(D-a'CH-yB— c'A)x^ 

n  est  facile  de  comprendre  maintenant  comment  on  trouve 
la  somme  d*une  suite  récurrente  continuée  jusqu'à  un  terme 
donné.  En  eiTet  ^  supposons  qu'il  soit  question  de  trouver  la 
somme  de  la  série  proposée  jusqu'au  terme  Px"  inclusive* 
ment ,  et  faisons 

S  =  A  4-  Bx  +  Cx*  +  etc +  Px*  : 

comme  la  somme  de  cette  série  prolongée  à  l'inCni  est  connue  , 
cherchons  celle  des  termes  qui  suivent  le  dernier  Px"  à  Vinfini, 
et  soit 

S'  =  Qx»^»  +  Rx*^  +  Tx»^5  ^  xjx»^  +  etc.  ; 

cette  série ,  divisée  par  x**"' ,  donne  une  série  récurrente 
parfaitement  conforme  à  la  première  >  dont  la  somme  sera 

g,_Qx»"»-»-(R-a^Q)j:"^^(T-a^R-i-yQ)x'^-4-(U.^^T+MlVQ)x»*^^ 
r-.a'x-f-6'x»— cV+ifx*  ' 

donc  la  somme  cherchée 

g_A+(B--a'A)x+(C— fl^B+yA)x'+(D— g'C— yB— c'A)x^ 
i_ax-H»'x»— r'x^-Hfx* 

1  «.a'x+AV— c'x'-H  X» 
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Qn  opérerait  de  la  même  manière  pour  trouver  la  fraction 
génératrice  y  dans  le  cas  où  l'échelle  de  relation  serait  com- 
posée d'un  plus  grand  nombre  de  termes. 

Soit ,  pour  exemple ,  la  série 

1  +  &r  +  aj3^  +  64r^  +  ia5x*  +  etc., 

dont  l'é^ielle  de  relation  est 

\ 

ensorte  que 

aV=  4  ,    y  =  6  ,    c'  =  4  ,    J  =  I , 

A  =  1  ,    8  =  8,    C  =  a7  ,    D  =  64, 
1  —  4x  +  6x*  —  41:»  +  X*  =  (  1  — xy-, 

on  trouvera 

fl  î=  1, 

6=8-4=4, 

c  =  37  —  3a    -J-  6    ;=  1 , 

d  =  64  —  108  4-  48  —  4  =  o, 

et  par  conséquent ,  1  +  4^  +  x*  pour  le  numérateur.   La 
fraction  rationnelle  génératrice  sera  donc 

1  +4x  +  x* 1  4'4x  +  x* 

1— 4x  +  6x*  — 4x3+x*~     (1— x)*   • 

Soitj  pour  second  exemple ,  la  série 

1  —  6x  +  iftx*  —  48^  +  120X*  —  etc. 

dont  réctelle  de  relation  est  —  1  +  6;  le  dénominateur  de  la 
fraction  sera  i  +  ^-^  6x*  ;  on  trouvera  ensuite 

a=:i»      6  =  —  5,      c  z=i  Q  \ 
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ûonc 

représentera  la  fraction  dont  la  série  proposée  est  le  déve- 
loppement^ et 

1  —  5  j  +  4^Sar^  ->  7«ar^ 
1  +  a:  —  Sx* 

sera  la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  cette  série. 

a^.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  terme 
général ,  et  considérons  d*abord  la  fraction  rationnelle  la 
plus  simple 

A 

1  —  rx' 
la  âérie  résultante  de  son  développement,  est 

A(i  +  rx  +  r»x»  +  r^x^-i^ +  r»x*), 

dont  le  terme  général  est  Ar^x".  On  appelle  ainsi  cette  ex- 
pression,  parce  qu*en  y  mettant  successivement  tous  les  nombres 
entiers  et  positifs  au  Ueu  de  n  ,  on  obtient  tous  les  tenues  de 
la  série. 

Si  la  fraction  rationnelle  génératrice  avait  pour  dénominar* 
terxT  un  poljnome  d'un  degré  plus  élevé  que  le  premier,  on 
la  décomposerait ,  d'après  ce  qui  a  été  enseigné  dans  le  chapitre 
précédent,  en  une  suite  de  fractions  simples  de  la  forme 

A  A'  A" 


1  —  rx  '     1 


'    ^3171'    I  — /'x*    "^^^^ 


et  alors  il  serait  facile  d'obtenir  le  terme  général  de  la  série  ré- 
sultante du  développement  de  la  fraction'  proposée ,  parce 
que  ce  terme  général  serait  la  somme  des  termes  généraux 
des  séries  données  par  les  fractions  simples. 
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En  effet,  soient 

A  (i  +  rx  +  r»x*  +  r'xs  ^ +  ,*x»  +  etc.), 

A'  (i  +  /x  +  /*x«  +  /V  + +  /"x«  +  etcO> 

A-(i  +  /x  +  /^a7*+  r"3ar3  + +  r^'-o-  +  etc.), 

A^Ci+r^x  +  y^»x»+  r^jc^^ ^  r'-x»  +  etc.), 

etc. 
les  séries   récurrentes  qui  naissent  de  chacune  des  fractions 
simples  ,  et 

A  +  Bx  4-  Cr*  +  Dx3  + +  Rx»  +  cte. 

le  déTeloppement  de  la  fraction  proposée  :  comme  on  aurait , 
par  hypothèse,  Téquation  identique 

a  +  bx  +  rx^^H"  dx^+ +  pj^""' 

1  —  ax  —  b'x* —  ^'x" 

la  suivante 


A  +  Ar 

A'+  AV 
A'+  AV 
etc.      etc. 
A  +  Bx  + 


x+. 


.+ Ar»       x»  +  etc. 
•+  AV» 
+  AV» 
etc. 
.+  Rx»  +  etc. , 


aurait  lieu  aussi  ;  ce  qui  donne 

R  =  Ar»  +  AV»  +  AV»  +  etc. 

Ainsi  cette  question  ramène  à  la  décomposition  de  la  frac- 
tion rationnelle 

a  +  bx  +  cx*+  dx^+.  >  »  .  +  px"*"'' 
1  —  a'x—  6V— c  x3— . . ,  .—  q'x^     * 

en  une  suite  de  fractions  de  la  forme 

A  A^   ,  A'-  ^^^ 

i  —  rx  "*"  1  — /x  "^  1  —  i^x  "*"  ^  ^' 

ce  qu  on  sait  faire  généralement  par  le  Chapitre  précédent. 
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Soient  les  fractions 


1  — X  ^  1  —a? 

et 


on  trouvera  que    la  première  se  décompose  ilans  les  deux 
suivantes  ^ 


1  +0;         1  —  2X* 
et  la  seconde  dans  celles-ci  ^ 

1  —  2x        1  — Oa; 

n  est  facile  maintenant  de  trouver  les  termes  généraux  des 
séries  que  donnent  les  fractions  précédentes.  Pour  la  première  ^ 
on  fera  la  somme  des  termes  généraux  des  séries  données 
par  les  fractions 


et 


et  on  trouvera 

C!  (-  0-  +  i-a-  3  X»  =  (^^)  ^, 

les  signes  -f-  ^  "**  ayant  respectivement  lieu  pour  n  pair  et 
impair.  Faisant  successivement 

n  =  o,    =i>    =a,    =3,    etc., 

on  aura  la  série 

1  ^  ox  4-  2x*  + 2x5 +  6x^4-  iox^+2aa:*  +  4^w:'  +  ^^^' 

Le  terme  général  de  la  seconde  fraction,  sera 

fl-S^-x* —  a».x"  =  (a. 3*—  a")  x"; 

et  posaftt  successivement  n  =  o,=i,==a,  etc. ,  on  aura 
la  série 

1  +  4^  +  i4^  +  4Sj^  4"  146a:*  +  etc. 
Prenons  encore  pour  exemple  la  fraction 

1  .p— X  — X*  * 
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les  facteurs  du  dénominateur  étant 

on  aura  les  fractions  partielles 

i  +  i/5  1  — »/5 


-('-^>    .-(— .X 


lesquelles  donnent^  pour  le  terme  général  de  la  série  pro« 
posée , 

c(^r+(^r]^- 

d'où  Ton  déduirait  le  développement  en  série  de  la  proposée. 
3®.  Soit  la  série  donnée 

S  =  A  4-  B"»^  +  Cx*  +  etc. , 

dans  laquelle  A  ^  B  ^  C  ,  etc.  sont  donnés  en  nombres  :  il 
6*agit  de  reconnaître  si  les  nombres  A ,  B  ^  C,  etc.  formai 
une  série  récurrente. 

Nous  observerons  d*abord  que  si  l'échelle  de  relation  n'est 
composée  que  du  seul  terme  a\  on  a 

B  =  Aa' ,      C  =3  Ba' ,      D  =  Ca' ,    etc.  ; 

d'où  l'on  déduit 

,        B        C        D      ^ 

a  =-=^=^,etc. 

Ainsi ,  lorsque  dans  toute  l'étendue  de  la  série  ,  chaque  coe&l* 
oient  divisé  par  celui  du  terme  précédent^  donne  le  même  quo- 
tient ,  la  série  est  récurrente. 
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La  série 
'  a  —  4a:  +  8x*  —  \6jc?  +  etc. 

satisfait  à  cette  condition^  et  donne  pour  quotient  constant—  22; 
ensorte  qu'elle  résulte  de  la  fraction  — • 

^  l4-2X 

Lorsque  les  quotiéns  ne  sont  pas  égaux ,  Téclielle  de  re-* 
lation  contient  au  moins  deux  termes  >  al  et  V ,  et  ces  incon- 
nues doivent  satisfaire  aux  relations 

C  =  Ba'+  Ai',    D  =  Ca'  +  Bi' ,    E  =  Da'  -f  Ci',    etc.  ; 

les  deux  premières  équations  déterminent  les  valeurs  des  in- 
connues af  et  b'  ;  et  lorsqu'elles  satisfont  à  toutes  les  autres 
équations  ,  ia  série  est  récurrente ,  et  elle  résulte  de  la  fraction 

A+(B  — Aa')a:  «      ,  *      •  1 

- — i— ~7 1/-4— •  En  observant  qu  alors 

1  —  ax  -"-^  à  or 

a  +  bx 


.  =  A+Bx  +  Cx*+etc. 


1  — a'x— i'x*' 

La  série 

i  ^  X  +  5x^+  i'5xi^+  4ix*rt-  iaia:'+  ZBSjcfi  +  etc., 

donne 

5=    a'    -Ki'  ,  i3=    Sa'  +  b\ 

41  =  iZa'  +  5i',  lai  =  4^a'  +  i3i'. 
etc.  etc. 

Les  deux  premières  équations  donnent 

a'  =  a  ;      i'  =  3, 

valeurs  qui  satisfont  aux  suivantes  j  d'où  on  conclut  qup  Is^ 
série  est  récurrentci 

Mais  la  méthode  suivante  est  préférable,  parée  qu'elle  con- 
duit au  but  d*une  manière  directe. 
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Soient  les  termes  donnés  et  connus   A>  B,  C,  D,  etc.  : 
on  en  formera  la  série 

A  +  Bx  +  Cx^  +  Ba^  +  Ex^  +  etc. 

qu*on  supposera  =  S  >  et  il  s'agira  de  chercher  si  elle  peut 
résulter  du  développement  d*une  fonction  rationnelle  quel* 
conque,  où  la  plus  haute  puissance  de^x  dans  le  numérateur, 
•oit  moindre  que  dans  le  dénominateur. 

Supposons  d'abord  que  la  série  proposée  soit  le  déyelop- 

%  «  ». 

pement  de    ^      y    ,  ou  qu  on  ait 

c  a  .  1        a'  +  bx 

d'où  il  suit  que  si  Ton  divise  l'unité  par  le  pol3mome  S ,  en 
ordonnant ,  dans  l'opération  ,  les  termes  suivant  led  puissances 
de  a;  y  on  trouvera  nécessairement ,  dans  l'hypothèse  actuelle  , 
un  quotient  e^cact  composé  de  deux  termes  p  4"  9-^* 

La  série 

fl  ^  ^  4.  8x»  —  iGx^  +  3ax*  —  etc. 

est  de  cette  espèce  ;  car  en  divisant  l'unité  par  cette  série , 
on  a  pour  quotient  j  +  x  ;  donc 

=  ï  +  ^>       dou       S  = 


Lorsque  la  division  de  l'unité  par  S,  ne  se  fait  pas  sans  reste, 
la  série  proposée  n'est  pas  le  développement  de    ^       ,^    ,  et  il 

d   ^"  D  X 

faut  rechercher  si  l'on  n'a  pas 

_         a+bx 1  _  a+b'x+c'x* 

^~  a'+l/x  +  c'x''     "^^^     S~        a  +  hx         ' 

après  deux  divisions  partielles ,  on  obtiendra  un  quotient  p  +  V^ 
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avec  un  reste  de  la  forme  «x^  -,  donc 

â  =  P  +  ^^  + 


a+bx' 

d'où  Ton  conclura  que  si  Ton  divise  Tunîté  par  le  polynôme 
S^  et  qu'on  pousse  la  division  jusqu'à. ce  qu'on  ait  dans  le 
quotient ,  deux  termes  tels  que  p  -H  ^x  ^  on  aura  un  resttf  qû 
sera  nécessairement  divisible  par  j^,  et  qu'on  pourra  représenter 
par  S'x*,  S'  étant  une  nouvelle  série  de  la  forme 

T  +  Tx+  Tx^  +  Vx^  +  etc.  ; 
donc 

1  SV  ,  «X» 

-  =  p  +  ,x  + -g- =  p  +  «F  +  jq:^, 

conséquenunent  ^ 

S'  -a  «  .        S        a+bx         ,         , 

-ê-=       .   ,     ,      dou       ^,  = zzzp'  +  q'x. 

S        a  +  bx  S  «  f^         -i 

JDonc  si  l'on  divise  le  poljmome  S  par  le  polynôme  S'^  on  aura  ^ 
àikns  rb}rpotbè8e  actuelle  ,  un  quotient  fini  de  deux  tenues 
tels  que  p'  +<fx.  On  est  donc  conduit  à  ces  deux, équations  ^ 

g  =  p  +  ^x  +  ~g-  ,     ^  =  p  +  (fx;. 
de  la  première  on  déduit 

s  = 


S' 
et  en  remplaçant  ^-  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  ontteaTera 

S l p'+cfx 

"p  +  qx +  -,-£-       (P  +  9^)(P'+9'^)+^'* 

fraction  génératrice.  On  peut  appliquer  cette  analyse  à  la  série 

1  —  ax  +  3x*  —  3x^  +  9^  — *  27X*  +  etc. 
^  rechercher  sai  fraction  génératrice. 


^ 
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Supposons  encore  que  la  condition 

ne  soit  pas  satisfaite  ;  on  recherchera  si  la  série  proposée  a 
poui*  somme 

^  _         a+bx+cx*  1^  _aJ^Vx+c£+i£ 

^  ^  a'+i'x+cV+d'x^'  ^^"^  S  ~       a+bx+cx'       ' 

qu'on  divise  le  numérateur  de  cette  fraction  par  son  déiKh 
minateur ,  on  aura  ,  après  deux  divisions  partielles ,  un  quo- 
tient de  la  forme  p  +  qx ,  et  un  reste  tel  que  «  x*  +  W  ; 
donc 

1  ,  .       m'x^^Cx^ 

g  =  p  +  (;x  +  — p^-^--j. 

H  suit  de  là  que  si  Ton  divise  l'unité  par  le  polynôme  S ,  rt 
que  l'on  continue  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  dciff 
termes  tels  que  p-f-çx,  le  reste  sera  en  total  divisible parx*! 
et  pourra  être  représenté  par  S'x',  S'  étant  encore  une  série 
de  la  forme 

V  +  y'x  +  Vx»  +  V^x3  +  V'^x*  +  etc.; 
on  aura  donc 

donc 
S'  »'+fx  .    ..       S  _a  +  bx+j^ 

Or  en  divisant  le  numérateur  de  cette  fraction  par  le  déno- 
minateur ^  il  est  clair  ^'après  deux  divisions  partielles^  ob 
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aura  , 

■E^  —  P+q^  +  jr 


donc  si  l'on  divise  le  polynôme  S  par  le  polynôme  S\  ejt  qu'on 
pousse  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  ait  au  quotient  deux  tiennes.  . 
tels  que  p'  +  q'x ,  le  reste  sera  nécessairement  divisible  par  x^,  ^ 
et  pourra  être  représenté  par  S^x*,  S^  étant  une  nouvelle  lérie. 
de  la  forme 

X  +  X'x  +  X'x^  +  X'x'  +  etc.  : 

donc 

d'où 

Ainsi  3  dans  Thypothèse  présenté  >  en  divisant  le  poljnaome  S' 
par  le  polynôme  S"^  on  aura  un  quotient  fini  tel  quep''-)-  q'x* 
Au  moyen  des  équations 

1  ,  .     S'x*        S  ,   .      ,       .    S'a:*  ' 

S'  ' 

§5  =  p'  +  9''^,\ 

on  trouve 

""  (p+^^)(p'-H'^)(p'+9''^)+C(p+^xH-(p''+9''a:)]a-  ' 
fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 

On  conclura  donc ,  en  général ,  que  pour  reconnattre  si 
la  série  proposée  S  est  récurrente ,   il  n'y  a  qu*à  diviser 

33 
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Funité  par  S ,  jusqu'à  ce  quon  ait  au  quotient  deux  tefmei 
tels  que  f-^qpc,  et  dénotant  le  reste  par  S's^,  on  divisera  S 
par  S'  jusquà  ce  que  ton  ait  aussi  au  quotient  deux  termes 
tels  que  p'  +  q'x;  dénotant  de  même  le  reste  par  S'z*,  on 
divisera  encore  5'  par  8"^  jusqu'à  ce  quon  ait  au  quotient 
deux  termes  p^  +  q'x ,  et  ainsi  de  suite.  Si  la  série  est  vé" 
ritablement  récurrente ,  t opération  se  terminera  nécessairement 
d  la  nf*^  division ,  ensorte  que  le  reste  S(")x*  sera  nul.  Autre* 
ment  F  opération  ira  à  l'infini. 

On  demande  si  la  suite  des  nombres 
I,  a,  3,  5,7,  5,  i5,  9,  3i ,  17,  63,  33,  127,  65,  etc. 
dont  on  ignore  la  loi ,  est  une  suite  récurrente. 

Ayant  formé  la  série 

S = i+ax+3x*+3x5+7x<+5x»+ï  5a:«+9x'+3ix«+i7x9 
-f63x"^4.33x"+ia7x'»-f65x«3+etc. , 

on  ciÎTisert  Vanité  par  S ,  ce  qui  donnera  le  quotient 
p  -{-  </x  =  1  —  no: , 

et  le  reste  x*  +  Za?  — •  x^-f-  etc.  entièrement  divisible  par  x*. 
Cette 'division  faite  ,  on  trouvera 

S'  =  i +3x— a:»+9x?— Bx^+aix»— i3jc«+45x'— fljx* 
+  gSrs— 6ix»» -4- i8x»,  etc. , 

•t  divisant  S  par  S^,  il  viendra  pour  quotient 

p'  4-  ç'x  =  1  —  X, 
et  pour  reste, 

7x*  «  7x'  +  aix*  +  etc. , 
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leqnel  étant  dhrisa  par  s*,  domiera  la  s^ri* 

> 

+  ai7JB*— ai7x»,  etc.  : 
divisant  S'  par  S',  on  anra  le  quotient 

nvec  un  reste  nul  ;  ce  qœ  démontre  qne  la  snite  proposée  est 
effectivement  récmrente.  Les  valeurs  nun^ériques  de  pyÇ, 
p\  (f  ^  p'i  (f  substituées  dans  la  formule  générale  S  ^  corres- 
pondante au  cas  de  trois  divisions^  donnent  pour  fraction 
génératrice 

1  4-3x4-3:r' 


S  = 


1  +x — ax* — aor*  * 


dont  réchelle  de  relation  est  —  i  ,  +  a,  +a;  ensorte  que 
ai  t  ^(^fyf  sont  quatre  termes  consécnti£i  quelconques  de  la 
eérie  proposée  ^  on  aura 

r  =  —  f  +  af'  +  al. 

Pour  trouver  Texpression  du  terme  général  «  on  prendra  les 
facteurs  du  dénominateur^  qui  sont 

1  +  X  ,      1  +  X  i/a ,      i  --  X  v/a , 

•t  on  aura ,  d'après  le  chapitre  précédent , 

•      1+  • 


d*où  l'on  dédnira  le  terme  général 

33., 
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On  trouverait  exactement  dé  la  même  manière^  que  la  série 
des  nombres 

1,  i,  i>a,4^6,  7,7,7,  8,10,  ia,i3,  i3,  iS,  i4,  i6,ctc. 

est  une  série  récurrente  ayant  pom:  fraction  génératrice 

^  1  —  aar  +  ax* 

d'où  résulte  Téchelle  de  relation  3,  — 4,3,  —  i.  Le  déno- 
minateur se  résout  dans  les  facteurs  (i  — xy,  i  — x  +  x", 
dont  le  dernier  se  décompose  dans  les  deux  suivans , 

qui  reviennent  à 

,  ^-(cos  J  +  sinîv/-.i)x, 

jr  représentant  la  demi-circonférence  ;  à  ces  facteun,  on  peut 
substituer  les  suivans  (  chap.  XIX) , 

cnsorte  que  ,  (  chap.  XXIV)  ,  la  fraction  génératrice  pourra 
être  décomposée  dans  les  quatre  suivantes  : 

A       .   . A'  .        B       .      r 


1 — ^xe  1— xe    ^ 

et  Ton  trouvera  d'abord^  . 

B  =  i,     B=  — l; 
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puis,  en  posant  -  =  «•',  on  obtiendra,  après  quelques  réduc- 


tions 


i^"'       -T^"' 


A=f -,       A'=î 


2  COS  -=-  S  COS  ^ 


Ob  «ura  donc  pont  tenne  général  > 

B'+Cnt+i) B+Ae  '         '+  A'e"  *        ' J  a* , 
qui,  par  la  substitution  dès  vateiirs  de  A,  A',  B,  B',  devient 

Des  équations  trouvées  préoédemment ,. 
1  ^  .    S V 

S  /      ,         ,  ,      S  JT* 

S'"  =P  4-9^  +  -g?-,. 

S'       ...     ,  s-x^ 
gï-  =  p  +  9  ^  +  -g»-  » 

-5  =  p^  +  ^"X  -f^  -^5-  ». 
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on  déduit 

5—                ' 

P  +  9^  +  "s  «• 

S'                   i 

^~p'  +  9'a:+^x*' 

S'                     1 

♦ 

sc»-o               1 

S(— »)        pC—O-^^t—Ox* 

donc. 

S-    • 

*• 

••••-•'  pC-0  +  <7(— )x 

Ainsi  pour  repasser  à  la  fraction  génératrice  ,  il  n*y  aurait 
plus  qa*à  réduire  cette  fraction  continue  en  fraction  ordinaire. 
Voyez  /pour  de  plus  amples  détails ,  un  mémoire  deLagrange 
intitulé  :  Recherche^  sur  la  manière  de  former  des  tables  des 
planètes ,  it après  les  seules  observations.  (Vol.  177a de  l'Aoa^ 
demie  des  Sciences  de  Paris ,  I'*  partie.) 

4^,  Les  déyeloppemens  en  séries  des  fractions 

(i-rx)*  *     ii—rxy  *     (1— rxV    ^- * 
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donnçnt  ponr  tenaes  généraux 

0L±OIl±|iL«+l)^^,    etc.,. 
donc  la  somme  de  la  suit^  qui  aura  pour  terme  général 

l  ^  2  1  •  9 .3 

^         .  («+0  («+a)  (n+3) (n+f^i)  K       . 

"*■••••■*■ i.fl.s (^-o K-^ 

sera  égal»  à 

^1        "^'1        '^*     ,  t    ..   .  I       ^*^^     - 
»  — rx^(i— rx)»^(i— rx)5^        ^{1— r*y- 

c'est-à-dire,  â  la  fraction  simple 

D'où  il  suit  que  si  Ton  a  une  série  dont  le  terme  géaéial  «ok: 
représenté  par  la  formule  ' 

(K4.K'n+RV4.KV+ +r('^'^ii'— »)  r"x", 

il  n'7  aora  qn'à  déterminer  les  coeIRoiens  K,,  K*,  K)....K     , ,. 
de  manière  qu'on  ait  Féquatioa  identique 


K+K'»4-RV+KV+ +Kf<^'n^*-'^ 

«J..^K   .C»+0  (»+»)„   ,  (it+i)(w-H 

(iH-0  (n+a)  (»+3) (Hti^O  K 


1*3  Sk  éO 


"*"-"*^  __^____^^^ 
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Qu  on  suppose  y  à  cet  effet  ^ 

et  qu'on  dénote  par  S',  S",  S*,  etc.  les  valeurs  de  S ,  correspon- 
dantes à  n  =  —  1 ,  = —  a ,  =  —  3 ,  etc,  on  aura,  d*aprèi 
l'identité  précédente , 

S'  =K  ^  rK  =  S' 

S"=^K—K,  (  Jk.=  S'— S'' 

S^mK— aK.+K,  (  ^^'^   ]K,=  S'— aS'+S* 

S'^=K— 3K.+3Ka— K3  3  lK3=  S'^SS'^Sr—S'^ 

etc.  etc.: 

substituant  ces  valeurs  dans  la  fraction  ci-dessus ,  on  aura  la 
fraction  génératrice  cherchée  dont  l'échelle  de  relation  sera 


Enfin ,  il  est  clair  que  si  la  suite  proposée  est  composée  dd 
plusieurs  suites  de  la  forme  précédente  ,  il  n'y  aura  qu'à 
ajouter  ensemble  les  fractions  qui  expriment  la  somme  de 
chacune  de  ces  suites ,  et  l'on  aura  une  fraction  unique  égale 
a  la  série  proposée  »  et  dont  le  dénominateur  sera  de  la  forme 

(  1  —  rxy^  (  I  — p^)* De  sorte  que  cette  série  aura 

pour  échelle  le»  coefllciens»  pris  négativement,  des  puissances 
X  y  x%  (x?y  etc.  du  polynôme  qui  résultera  du  développement 
de  la  formule  (  1  -—  rxY  (1  — px)' 

La  solution  de  cette  question  peut  être  énoncée  dans  ces 
tçrmes. 

Soit  7»  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  terme  général 

donné  Tn^i  ;  ce  terme  sera  une  fonction  connue  de  n  que 

nous  désignerons  par  f  (n)  :  la  fraction  génératrice  inconnne 

N 

jr  contiendra  au  numérateur  les  indéterminées'A^B^  C,  etp« 
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avec  Xf  et  son  terme  général  T„^,  sera  une  fonction  connue 
de  71 ,  A ,  B ,  C  ,«tc.  que  nous  désignerons  pary*(n.  A,  B,  C,  etc.)» 
Posant  donc  Téquation  identique 

*W=/(^>  A,B,C,etc.), 


on  en  déduira  les  ydeurs  de  A^  B^  G ,  etc.  qu*il  faudra  re» 

N 


N 
porter  dans  la  fonction  génératrice  ^r . 


Eclairbîssons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  terme  gé-> 
néral  d*une  série  étant 

9  (n)  =  (  a  +  in  +  en»  + +  Inf"-'  )  j^ , 

la  série  est  récurrente  ,  et  la  fonction  génératrice  est  de  la 
forme 

A  +  Bx+Cj* +  Kxf^\ 

ii-xr  ' 

car  on  a  observé  précédemment  que  les  termes  généraux  qui  ré-* 
pondent  aux  fractions 


A  +  Bx        A  +  Bx+Cx» 


etc.^ 


i_a?'     (1  — x)»  •  (i— ^0^     " 

sont  de  la  forme 

<"^ *       ia'\r^^)  ^■>       (a  +  bn  +  en*) x*,       etc. 
Ainsi ,  par  exei^ple ,  le  terme  général  étant 

(l  +71+3/1*)  x«, 

A  -4-  Bx  ■+  Cx* 

la  fraction  génératrice  sera j — ^^ ^ ,  et  elle  aura  pour 

terme  général  (4°), 

rA  (71+0(71  +  2)     ^     ^7>(7.+  l)     ^^(71-1)71^ 
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ccst-^dire, 

A  +  i  K3A  4-B  -  C  )  Il  +  HA  +  B  +  C)  n-]  X-; 

égalant  les  coefiiciens  de  x^,  et  eiuuite  ceux  des  psiasancet 
de  n^  on  a  ces  déterminatioDs  • 

A=i,      B=:a,      C  =  3: 

la  fraction  cherchée  est  donc 

Nous  observerons  enfin  qn*on  peut  augmenter  à  volonté  le 

nombre  des  termes  de  Téchelle  de  relation  d*une  série  ré- 

<»cnrrente,  mais  qu'on  ne  peut  le  diminuer  >  à  moins  que  la 

fraction  rationnelle  génératrice  ne  soit  pas  réduite  à  sa  pli» 

simple  expression. 

En  effets  soit  la  fraction  génératrice 

a-^hx        ^ 
i—clx  —  6V  • 

la  série  récurrente  qui  lui  répond ,  aura  a'  -f  V  pour  échelle 
de  relation  ^  échelle  double  :  qu'on  multiplie  le  haut  et  le  bas 
de  la  fraction  par  i  -f-  Jx ,  la  fraction  résultante  sera 

a  +  {b  +  am)x  +  bM'x* 

fraction  qui  donnera  lien  à  une  série  récurrente  à  échelle 
triple  :  on  pourrait  passer  à  une  échelle  quadruple,  quin- 
tuple »  etc.  >  et  réciproquement;  mais  la  réduction  de  l'édxelle 
de  relation  n*est  possible  qu'autant  qu'il  existe  entre  les  deia 
termes  de  la  fraction  génératrice  ^  un  commun  diviseur  fonc- 
tion de  la  lettre  x  suivant  laquelle  la  série  récurrente  e^t 
ordonnée. 

La  solution  du  problème  suivant  offrira  l'application  des 
principee  exposés  dans  ce  chapitre  et  dans^  le  précédent.. 
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Problème.  Deux  vases  À^etB  dont  les  capacités  sont  fes^ 
pectivement  a  et  b ,  sont  remplis  Fun  et  t autre  d^un  mélange 
deau  et  de  vin  dont  la  proportion  est  connue  pour  chaque 
vase  :  on  a  deux  mesures  égaies  dont  la  contenance  est  c , 
et  {pion  remplit  de  la  liqueur  de  chacun  des  vases ,  après 
quoi  on  verse  dans  chaque  vase  la  liqueur  tirée  de  t  autre  : 
ayant  réitéré  la  même  opération  n  fois  successivement  » 
on  demande  quelle  sera  alors  la  proportion  de  Teau  et  du 

vin  dans  chaque  vase  ? 

♦ 

Soient  X ,  X'j  X'  les  quantités  d*eau  qui  restent  dans  le 
vase  A  9  après  n^)i-f>i  »  n-)-s  opérations  consécutives  quel- 
conques; et  Y^  Vy  T*  les  quantités  d*eau  correspondantes 
qui  se  trouvent  dans  le  vase  B.  Dans  l'opération  qui  fait 
passeï-  la  quantité  d*eau  dans  le  vase  A  de  X  i  X^  on  extrait 

de  A  une  quantité  d'eau  exprimée  par  -  X ,  et  6n  la  rem- 

place  par  une   quantité  d*eau  tirée  du  vase  B  et  exprimée 

par  7  Y  ;  ensorte  que  la  quantité  d*eau  dans  le  vase  A,  après 

cette  opération ,  est 

X'=:X— î  X-i-l  Y; 
a  b 

•B  trouverait  paireiUement 

X'=X'-.  ÎX'  +  |r: 
/  u  b 

en  a  d^ailleurs 

X  -f  Y  =  X'  +  Y'  ; 

éliminant  donc  Y  et  Y'  entre  ces  trois  équations ,  il  viendra 
X-=(,_Î-|)X._(-|-J)X: 

partant  t  les  quantités  d'eau  successives  contenues  dans  le  pre- 
mier vase,  forment  une  suite  récurrente  dont  Téchelle  de  re- 
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lation  est 

Cette  suite  récurrente  provient  donc  du  développement  d^une 
fraction  dont  le  dénominateur  est 

* 

c*est-à-dire , 

(.--x)[i-(i~î-î)x]. 

ou  bien  encore  elle  résulte  da  développement  de  la  somsM 
de  deux  fractions  de  la  forme 

M  N 


TZ::^»  ;      ::      rr-. 


-i'-î-i) 


X 


M  et  N  étant  des  constantes  :  or  les  termes  généraux  de  ces 
fractions  étante  diaprés  ce  qu*on  a  vu  précédemment  ^ 

le  terme  général  du  développement  de  la  fraction  génératrice, 
sera 

x  =  m  +  n(.-î-J)". 

Il  s*agit  actuellement  de  déterminer  M  et  N  diaprés  Tétat 
initial  du  mélange  dans  les  deux  vases.  Soient ,  à  cet  effet, 
«  et  C  les  quantités  d'eau  qui  se  trouvaient  respectivement 
dans  les  deux  vases  A  et  B  avant  la  première  opération  : 
après  cette  première  opération  j  il  se  trouvera  dans  le  vase  A 
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une  quantité  d'ean  e3q>rimée  par 


relation  qui  doit  être  la  même  en  effet  que  celle  qui  a  lieu 
entre  X\  X  et  Y  :, ainsi  il  faut  qu'en  faisant  successive- 
ment 

>     on  ait    -{  --  c        .    c  ^ 

c«  qui  donne 

•  =  M  +  N, 

d*où  l'on  tire 

et  partant ,  * 

a  +  6  0+  ^     \         a        b  /       ^ 

On  pourra  donc  déterminjer  le  moment  où  les  quantités  d'eau 
contenues  dans  les  deux  vases ,  seront  entr'elles  dans  un  rap* 
port  douné  >  ou  celui  auquel  la  quantité  d'eau  contenue  dans 
l'un  dés  vases,  sera  égale  à  une  quantité  donnée.  SI ,  dans 
Vétat  initial  du  mélange,  les  quantités  d'eau  contenues  dans 
les  deux  vases ,  sont  respectivement  proportionnelles  aux  ca- 
pacités de  ces  vases  ,  c'est-à-dire,  si 

M  :  e  ::  a  :  b  ,    d'où    •*  —  Ca  ==  o , 

0a  aura 

X—.  -  +  ^_ 
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à  cause  de  X  =-ii  pour  n  =ç  o.  Ainsi ,  dam  ce  cas  partioiH 
lier ,  quelque  multipliées  que  soient  les  opérations ,  Tétat  des 
deux  mélanges  est  inyariable. 

Soient  m,  C  les  quantités  de  yin  que  renferment  les  deux 
vases  ayant  la  première  opération,  x  et  y  les  quantités  de 
yin  respectivement  contenues  dans  les  deux  vases  aprèê  b 
^umt  opération  :  on  aura  ces  quatre  formules, 

Y  li  +  g   ,    Mb  —  Ca  /         c        c\» 

en  observant  que 

Y  +  y  =  e  +  C  =  b\   X  +  y  =  m'  +  C. 

c       c 
Or-  et  T  étant  deux  fractions  positives  ,^  nécessairement  la 

c        c 
son^me  -  -f-  r  est  toujours  con^prise  entre  o  et  9 ,  it  pv  oon- 

c        c 
«équei^t  1  —  -  "^  X  ^^  toujours  firaetiomiaire  et  compris  ei^n 

•4"  '  et  — i.  Donc  les  valeurs  de  X,  a?,  Y,  y  tendent  cons- 
tamment à  se  réduire  à  leurs  premiers  termes ,  à  mesure  que 
n  devient  plus  grand,  et  elles  y  tendent  de  manière  a  ce  que 
X  et  x  restent  toujours  au-dessus ,  et  qu'au  contraire  Y  eC 

y  restent  toujours  an-dessous,  si  l'on  a-4-T<i>ouc<  — Tnr  ; 

tandis  qu'au  contraire  X  et  a: ,  Y  et  j^  se  trouvent  alterna* 
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tivement  au-dessus  ou   au-dessous   de    cette  limite^  pour 
^      ab 


Si  Ton  avait  exactement 


nb  j^  .  ce 

doù      1 r  =  o. 


a-H*'  a       b 

les  valeurs  de  X,  oc,  Y>  jr  atteindraient  leurs  limites  respect 
tives  à  la  première  opération ,  de  manière  que  les  opérations 
subséquentes  n'y  changeraient  rien ,  et  qu'alors  le  mélange  se 
trouverait  homogène  dans  les  deux  vases ,  puisqu'ou  a 

X_«4J_Y 

Ainsi  en  prenant  la  mesure  c  =      ^   ,  ,  on  sera  assuré,  sans 

Blême  connaître  l'état  initial  du  mélange  dans  chacun  des 
vases  9  que  ce  mélange  est  exactement  le  même  dans  Tin  et 
dans  l'autre  après  une  seule  opération  y  et  de  plus  il  est  aisé 
de  voir  que  la  chose  aurait  également  lieu  ,  lors  même  que 
les  liquides  mêlés  dans  diaque  vase ,  seraient  au  nombre  de 
|>lus  de  deux. 
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CHAPITRE  XXVI. 

Transformation  des  fractions. 

i43.  Il  pus  avons  cru  qu*on  ne  serait  pas  fâché  de  tromrer 
ici  un  extrait  <l*un  mémoire  sur  cette  question ,  du  célèbre 
Lagrange ,  et  consigné  dans  le  cinquième  cahier  du  Journal 
de  r École  Polytechnique. 

B 

Soit  une  fraction  ~  qu'on  suppose  moindre  que  l'unité,  «t 

réduite  à  sa  plus  simple  expression  >  ensorte  que  les  nombrei 
A  et  B  soient  premiers  entr'eux.  Si  Ton  demandait  de  «trftos' 
former  cette  fraction,  en  une  autre  dont  le^ numérateur  ou  le 
dénominateur  filt  donné ,  il  est  clair  que  cela  ne  serait  possiUe 
à  la  rigueur ,  qu'autant  que  le  nouveau  numérateur  ou  dé^ 
Dominateur  serait  un  multiple  du  numérateur  ou  du  dénomi- 
nateur donné  ;  mais  si  l'on  veut  se  contenter  d'une  appro»- 
mation ,  le  problème  est  toujours  résoluble ,  et  il  s'agit  de 
déterminer  la  nouvelle  fraction',  de  manière  qu'elle  appro(i« 
le  plus  qu'il  est  possible  de  la  fraction  donnée. 

Ainsi    en  désignant  par  —  cette  nouvelle  fraction ,  dam 

laquelle  nous  supposerons  que  le  dénominateur  a  soit  donne, 
le  problème  consistera  à  déterminer  m,  ensorte  que  la  diffé- 
rence entre  les  deux  fractions  -r-  et  —,  soit  la  plus  petite  po$- 

A        a 

sible  :  or  cette  dilFérence  est :  il  s'agira  donc  de 

déterminer  m  d'après  la  condition  que  le  nombre  Btf— '^ 
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devienne  le  plus  petit  possible ,  puisqualors  la difFérence  sera 
la  plus  petite  pour  le  même  dénominateur  a.  Il  est  visible 
qu'il  n'y  aura  qu'à  prendre  pour  m  le  quotieçt  en  nombre 
entier^  de  Ba  par^  A  :  alors  désignant  le  reste  de  la  division 
par  R ,  on  aura 

BÂ  —  At^       R 


Ba  —  Am  =  R         et 


Aa  Aa 


R 

où  R  est  «<  A ,  ensorte  que  -^  est  une  différence  plus  pe- 
tite qu'elle  ne  le  serait  pour  tout  autre  nombre  m  ,  à  moins 

»         '^  ^^     j»  o  -i      -^  ^^      ^  •    f 

qu  on  ait  771  =  -7- ,  d  oti  on  conclurait  -^  =  — ,  ce  qui  n  au- 
A  a        A 

rait  lieu  qu'autant  que  a  serait  un  multiple  de  A^  hypothèse 

qui  n'est  pas  celle  que  nous  faisons. 

Mais  on  doit  observer  ici  que  le  reste  d'une  division  peut 
être  positif  ou  négatif,  suivant  qu'on  prendra  pour  quotient 
le  nombre  qui ,  multiplié  par  le  diviseur  ,  donnera  un  produit 
iminédiatement  moindre  ou  plus  grand  que  le  dividende.  Dan4 
Taritlunétique ,  on  fait,  toujours  la  division  de  manière  que 
les  restes  soient  positifs  ;  mais  dans  la  théorie  générale  des 
nombres  ,  on  peut  employiîr  des  restes  positifs  ou  négatifs  ; 
et  on  peut  même  ,  par  ce  moyen ,  faire  ensorte  que  le  reste 
soit  toujours  moindre  que  la  moitié  du  diviseur;  car  il  est 
évident  que  si  le  reste  est  plus  grand  que  cette  moitié  ,  en 
augmentant  ce  quotient  d'une  unité,  il  faudra  retrancher  le 
diviseur  du  reste ,  ce  qui  donnera  un  reste  négatif  et  moindre 
que  la  moitié  du  diviseur. 

Or  on  peut,  pour  plus  de  simplicité  ,  appeler  division  en 
dedans ,  celle  pour  laquelle  le  reste  est  positif ,  et  division  en 
dehors  ,  celle  qui  donne  un  reste  négatif;  parce  qu'en  effet  , 
dans  la  première ,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  tombe 
en  dedans  du  dividende  ,  et  que ,  dans  la  seconde  ,  il  tombe 
en  dehors. 

Soit  donc 

Ba  — .  Am  =  ±  €....(!•), 

34 
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où  di  C  représente  le  reste  de  la  division  de  Bû  par  A,  et  m 
le  Quotient;  on  aura 

B         m    .     C  '      ^ 

on  pourra  donc  traiter  de  la  même  manière  la  fraction  -, 
dans  laquelle  C  est  toujours  nécessairement  moindre  que  A, 
et  la  réduire  à  une  autre  fraction  connue  y  dont  le  dénomi- 
nateur b  soit  encore  donné  ,  et  qui  approche  le  plus  qu'il 
est  possible  ,  de  la  même  fraction.  On  fera  ainii 

Ci  —  A/»  =  ±:  D (ftO, 

où  di  D  sera  le  reste  de  la  division  de  Ci  par  A ,  et  a  I* 
quotient.  On  aura  de  cette  manière^ 

C         n    ,     B  ,  . 

Â  =  l'^Âb ^^^- 

On  pourra,  si  Ton  veut,  continuer  de  même,  en  faùut 

I 
De  — Ap  =  :+:  E.  ...(3»), 

et  l'on  aura 

et  ainsi  de  suite. 

i44*  Nous  remarquerons  ici  que  le  nombre  B  étante  A, 
par  rhypothèse ,  les  nombres  suivans  C  ,  D  ,  etc.  seront  i^ 
moindres  que  A  ,  puisqu'ils  sont  les  restes  des  divisions  oeW, 
Cb ,  etc.  par  A  :  d'où  il  résulte  que  les  numérateurs  m ,  n  ,/»,«'^ 
ne  pourront  jamais  être  plus  grands  que  leurs  dénominatcun 
respectifs  a  ,  b,  c ,  etc. 

Car  en  considérant  l'équation 

Ba  —  Am  =  d:  C , 
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si  Ba  est  ^  Am ,  on  aura 

Ba  —  Am  =  C  ;  •  donc    Am  =  Ba  —  C  <  Ba  ; 

mais  A  étant  >  B  ,  lé  nombre  m  sera  nécessairement  ^  a. 
Dans  le  cas  contraire  de  Ba  ^  Am ,  on  amra 

Ba  —  Am  =  —  C  ; 

donc 

Am  =:  Ba  4-  C      et      A  (m—  i)  =  Ba  +  C  —  A; 

mab  de  ce  que  A^  G^  il  suit  que  C*— A^  o  ;  donc 

A(m— i)  <  Ba; 

et  comme  B  est  ^  A ,  m  —  i  sera  nécessairement  ^  0  ; 
conséquemment , 

m  <  a  +  1. 

On  démontrera  de  la  même  manière  par  l'équation 

Ci  —  Aii  =  ±Pv 

qne  Ton  aura ,  dans  tous  les  cas , 

n  <  6  +  1 , 
et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'on.détermine  les  numérateurs  m^n,  etc. ,  de  manière 
que  les  restes  des  divisions  de  Ba  ,  Cb  ^  etc.  par  A,  soient 
positifs >  alors  on  déduit  de  la  démonstration  précédente, 

m  ^  a^      n  <C^  b  ^      p  ^  c ,      etc. 

c 

Si  Ton  substitue  successivement  cette  suite  de  valeurs  -r , 

~,  etc.  tirées  des  équations  (a),  (3),  etc.  dans  (i)  ,  da 

aiira  cette  suite  dé  tra^isformées 

B        m  .    C        m  .    n    .     T>        m,    n    ,     p     ,      l£ 
A       a      Aa      a      ab      Aab      a      €ib      abc      Aobo* 

etc.  * 

34.. 


r^ 
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887 
145.  Faisons  une  application  à  la  fraction — ^,  et  pre- 
nons tous  les  quotiens  en  dessous  :  on  a  ^  pour  a  =  a , 

m  =  1        et        C  =  671  , 
ensorte  que  d*après  (1), 

887  ^1  671     . 

iio3       a       â.iioS  * 

pour  6  =  3 1  on  a 

n  =  i  ,      D  =  910, 
et  d'après  (a)  , 

671  1   ,      910 

iio3"~3"^3,iio3  * 
donc 

887 1,1     ,       910       ^ 

iio3'^â"*'âT3"*"a.3.iio3' 
pour  €  =  4»  011  trouve 

iio3      a"*"  a. 5 "''a. 3. 4"*" 3.3.4.1103" 
pour  d  =  5  ^  on  a 

iio3~â"*"a.3"*"a.3.4"*"a.3.4.5"*' 3.3.4.5.110? 

En  prenant  pour  e  »  fy  etc.  la  suite  des  nombres  naturels  i 
7 ,  etc. ,  on  est  conduit  à 

Ensorte  que  les  fractions  approchées  en  moins ,  sous  les  déiM' 
mioateurs  a,  a. 3,  a.3.4>  etc.,  sont 


1  .-  4          19    -         96       .        B/q  391817 

S»    6*    a.3.4'     a. 3.4.5*    a 6'    a.. ..3 


.   ••«• 
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En  prenant  iz  =  s  et  faisant  la  division  en  dessus ,  on  trouve 

a. 887  433  «  .         887  432    , 

4-  =3  —  -^  >      d  où       — ^  =5  1 2 — =. 

iioo  1100  1100  â.iio3 

Soit  6  =  3  :  en  faisant  la  division  en  dessous  ^  on  a 

M£-iJ.'jl9l         d'où       45a  _  1  193     ^ 

iio3~      ^iio3*      ^^"       iio3  "3  +  371133* 

et  conséquemment  > 

887.  _  , L  _      '95    . 

iio3  a. 3       2.3.iio3' 

Pour  c  =  4  >   210US    ferons  la  division   en  dessus  ^  ce  qui 
donnera  ' 


4  ^93  _  ^  _  55i     j,  ^   ^193 


33i 


iio3       iio3  *        iio3   4   4-i*o3* 
et  conséquemment  > 

887  _      _  _£ 1        *  33i 


+ 


iio3  a. 3       a.3.4^  1.2.3.4.H0T 

Pour  d  ==  5  ,  on  obtient 

887 1^  11  55  r 

iioS""^      âT3      2. 3. 4"*"  3. 3.4. 5  ""a. 3. 4. 5. 1103*^ 

En  continuant  de  cette  manière ,  on  est  conduit  au  déve^ 
loppement 

887 1 î_  I   _£ 5  1 

iio3  2.3       3.3.4      a. ..5       a...6      a.-.g* 

La  somme  des  trois  preinières  fractions  ,  donne  -~ ,  ainsi 
qu*on  Va  trouvée  précédenunent  -,  ajoutant  la  quatrième  ,  on  a 
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— g      ,  au  lieu  de  — i  /  è'»  pr^"*"*  encore  la  cinquième,  ou 

On  remarquera  donc^  à  l'égard  des  signes  successifs  des 
séries  y  que  celui  du  second  terme  est  le  même  que  celui  du 
premier  reste  ;  que  celui  du  troisième  doit  être  le  produit 
de  ceux  des  deux  premiers  restes  ;  que  celui  du  quatrième 
est  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers  restes ,  fit  ainsi  de 
suite. 

146*  Si  les  dénominateurs  donnés  sont  tous  égaux  entr*euz , 
4lors  la  série  prend  cette  forme  plus  simple^ 

A       a       à^      ar 

et  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  fait  a  =  1  o ,  et  qu'on  prenne 
tous  les  restes  positifs ,  c'est-à-dire, -qu'on  fasse  toutes  les 
divisions  en  dedans  ^  comme  on  le  pratique  dans  Tarithmé- 

tique ,  on  aura  la  réduction  connue  de  la  Iraction  -r-  en  déci- 

A 

maies  ,  où  les  numérateurs  m ,  n ,  p  ^  etc.  sont  les  caractères 

successifs  de  la  fraction.   En  effet ,  m  sera  le  quotient  de  II 

division  de  06  ou  de  loB  par  A,  et  C  le  reste;  n  le  quotient 

de  la  division  de  aC  ou  de  loC  par  A ,  et  D  le  reste,  et 

ainsi  de  suite ,  ce  qui  revient  à  l'opération  connue  de  la  divisioB 

par  décimales. 

On  remarquera  maintenant  que  tous  les  dénominateurs  âant 
égaux  ,  les  numérateurs  m  ,n,p ,  etc.  doivent  nécessairement 
revenir  les  mêmes  et  former  une  série  périodique  ;  car  les  restes 
C ,  D ,  E ,  etc.  étant  tous  moindres  que  le  diviseur  A ,  il  devra 
aiTiver  que,  dans  la  suite  des^ opérations ,  un  des  restes  soit 
répété.  Supposons  ,  par  exemple  ,  que  le  reste  E  soit  égal  an 
reste  C  :  comme  n  est  le  quotient  ^  et  D  le  reste  de  la  divi* 
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sion  de  Cb  par  A  ;  que  de  même  q  est  le  quotient ,  et  F  le 
reste  de  la  divisiondeErf  par  A,  à  cause  de  a=:ô=c=  etc. ,  ou 
aura  </  =  i»  et  F  =:D*,  et  par  la  même  raison ,  rz=zp^  G=E , 
et  ainsi  de  suite  j  de  sorte  que  les  quotiens  n ,  p ,  etc.  re- 
TÎendront  toujours  à  Tinfini  ,  ©t  formeront  une  suite  pério- 
dique de  deux  termes.  Cest  ce  qui  a  lieu ,  comme  on  sait , 
dans  Taritlimétique  ordinaire  ,  lorsqu'on  réduit  une  fraction 
quelconque  en  décimales. 

De  là  on  peut  conclure  réciproquement  que  si  Ton  a  une 
série  numérique  quelconque  de  la  forme 

—  ±  —1  ±:  ^  nz  etc. , 

laquelle  aille  à  Tinfini ,  sans  que  les  numérateurs  m  ^  n  , 
p ,  etc.  qui  doivent  tous  être  <  a  +  i  ,  forment  une  suite 
périodique  ^  cette  série  ne  pourra  jamais  représenter  une  frac^ 
tion  rationnelle. 

i47-  Considérons  maintenant  plus  particulièrement  le  cas 
où  les  numérateurs  m  ^  n,  etc.  sont  donnés ,  et  supposons  que 
ces  numérateurs  soient  tous  égaux  à  Tunité^  ce  qui  repd  la 
forme  de  la  série  là  plus  simple  et  la  plus  convergente. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i*.)  >  (^*')>  (3"0*  ®*c«  devien- 
•dront 

Ba— A  =  =tC,     Ci  — A  =  diD,    De— A=dbE,   etc. 

Am»i  Ton  prendra  pour  a  le  quotient  de  la  division  de  A 
par  B I  pour  b  le  quotient  de  la  division  de  A  par  le  reste  C  ; 
pour  c  le  quotient  de  la  division  de  A  par  le  reste  D ,  et  ainsi 
de  suite.  De  sorte  que ,  dans  ces  opérations  ,  on  comparera 
successivement  tous  les  restes  au  même  dividende  A ,  ce  qui 
rendra  la  suite  des  restes  décroissante ,  et  celle  des  quotien» 
a,  b  ,  c  y  croissante  ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  res^e 
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nul ,  ce  qui  terminera  Topération  et  la  série.  On  aura  alors , 

pour  1q  développement  de  la  fraction  ^ 

-r-  =  -  zh  -T  it  -r-  ±  etc. 
A        a       ab        abc 

Si  Ton  fait  toutes  les  divisions  en  dedans ,  comme  à  Tordinaire  » 
les  restes  C  ,  D  ^  etc.  auront  le  signe  négatif,  et  par  conséquent 
les  signes  de  la  série  seront  alternativement  positifs  et  négatif»^ 
En  effet  B,  C  ^  D  ^  etc.  étant  •<  A,  on  a 


B  _ 

i 

C 

A" 

a 

oA' 

C_ 

1 

D 

A"~ 

5" 

ÏÂ» 

D_ 

I 

E 

A~ 

c 

etc., 

TJi^ 

OÙ    chacun   des    restes  C ,  D ,    E  ,  etc.  est  négatif ,  et  les 
a,ubstitutions  successives  donneront 

A  —  û^      ab'^  abX  * 
Bill  E 


A       a       o.b       abc      abçA 
etc. 


/  On  remarque  que  le  signe,  du  second  tenae  est  te  même  que 
celui  du  premier  reste  ;  que  le  signe  du  troisième  terme  doit 
être  le  produit  de  ceux  des  deux  premiers  restes  >  que  le  signe 
du  quatrième  doit  être  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers 
restes ,  et  ainsi  de  suite.  Pour  que  la  série  n  ait  que  des  termes 
positifs  ,  il  faudra  que  les  divisions  successives  soient  toutet 
^n  dehors^ 
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Au  reste  ,  si  l'on  voulait  avoir  la  série  la  plus  convergente  , 
il  faudrait  faire  chaque  division  en  dedans  ou  en  dehors^  suivant 
qu  elle  donnera  le  reste  le  plus  petit. 


148.  Comme  cette  manière  de  convertir  une  fraction  en  serf© 
est  peu  connue  ,  et  peut  être  utile  dans  beaucoup  4e  cas,  nous 
1  eclaircirons  par  quelques  exemples. 

887 
Soit  donc  la  fraction  — ^.  et   faisons    les    divisions   en 
iioo 

dedans ,  nous  aurons  ce  tableau  d'opérations,  où  on  a  écrit  le 

diviseur  à  gauche  du  dividende  ,  pour  plus  de  commodité  : 

I887I 


ai6 

no3 
1080 

5 

ii3 

110347 
1081 

22Uio3  5o 
1100 

3iio3 

IlOl 

3ff7 

â 

iio3 
iioa 

55i 

1 

iio3 
iio3 

iio5 


Les  restes  sont  si6 ,  sS ,  as ,  3,  a  ,  1  ,  et  les  quotiens  ; 
1  ,  5 ,  47  >  5o ,  3G7,  55 1  ,  iio3,  de  sorte  que  Ton  aura 
cette  série  alternative  , 

887  _  i-L-.J 1         >  -  1 

•uoî""*"^  5"*"  5.47     '5.47.60"*"  5.47.50.367 

""5.47.50.357.551  "^5.47.60.357.551.1103' 


y" 
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Prenon»  la  fraction  qui  exprime  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  ^  et  qui  est  en  décimales  (lia), 

3,141593  G53589  793238  462643  38  etc.  : 

en  opérant  sur  la  fraction  décimale  réduite  en  fraction  ordi- 
naire y  laquelle  est 

141592  653589  793a38  462643  58,  etc.  ^ 

1000000  000000  oooôoq  000000  00,  etc.  * 

et  faisant  les  divisions  en  dedans  on  en  dehors ,  suivant  qu*îl 
sera  nécessaire ,  on  trouvera  les  quotiens  7 ,  1 13 ,  47^92  47^51 , 
499762 ,  et  l'on  aura  la  série  très-convergente , 

3  +  -:-   '  • 


7   7.113   7.113.4739   7.113.4739.47061 

4. l 

^  7.113.4739.47051.49^762' 

La  somme  des  deux  premiers  termes  donne  le  rapport  — , 
trouvé  par  Archimède  ;  et  en  y  ajoutant  le  troisième ,  on  a 

celui  de  Métius  — 5. 
n3 

"Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  faire  connaître  en  entier  cet 
excellent  écrit  de  Lagrange ,  dans  lequel  ce  géomètre  traite 
la  question  de  réduire  une  fraction  à  d'autres  fractions  expri- 
mées en  moindres  termes  ,  et  qui  soient  les  plus  approchantes 
qu  il  est  possible  de  la  fraction  donnée  ;  problème ,  ajoute-t-il, 
Tun  des  plus  intéressans  de  Tarithmétique  ,  soit  par  les.artiSees 
qu'il  exige  ,  soit  par  les  usages  dont  il  est  susceptible. 

149*  Cependant  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  relater 
ici  une  démonstration  de  l'incommensurabilité  de  la  circon- 
férence avec  le  diamètre ,  laquelle  m'a  été  communiquée  par 
Haros ,  employé  à  l'ancien  bureau  du  Cadastre ,  qui  a  fait 
«ur  plusieurs   points  d'analyse ,  des  recherches  intéressantes. 
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Reprenons  le  déreloppement 

B^_OT n        p  ^      g      I 

A       a       ôî      abc      ahcà  "* 

lorsque  le  rapport  -j  est  rationnel  ^  la    série  précédente   sa 

termine  ,  parce  que  tous  les  restes  C  ,  D  ,  etc.  differena 
entr  eux ,  *  sont  moindres  que  A  :  donc  toute  série  de  cette 
forme  qui  aura  un  nombre  infini  de  termes  ,  ne  pourra  re- 
présenter qu'une  quantité  irrationnelle  ou  incoipmensurable« 
La  formule  suivante, 

i.a.3      1.2. 3.4. 5       1.2.3.4.5.6.7 

étant  de  mdme  forme  que  la  précédente  ,  et  le  nombre  des 
termes  infini ,  il  en  résulte  que  si  Ton  prend  pour  x  un» 
quantité  rationnelle ,  c'est-à-dire  ,  une  quantité  qui  ait  un 
rapport  fini  avec  le  rayon  ou  l'unité  ,  sin  x  sera  incommen- 
surable. Cette  conclusion  est  encore  due  à  M.  Lagrange  \ 
et  elle  fournit  à  Haros  la  démonstration  de  Ténoncé. 

En  eifety  celui  qui  prétendra  avoir  trouvé  la  quadrature 
du  cercle,. ou  le  rapport  exact  du  diamètre  à  la  circonfé- 
rence ,  pourra  toujours  assigner  le  rayon  et  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  cercle  par  deux  nombres  entiers. 

Soient  donc  R  le  rayon  d'un  cercle ,  et  Q  la  longueur  exacte 
du  quart  de  la  circonférence  '.d'après  la  formule  ci-dessus, 
on  aura  pour  le  rayon  R , 

.in  X  =  I  -  ^-^  +  ^^^5j^i  -  etc. , 

et  faisant  x  =  Q ,  on  aura 
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série  de  même  forme  que 

B         771         re     ,      p 

—  —  — T+  -T-  —  etc.  : 

A        a        ab        abc 

or  le  nombre  des  termes  de  cette  série   étant  infini^   et  R 

et  Q  des  nombres  entiers ,  il  faut  en  concrure  que  sin  -   est 

a 

incommensurable^  ce  qui  est  absurde,  puisque  ce  sinus  est  ég^l  à 

R ,  nombre  rationnel  :  donc  Thypothèse  de  Q  rationnel  ne  peut 

^tre  admise  pour  le  cas  où  le  rayon  serait  rationnel  ;  Q  est 

donc  une  quantité  incommensurable  pour  un  rayon  rationnel  : 

il  ne  peut  donc  exister  aucun  rapport  fini  entre  le  diamètr» 

et  la  circonférence. 
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CHAPITRE  XXVn. 

Développement  de  la  théorie  donnée  par  M.  Laplace,^ 
pour  l'élimination  au  premier  degré. 


i5o.V-iE  chapitre  dû,  en  partie,  à  M.  Gergonne,  est  extrait  du 
n®  V  du  tome  IV  des  Annales  Mathématiques.  Ayant  d'entrer  en 
matière ,  ce  géomètre  s'exprime  en  ces  termes  :  a  Cramer  est , 
îî  je  crois ,  le  premier  qui  ait  remarqué  la  loi  que  suivent  les 
n  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré , 
y)  et  qui  ait  indiqué  des  méthodes  pour  construire  ces  valeurs  , 
yy  sans  passer  par  le  calcul  de  Télimination.  Postérieurement 
»  Bezout  y  dans  sa  TTiéorie  générale  des  Équations  algébriques, 
n  a  apporté  quelques  modifications  à  ces  méthode^  ;  mais 
31  quoiqu'il  fût  sur  la  voie  d'une  démonstration  proprement 
n  dite,  elles  sont  demeurées  entre  ses  mains  comme  entre 
D  celles  de  Cramer ,  le  résultat  d*une  simple  induction. 

n  Ce  n'est  seulement  qu'en  1 77a ,  que  M.  Laplace ,  dans 
n  les  Mémoires  de  t  Académie  des  Sciences  ,  a  démontré 
n  pour  la  première  fois  ,  d'une  manière  générale  et  rigoureuse  \ 
i>  l'exactitude  de  ces  formules.  Mais  soit  que  la  précieuse 
1»  collection  où  la  théorie  de  cet  illustre  Géomètre  est  expo- 
n  sée ,  ne  se  trouve  pas  dans  les  mains  de  tout  le  monde,  soit 
V  plutôt  que  M.  Laplace  ne  présentant ,  pour  ainsi  dire , 
p  cette  théorie  qu'en  passant ,  ne  lui  ait  pas  donné  le  dévelop^ 
D  pement  suffisant  pour  la  bien  faire  apprécier ,  on  a  toujours 
79  continué  depub  lors  ,  dans  tous  les  Traités  d'Algèbre ,  à 


^ 
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5^  n'appuyer  les  méthodes  de  construction  des  valeurs  gêné* 
n  raies  des  inconnues  «  que  sur  une  simple  induction  (*)'.  n 

i5i.  Dans  ce  qui  va  suivre ,  on  appellera  nombres  de  mêmm 
espèce ,  deux  nombres  qui  seront  Fun  et  l'autre  pairs  ,  ou  Tuii 
et  l'autre  impail^  :  on  changera  donc  l'espèce  d'mi  nombre ,  en 
l'augmentant  ou  en  le  diminuant  d'une  unité  ,  ou  plus  géné- 
ralement ,  d'un  nombre  impair  quelconque  d'unités  ;  et ,  au  con- 
traire ,  on  ne  changera  pas  l'espèce  d'un  nombre  en  l'augmen- 
tant ou  en  le  diminuant  d'un  nombre  quelconque  pair  d'unités. 

iSa.  n  sera  encore  vrai  de  dire  que  si  l'on  change  plusieurs 
fois  de  suite ,  l'espèce  d'un  nombre ,  elle  se  trouvera  être  ou 
n'être  plus  la  même ,  suivant  que  le  nombre  des  changemens 
sera  pair  pu  impair. 

i53.  Soient  les  lettres  a,  ft,  c ,  toutes  différentes  les 

une  des  autres ,  au  nombre  de  m  ^  et  concevons  ces  lettr» 
écrites  les  une?  à  la  suite  des  autres  ,  dans  un  ordre  arbitraire  : 
si  deux  d'entr'elles ,  consécutives  ou  non  dans  Parrangement 
total ,  ne  suivent  pas  l'ordre  alphabétique ,  nous  dirons  qu'elles 
forment  une  inversion  :  nous  dirons  donc  que  l'arrangement 
total  offre  autant  d'inversions  qu'iPs'y  rencontre  de  systèmes 
de  deux  lettres  qui  ne  sont  pas  écrites  suivant  l'ordre  alpba^ 
bétique. 

i54*  On  voit  donc  que  si  les  m  lettres  se  trouvent  écrites 
suivant  l'ordre  alphabétique  ,  le  nombre  des  inversions  sera 
nul  ;  et  que  si  elles  sont  écrites  dans  un  ordre  absolument 
inverse  de  celui-là ,  elles  n'offriront  que  des  inversions  dont 

le  nombre  sera  — ^ :  en  effet ,  ce  nombre  des  inver- 

a 

sions  est  la  moitié  de  celui  des  arrangemens  deux  à  deux  de 


(*)  J'avais  donné  la   demonstratioa  de  M.  Laplace  dans  la  première 
idiiioB  de  ctl\M  se  tioo. 
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m  lettres  ,  pubque ,  dans  une  moitié  de  ces  arrangemçâs  ^  les 
lettres  se  suivent  dans  Tordre  alphabétique ,  tandis  que  dans 
l'autre  moitié  elles  sont  dans  un  ordre  contraire  (*). 

i55.  Soit  M  un  arrangement  quelconque  des  m  lettres 
que  nous  considérons  :  permutons-y  entr*elles  deux  lettres; 
consécutives  quelconques ,  sans  toucher  aux  autres ,  et  soit 
M'  le  nouvel  arrangement  qui  en  résulte  :  je  dis  que  >dans  M 
et  M',  les  nombres  d'inversions  sont  d'espèces  différentes.  En 
effet ,  les  deux  lettres  permutées  devant  nécessairement  forma: 
une  inversion  dans  Tun  des  arrangemens  M  et  M'^  et  n'en 
point  former  dans  l'autre  ,  et  toutes  les  autres  lettres  demeu^ 
rant  y  dans  les  deux  arrangemens ,  disposées  de  la  même  ma- 
nière ^  soit  entr'elles  ,  soit  par  rapport  à  celles-là  ^  il  s'ensuit 
que ,  soit  en  plus  soit  en  moins ,  le  nombre  des  inversions 
de  M'^  diffère  seulement  d'une  unité ,  dû  nombre  des  inven- 
tions de  M  :  ces  deux  nombres  sont  donc  d'espèces  différentes. 

i56.  n  suit  de  là  que  si  Ton  déplace  une  seule  lettre  d*une 
manière  quelconque  >  l'espèce  du  nombre  des  inversions  res- 
tera la  même  ou  se  trouvera  changée  ,  suivant  que  le  nombre 
des  places  parcourues  par  cette  lettre ,  sera  pair  ou  impair. 
En  effet ,  on  peut  concevoir  que  le  déplacement  ne  s'opère 
que  successivement ,  par  la  permutation  continuelle  de  la  lettre 
en  question  avec  sa  voisine ,  soit  de  droite  ,  soit  de  gauche  ; 
or  à  chaque  permutation  partielle  ,  l'espèce  du  nombre  des 
inversions  changera  ;  donc  quand  la  totalité  des  déplacemens 
de  la  lettré ,  sera  effectuée ,  l'espèce  du  nombre  des  inversions 
se  trouvera  la  même ,  ou  elle  sera  changée  ,  selon  que  le 
nombre  des  permutations  partielles  ou  des  places  parcourues^ 
sera  pair  ou  impair. 

(*)  Pour  que  deux  Icltrcs  soient  dites  suivant  Vordre  alphabétique  , 
il  n^cst  pas  nécessaire  qu'elles  soietic  consécutives  dans  cet  ordre ,  il  tuflSt 
que  celle  qui  est  à  la  droite  de  Taotre ,  dans  la  se'rie  des  i^  lettres  ,  soif 
aussi  ^  sa'  droite  dans  falphabet* 
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167.  Concluons  de  là  que  si  Ton  déplace  deux  lettres  pour 
leur  faire  parcourir  ,  en  totalité ,  un  nombre  impair  de  rangs  ^^ 
l'espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera  nécessairen;ient 
changée.  11  est  clair ,  en  effet ,  qu'il  faut  pour  cela  que  l'une 
des  lettres  parcoure  un  nombre  pair  de  rangs ,  et  que  l'autre 
en  parcoure  ensuite  un  nombre  impair ,  ce  qui  doit  nécessaire- 
ment  changer  l'espèce  primitive  du  nombre  des  inversions. 

i58.  Donc  si  Ton  permute  entr'elles  deux  lettres  non  con- 
sécutives ,  on  changera  nécessairement  l'espèce  du  nombre  dej 
inversions  ;  car  soit  n  le  nombre  des  lettres  interposées  :  on 
pourra  d'abord  porter  la  lettre  la  plus  à  gauche ,  immédiate- 
ment à  gauche  de  l'autre ,  ce  qui  lui  fera  parcourir  n  places 
ou  intervalles  ;  pub  remettre  cette  dernière  à  la  place  de  la 
première  *,  et  comme  elle  sera  obligée  de  passer  par-  dessas 
celle  -  ci ,  elle  se  trouvera  avoir  parcouru  n  +  1  places  :  le 
nombre  total  des  places  parcourues  par  les  deux  lettres  étant 
371  -{-  1  y  l'espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera 
changée  (i5G). 

169.  Appliquons  maintenant  ces  principes. 

Soit  écrite  successivement  la  lettre  b  à  la  gauche  et  à  la 
droite  de  la  lettre  a  ,  en  changeant  le  signe  au  changement 
de  place  ;  on  formera  ainsi  le  binôme , 

ab  —  ia. 

Soit  introduite  successivement ,  et  en  allant  de  gauche  à  droite, 
la  lettre  c  dans  chacun  des  termes  de  ce  binôme ,  en  lui  fai- 
sant parcourir  dans  chacim  ,  toutes  les  places  de  droite  à 
gauche  ,  et  changeant  encore  le  signe  à  chaque  changement  de 
place  :  on  formera  ainsi  le  polynôme 

abc  —  acb  +  cab  ^  bac  -|-  bca  ^  cba. 

Concevons  que  Ton  en  fasse  de  même  successivement  pour 
les  lettres  suivantes  d,  e ,  f,  etc.  jusqu'à  la  dernière  inclu- 
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sivetaieiity  en  sUiyaBt  totijoiirs  exactement Vordre  alpîiabétîque  : 
on  parviendra  de  cettje  manière  à  uh  polynôme  homogène  P» 
de  m  dimensions  où  du  degré  m  ,  dont  les  tenues  au  nombre 

de.  1 .2.3 m  (  P*  séct.)  ,  sont  tous  hé  afrangeraens  ou 

permutations  dont  m  lettres  sont  sUcjCéptiblés  ^  en  les  faisant 
entrer  toutes  dans  chaque  arrangement.  Je  Vais  prouver  que  ^ 
d'après  ce  mode  de  génération  /  les  termes  de  ce  poljnomo 
Auront  le  signe  -f-  OU  le  signe  — ,  suivant  que  le  nombre  des 
inversions  qu'ils  présentent ,  sera  pair  ou  Impair.  » 

Il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  les  deux  résultats  qtie  nous  ve- 
nonade  former  ^  satbfont  à  cette  loi  :  supposons  qu'elle  ait  encore 
lieu  dans  l'avant-demier  polynôme  du  degré  m—  1 ,  de  manière 
que  chacun  de  ses  termes  y  porte  déjà  le  signe  qui  convient  au 
nombre  de  8ea  inversions.  L'introduction  de  la  dernière  lettre 
à  la  droite  de  l'un  quelconque  de  ces  termes ,  ne  changera  rien 
à  cet  état  dé  choses^  puisqu'elle  n'en  diangera  ni  le  signe ^  ni 
le  nombre  des  inversions  ;  à  mesure  que  cette  lettre  avancera 
vers  la  gauche ,  l'espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera 
alternativement  changée  et  rétablie  (i56)  ;  mais  le  signe  se  trou-* 
vant  aussi ,  par  hypothèse ,  alternativement  changé  et  rétabli  ; 
la  loi  dont  il  est  question  continuera  donc  à  subsister  dans  le 
dernier  polynôme^  si^  comme  nous  le  supposons  ^  elle  a  lieu 
dan^  l'avant-demier  :  puis  donc  qu*elle  subsiste  dans  les  deux 
premiers ,  il  s'ensuit  qji'elle  est  générale* 

1 60.  Concevons  actuellement  que ,  dans  obactm  des  termes 
du  polynôme  P ,  on  afiPecte  chaque  lettre  d'un  indice  égal  ai4 
rang  de  cette  lettre ,  en  cette  manière ,  .      . 

«i6«C3  —  a,c»  J3  +  csM  —  k^cz  +  b^c^i  —  çfiyai , 
etc.:  ;         . 

on  formera  ainsi  un  nouveau  polynôme  D  qui  n'aura  phis  de 
termes  semblables.  Je  vais  prouver  que  si  »  dans  ce  pqlynome 
1}  ,  on  change  une  lettre  queIcon<^ue  en  une  autre  ,  en  laissant 

35 
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d*aillem  CeUe-çi  te^e  qu'elle  est  »  et  4l  «a  fj$iD% ,  et  atM  tolk 
cher  aux  indices  ,  tout  le  polynôme  s'^uéan^a. 

Supposons  I  en  effet  ^  que  l'on  cha^  &  en  g  >  sans  toucher 
i  g  ni  aux  indices  :  soient ,  pour  un  terne  pris  au  hasacd  dans 
le  poljmome^  ;i  et  9  le^  iAdices  respectif  de|^  et  k  ;  copoljrnooie 
refermant  toutes  les  permi^tations ,  doit  avoir  un  autre  terme 
ne  différant  uniquement  de  celui-  là  qu'en  ce  fpe  6  y  port» 
L'indice  p ,  tt  g  Tindice  f ,  et  4e  plus  ces  deux  tenaes  doivcal 
avoir  des  signes  contraires  (i55)  ;  ils  se  détruiropt  donc  j  lor»* 
qn*on  changera  h  en  g» 

i^i.  La  lettre  a  devant  èe  trouver  dans  tous  les  termes  da 
polynôme  p  ^  et  ne  pouvant  se  trouver  qu'une  seule  fois 
danschacun,  ce  pelynome  peut  être  ordonné  suivant  les  indices 
de  cette  lettre  ainsi  qu'il  suit  : 

D  s  AtS  +  A^4- Aja,+ +  A««« (i), 

A|,  A«  /  As étant  des  fonctions  de  3,  |  Cn  4i;  b^,  c^t 

<^. . . . .,  bm.  Cm,  dm  '-  ^lors ,  d'après  ce  qui  v^mt  ^Atre  dit, 
on  devra  avoir 

o  =:  AA  +  A^«  +  Asis  + +  AJbm  \ 

0  =  A,c.  +A*c.  +  A3cs+ +  A„c«/----W» 

etc. , 

et  le  polynôme  D  ordonné  par  rapport  à  toute  autre  lettre, 
donnerait  lieu  à  des  oons|éqnences  analogues. 

Oos  principes  posés  ,  soient  entre  les  m  inconnues  x ,  y, 
z,  les  m  équations 

a,x  +  b,y  +  c,«  + =  ft, 

«•*  +  *iy  +  ^«^  + =  K 

a^x  +  b^y  -f  c^z  + =  ftj  \ ç^, 


^hA+  b^  +  c^+ —  km 
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en  prenant  k  somme  de  leurs  produits  respectifs  par  A|, 
A«,  As Am  ,  et  ayant  égard  aux  équations  (i) ,  (a),  on  aura 

Dx  =  A,ft.  4-  AJu  4-  A3A3  + A,X (iO  » 

Joù 

A,a,  H- A*a.  +  A3a3+ +  A^a,.' 


En  ordonnant  le  polynôme  D  smant  les  iodym  de  i ,  et  àé*> 
signant  idors  les  ooeficiens  p^rB.^  B»,  etc.,  on  aura  de» 
é^oations  analogies  à  (s),  en  changeant  dans  oeDea-d,  A,^ 

A, en  B, ,  B,.:../.,  *,,*.,   en  «, ,  a» ,  et  k  Talenr 

de  y  aara  niêaw  dénoninatenr  qoe  celle  de  x  :  donc  le  dét- 
nominateur  conumm  des  trienrs  des  incoonaee,  n'est  antre  cbosa 
que  le  polynq^e  D  »  et  on  en  conclut  le  numérateur  de  la  yaleur 
de  cbacune  d'elles ,  en  j  mettant  la  lettre  qui  représente  le  terme 
tout  connu»  à  la  place  de  celle  qui  représente  le  coefficient  dé 
cette  inconnue ,  toujours  sans  toudier  axxx  indices  (Alg.  I^sect.)« 
Pour  trois  équations  entre  trois  koonnues^  l'indioe  m=3^ 
et  on  a  (160)  * 

D  «  A,«,  +  A^t%  +  Atfiê ,     A,  =  ibcs  —  4/^^ 
A.  =  r,*j  —  ig4^ ,        As  se  &.c^  ~  r A. 
16a.  Si  dans  les  équations  (3)  on  diange  A,,  1^,  kf^hmy 
en  —  fc,f ,  —  ^f ,  —  As». . . .—  ftj,f ,  r  étant  nne  (m-f*  1  y^"* 
kconnne^ces  équations,  tonfovn  anaomk«  de  m,  deriendroaC 

OxX  +  h^y  +  c^  + +  Jl,jr  =  o^ 

oi^  +  Ky  +  c^  + +  V=»^j 

etc*  f 

et  donneront^  par  un  semblable  changement  opécé  dans  Tiqua- 
don  (4) , 

IXc  =  -^  (  AA  -*-  AJk.  +  As*s  + +  AJk«)t. 

Or  comme  »,  dans  cette  équation,  demeure  arbitraire,  oa 
pourra  poser 

35.. 
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*et  on  auta*  ainsi 

x  =  (A,ft,  +  AA+ +  AJt^)d, 

formule  dans  laquelle  m  reste  indéterminée  ;  on  aurait  des 
valeurs  analogues  pour  y  ,z,  etc« 

Ainsi  la  tnême  méthode  qui  a  fait  trouver  les  valeurs  géoé^ 
Tàles  des  inconnues ,  dans  les  problèmes  déterminés  du  pre* 
aûer  degré  ,  nous  donné  encore  les  valeurs  entières  les  pin 
générales  des  inconnues  dans  les  problèmes  indéterminés  de 
ce  degré  ;  du  moins  lorsque  les  équations  n  ont  point  de  tenue 
tout  connu/  et  que  le  nombre  des  inconnues  n'y  surpaaie 
que  d'une  seule  unité  le  nombre  de  ces  équations. 

i63.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  peut  facilement  paner 
aux  autres.  Si,  en  eiTet^  le  nombre  des  inconnues  surpasse 
de  n  unités  celui  des  équations ,  il  ne  s'agira  que  de  joindb 
aux  équations  données,  n  —  i  autres  équations  de  même 
forme ,  affectées  de  coeiTiciens  arbitraires  :  la  question  se  trou- 
vera ramenée  au  cas  que  nous  venons  de  considérer  y  avec  cette 
différence  qu'au  lieu  d'une  seule  arbitraire ,  les  Vateurs  des 
inconnues ,  en  contiendront  plusieurs  (d5). 

Enfin  «  la  m^me  méthode  peut  conduire  encore  auxéquatiois 
de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  coefficiens  »  lois- 
que  les  équations  sont  en  plus  grand  nombre  que  les  incoiiDDes. 
Soient ,  en  effet ,  m  +  n  équations  entre  m  inconnues  :  ea 
tirant  des  m  premières  équations  ,  les  valeurs  des  m  inconnnei 
pour  les  substituer  dans  tes  n'  suivantes  ',  on  obtiendra  ainsi  les 
équations  de  condition  demandées. 

164.  Nous  ferons  connaître  la  démonstration  que  M.  Laplaet 
a  donnée  à  ce  sujet,  dans  le  mémoire  ayant  pour  titre  :  Rèchercl^ 
sur.  Je  Calcul  Intégral  et  sut  le  Système  du  Mondé  {Mémoins 
de  t Académie  four  1772^  d*  partie),  et  dont  la  précédée 
ai^est  que  le  développement. 

Je  suppose  que  l'on  ait  antre  les  n  inconnues  /• ,  f/,  fé',  etc. , 
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les  n  iSçiatlons  saas  termes  coanus, 

o  =  *a,fé  4"  '*•/  +  *c.fJ'  +  etc.  ; 
o  =  *a.fé  4-  »J./i'  +  ^c.fé"  +  etc., 
o  =  ^a.fê  +  ^b.fê  +  ^0.^'+  etc., 

etc.;  .       r 

les  nombres  i ,  9  >  3' >  etc.  places  i  gauche  des  lettres  a^  b ; 
c ,  etc.  étant  ce  que  je  nommerai  dans  la  suite  indices  de  ces  ' 
lettres  :  on  déterminera  ainsi  Téqnation  de  condition  qui  doit 
avoir  lieu  entre  les  coefEciens  *a ,  '6 ,  *c ,  etc. ,  *a ,  *6 ,  *c ,  etc., 
pour  que  trois  équations  soient  satisfaites ,  autrement  que-  par 
les  râleurs  a:=o,y  =  o,a=o(I'*  sect.  ,  chap.  XVH). 

Lorsque  dans  un  produit  tel  que  ht.^c^hAa  dont  les  indice» 
suivent  la  loi  des  nombres  naturels  1,^,3,  4  >  une  lettre  tello 
que  b  précède  une  autre  lettre  dont  elle  est  précédée  dan&  Tordre 
alphabétique  ,  f  appelle  cela  variation ,  et  un  terme  a  d^autant 
plus  de  ces  variations  »  que  cette  circonstance  peut  arriver  de  ' 
plus  de  manières  :  par  e^semple  ,  dans  le  terme  'd'.'c.'fr.^a,  hk 
lettre  d  préeèd»  e,  b^a ,  dont  elle  est  précédée  dans  TovAm 
alphabétique ,  ce  qui  forme  bois  variations;  c  précède  &  et  a  ^ 
ce  qui  donne  deux  variations ,  et  A  précède  a ,  d*où  résulta 
encore  une  variation  ;  ainsi  ce  terme  renfSeraie  six.  variations^ 
Cela  posé,  formez  toutes  les  permutations  possibles  entre  toutes 
les  lettres  a,  b ,  c,  d,  e ,  eto,  et^  dans  chaque  permutation  j^ 
donnez  l^indice  i  à  la  première  lettre ,  Tindice  s  à  la  seconde ,  ' 
Vindice  3  à  la  troisième ,  etc.  ;  ensuite  faites  précéder  chaque 
permutation  du  signe  -)-  ^^^  le  nombre  des  variations  y  est  nul 
ou  pair,  et  du  signe  -—,  si  ce  nombre  est  impair  :  égalant  à  zéro, 
la  somme  de  tous. ces  tenues;,  vous,  aui^  formé  Téquation  de 
conditiou  demandée.  • 

Cette  règle  est  due  à  Grametf  mai^  elte  peut  être  simpliEéa 
par  le  procédé  suivant  donné  par  Bezout, 
ËdÎTeaK  la.lett]:e  a  i,et  av^, cette  lettre. et  la  lettre  b^  Sotpie9\, 
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toutes  le^  penniitatioiis  possibles  ,  en  éeriraiit  SAoré  fa  letM 
b  la  dcrmière ,  ensuite  l'ayant-dernière  ,  puis  changeait  de  signe 
lorsque  b  change  de  place ,  et  tous  aurez  -^ab  —  ba. 

Avec  ces  deux  permutations  et  la  lettre  c ,  formez  toutes 
les  permutations  possibles  ,  en  écriTanf  d^âbord  dans  chaque 
terme  la  lettre  c  la  dernière ,  puis  l'avant-demière ,  et  enfin  la 
première  ,  puis  changeant  de  signe  toutes  les  fois  que  c  ch^Jàg^ 
de  place,  et  tous  aurez 

+  abc  —  acb  -f-  «?<ïi  —  ^^  +  ^^  —  cba. 

Coi»biQ«B  de  la  mésM  numière  toutes  ces  penuowiom  «tee 
la  lettre  d,  et  ainsi  de  ^te ,  en  employant  autant  de  lettre» 
qu'il  y  a  d'inconnues^,  f$\  etc.  ;  cela  posé  »  dans  chaque  terme. 
donnez  rindice  i  à  la  première  lettre  «  l'indice  a  à  la  seconde, 
rîndice  3  à  la  troisième^  etc,  >  égalant  à  zéro  la  somme  de  tons 
ces  termes,  vous  aurez  les  équations  de  condition  pour  que 
deux^  trois,  etc.  équation» déterminées  du  premier  dtgré  i 
deux,  à  txoiâ,  etc.  inconnues^  soient  possibles. 

fit  effeâ  ^  xuxj^  yu  (P^  seet^  ^  cb^^  XVQ  )  que  les  condittau 
aV  —  ia'  =  o  , 

formées  d'après  cette  règle,  en  changeant  les  indices  en 
rÀultaieii^  comme  conséquences  des  systèmes  d'é< 


j.  (ax  +  by  ^  o 

* '  "  *   (a^j; -j-  by=  o  : 

itfa?  -f"  * J'  +  «s  == 
a'x  -h  b'y  +  c'z  = 
4i'x+  iV+  ^*=» 


La  règle  que  nous  vehoni  de  prescrire  est ,  comme  Ton  voit, 
d'un  usjge  fort  commode  j,  et  il  est  fiadie  de  s'^^urer  qu'eOe 
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rentre  dans  celle  de  Cfamer.  Cela  est  d'abord  éyîdeiit  pont 
les  deux  permutations  +  ab'^  bai  si  on  les  combine  avec  la 
lettre  c ,  il  est  aisé  de  voir  qtt*en  écrivant  dans  ces  deux  termes 
la  lettre  c  la  dernière ,  le  nombre  des  variations  dans  chacun 
d'eux  ne  d^angera  pas;  aussi  conservent- ib  le  même  sign^ 
qu'ils  avaient  :  mais  si ,  dans  ces  ^termes  >  on  écrit  la  Isttte  c 
l'avant-deniière  ^  le  nombre  des  variations  est  alors  augmenté 
d'une  unité;  et ,  suivant  la  règle ,  ils  changent  de  signe  ;  d'où 
il  suit  généralement  que  lés  termes  dont  le  nombre  des  va- 
riations sera  2éro  où  pair  >  auront  le  signe  -f- ,  et  lés  autres 
le  si^e  -^.  D'ailleurs  le  nombre  dé  termes  dont  est  corn- 
posée  Féiqnatiôn  de  condition^  est ,  suivant  les  deux  mé-^ 

thodes ,  égal  à  i  .fl.3 »  „  s'il  j  a  n  lettres,  et  tous 

ces  termes  sont  différens  les  uns  des  autres  ;  donc  l'équa* 
don  de  condition  sera  la  même  dans  les  deux  cas.  Nous 
allons  maintenant  démontre»:  la  lègle  de  BeuM^  comm»  étant 
la  plus  sin^ple.. 

iB5.  Si  au  lien  dé  eombmer  hr  lettre  &  avec  hr  lettre  h  y. 
«Bsuite  c^  deux  lettres  aVec  c ,  et  ainsi  de  suite,  e'est-^-dite^ 
si  au  lien  de  combiner  les  lettres  a ,,  b ,  c^  d,  e,  etc.  dans 
Tordre  a,  b,  c  y  d ,  e,  etc.,  on  les  eût  combinées  dans  Tordre 
a,  c,  b ,  d,  e,  etc. ,  on  a,  d,  b,  c ,  e ,  etc. ,  ou  a^e^b,  c , 
d  y  etc. ,  ou  etc.  ;  je  dis  qu*bn  ihnrait  toujoen  eu  la  même  qnan^ 
tité^  i  la  difEérence  des  signes  pr^.. 

Pomr  démontrer  ce  t&éorème  »  nommons  »  en  géhéràl ,  ré^ 
soUante ,  la  quantité  donnée  p^  Tune  queTeonqtie  de^  ces 
combinaison^ ,  ensorte  que  \\  première  résultants  sbit  celle 
qui  vient  de  la  combindson  suivant  Tordre  ayb^c,  d\  e,  etc.  ; 
que  la  seconde  résultante  soit  celle  qui  vient  de  Ur  combruai- 
son  suivait  l'ordre  éy  c ,  b,  d  yù,  etc.  ;  que  la  tsoisièms' 
résultante  soit*  due  A  1»  combinaison  smtant  Tordre  a,  d-^ 
A,  c,e  ,  etdi,  et  amsi  de  suite  :  cela  posé  ,'iT  est  cWï'  que 
toutes  ces  réiniltantès  renferment  lé  même  nombie  de  termei  » 
et  préckémést  ka  mêmes  y  p«isqu>lTea  sont  cômjk)6ées  de 
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tous  les  termes  qui  |»eayent  résulter  de  la  combinaisca  îda 
n  lettres  a ,  b  ^  c  ^  d ,  e  ,  etc. ,  disposées  entr'elles  de  toutes 
les  manière^  possibles  ;  il  ne  peut  doue  y  avoir  de  difféieooe 
entre  deux  résultantes  que  dans  les  signes  de  chacun  de  leon 
termes  :  or ,  il  est  visible  que  la  première  résultante  donne 
la  seconde  ,  lorsqu'on  change  dans  cette  première  &  en  C|  et 
réciproqueipent  ;  nws  ce  changement  ne  peut  qu'augmoats 
ou  que  diminuer  d'une  unité  le  nombre  des  variations  de 
chaque  terme (i 55)  \  d'où  il  suit  que,  dans  la  seconde résul- 
tante ,  tous  les  termes  dont  le  nombre  des  variations  est 
impair ,  auront  le  signe  +  >  «t  les  autres  lé  signe  —  ;  par* 
tant ,  cette  seconde  rési^ltante  n'est  que  la  pres^ère  piise 
négativemeut, 

U  est  visible  pareillement  que  la  seeonde  résultante  don- 
nera la  troisième  >  en  y  changeant  c  en  c,  et  réciproque 
ment  :  or  ^  ce  changement  ne  peut  qu'augmenter  ou  diminoer 
d'une  unité ,  le  nombre  des  variations  de  chaque  terme  ;  donc 
les  termes  dont  le  nombre  des  variatiouâ  est  zéro  ou  pair 
dans  la  troisième  résultante  ,  auront  le  signe  -|- ,  et  b 
autres  le  signe  — ?-.  De  là  on  conclura  généralement  que  si 
l'on  nomme  R  la  première  résultante^  R'  1^  seconde,  Vk 
troisième  ,  etc. ,  on  aura 

R'  =  -^  R,      R''  =  R ,      R*  =  -^  R ,     etc. 

H  suit  de  là  que  si ,  dans  la  première  résultante ,  on  cianp 
a  en  6  ^  et  réciproquement ,  ou  a  en  o  ^  et  réciproquement, 
ou  a  en  J  ^  et  réciproquement ,  etc.  ,  on  aura  toujoun  h 
même  résultante  ,  à  la  différence  des  signes  près.  £n  effet , 
l'échange  de  a  en  ^  et  de  fr  en  a  >  ne  signifie  autre  cbose , 
sinon  qu'au  lieu  de  combiner  +  a&  -—  Aa  avec  les  lettres  f ,  »> 
0,  etc, ,  on  oombine  -r-  ab  +b.a  avec  les  mêmes  lettres ,  ce 
qui  donne  la  première  résultante  prise  en  — •  :  pareillement 
l'échange  de  a  ep  c  et  de  c  en  a ,  indique  qu'au  lien  de 
çoQibiner  +  ac"^  ca  avec  les  lettres  b  ^  J,  e,  etc. ,  oucont^ 
y pe  «— '  oc  4-  ^^  ^veç  les  mépi^es  lett^e^  ^  ce  (^  donne  I* 
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«econde  résultante  prise  eu  — ,  ou  la  première  prise  en  4- , 
et  ainsi  de  suite. 

•Il  suit  encore  du  théorème  précédent  que  si  /dans  la  pre- 
mière résultante  ,  on  écrit  b ,  ou  c>  ou  d  ,  etc.  partout  où  est 
a ,  cette  résultante  sera  identiquement  nulle.  En  effet ,  par 
exemple ,  la  première  résultante  est ,  d'après  ce  que  nous  ve- 
nons de  voir  »  égale  à  moins  la  seconde ,  c'estnà-dire ,  à  moins 
celle  qui  résulte  de  la  combinaison  suivant  l'ordre  a,  c ,  b  ^ 
d ,  e ,  etc.  ;  or  en  combinant  d'abord  les  deux  lettres  a  et  c  , 
on  a  +ac  —  ca  :  si  l'on  combine  ces  deux  termes  avec  la 
lettre  b ,  ensuite  ceux--ci  avec  la  lettre  d ,  etc.  ,  il  est  visible 
que  la  quantité  qui  en  résultera ,  deviendra  identiquement  nulle 
en  écrivant  c  pour  a  et  conservant  c  ,  puisqu'alors  ac .—  ca 
devient  identiquement  nul.  Cette  conclusion  a  été  autrement 
établie  Cl So). 

166.  Je  suppose  maintenant  que  l'on  ait  les  trois  équations 

0  =  'a.fé  +  'b.ft'  +  'c.tA\ 
o  3=  *a./*  +  ""b.f/  +  •c./m", 
G  =  ^a.fé  +  36./  +  ^c.fé"  : 

)e  forme  d'abord  la  résultante  des  trois  lettres  a,byC,  suivant , 
l'ordre  a  j  6  ^  c ,  ce  qui  donne 

ou 

>«p6.3c— •c.3i]4-»a['c.3&— 'i.^c^+'a  ['i.V— 'c.»i]  : 

je  multiplie  .ensuite  la  première  des  équations  ci-dessus  par 
*bJc — *c.*6  ,  la  seconde  par *c.3ft  — '6. ^c,  la  troi^ème  par 
'i. *c  —  *c*i ,  et.j'ajoute  les  produits ,  ce  qui  donne 
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<ir  il  suit  »  êe  ce  que  nous  ayons  dit  plus  liant ,  qne  les  coeiE' 
cienâ  de  fê  et  de  fé"  sont  identiquement  nuls  ,  puisqu'ils  ns 
sont  que  la  résultante  des  trois  lettres  a  ,b  étc,  dans  laquelle 
on  écrit  6  ou  c  partout  où  est  la  lettre  a  :  donc  on  aura  pour 
réquation  de  condition  demandée 

c*est^à-dire ,  la  résultante  de  la  combinaison  des  trois  lettres 
a,  b  ,  c ,  égalée  à  zéro ,  en  observant  qu'aucune  des  racines 
fA ,  fé\  fê*,  etc.  n"est  égale  à  zéro.  On  démontrerait  la  mène 
chose  sur  un  nombre  quelconque  d*équations« 

1Ç7.  Pour  démontrer  l'analogie  de  ce  qui  vient  tfélre  dit 
avec  l'élimination  des  équations  déterminées  et  complètes  du 
premier  degré ,  je  suppose  qu'on  ait  les  trois  équations 

Je  multiplie ,  comme  ci-dessus ,  la  première  par  (*i.^c— V.'i) , 
Ja  seconde  pir  (  'c .  '6  -»**t .  ^c) ,  la  troisième  par  Qb .  •c— V.'i)  1 
je  les  ajoute  ensemble ,  et  j'obserVe  qtie  lé  coefficient  de >  «^ 
celui  de  ft!'  sont  identiquement  nuls  dans  l'équation  qoi  ea 
résulte ,  d'où  je  conclus 

on  voit  donc  que  le  nuihérateut  de^  rexJ)ression  de  ^  seîo^ 
àa  dénominateur ,  en  y  changeant  a  en  p  :  on  aura  ensv^^f 
ou  fé",  en  changeant,  dam  l'expression  dé  ^ ,  fl  en  i  ou  c, 
réciproquement  :  mais  en  changeant  dans  le  dénominateur  ûe/% 
a  en  &  9  et  réciproquement  >  on  a  toujours  ,  par  ce  quiprej^^* 
la  même  qtiantité  ,  au  signe  près  :  donc  la  valeur  de  /*  ^ 

^r^7-sr ,  &  étWt  le  dénominateur  de  /mi  ,  ou ,  ce  qui  teV»^ 
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inéme^  la  première  résultante  des  trois  lettres  a,  &^  c  :  K  se 
formera  de  —  R,  en  y  changeant  b  enp:  donc 

Ainsi  régression  de  //  est  rédiate  int  même  déoominatenr 
que  celui  de  /« ,  et  les  numérateurs  de  ces  expressions  se 
forment  du  dénominateur  commun  R  >  en  7  changeant  a  en  p 
pour  /»>  et  (  CD  p  pour  j/.  C'e^  «flteclWeiEdiir  per  ce  procédé 
qu'on  passe  de  la  valeur  x  à  celle  de  ^  (  P*  sect« ,  ch.  X'VII). 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  Te^qireâsion  de  ft,^ 
a  R  pour  dénomi^afetir  >  er  que  son  numérateur  se  forme  de 
R  ,  en  7  changeant  c  en  p.  Cette  règle  a  -giaéiabttMilt  Kau  ^ 
quel  que  soit  le  nombre  des  équations. 

168.  M.  Laplaee  donne  ensuite  un  procédé  fort  sinqple  qui 
(ibrège  cofl3Îâérablemeflt  le  calcul  de  Féqualion  de  condition  ^ 
procédé  twr  lequel  110129  renvoyons  an  mémoire  cité. 
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CHAPITRE  XXVffl. 

Recherche  directe  du  terme  général  du  développement 
d'une  puissance  quelconque  d'un  poljrnome ,  et 
méthode  facile  pour  exécuter  le  déçeloppement  i^ 
ces  puissances.   - 

i6g.  V^UOIQUE  la  question  énoncée  se  troave  résolne  dans 
les  o?*  108  et  109  du  chapitre  XVIII ,  nous  oroyoBs  cependant 
nécessaire  de  la  reprendre  ici  pour  la  traiter  d!une  manière 
plus  directe ,  plus  étendue  et  plus  appropriée  aux  nombreiues 
applications  que  nous  devons  en  faire  dans  le  chapitre  suivant. 
Ce  qui  suit  est  tiré  de  deux  mémoires  ,  l'un  de  M.  Gergonne^ 
Tautre  de  M,  Lavemède  ^  consignés  dans  1b  n°  VU  du  tome  H 
des  Annales  de  Mathématiques ,  collection  précieuse  par  le» 
exoellens  matériaux  qu'elle  contient. 

On  sait  que  le  nombre  des  arrangemens  de  m  lettres  toalei 
différentes  .  est 

1 .  a , 3.  •  •  •  «  • . .  (  m  — «•  1  )  m« 

Si  plusieurs  de  ces  lettres  ,  au  nombre  de  « ,  se  chango^ 
toutes  en  a ,  il  est  clair  que  tous  les  arrangemens  dans  lesqueb 
les  lettres  restantes  seront  disposées  de  la  m^me  manière ,  oa 
occuperont  les  mêmes  places  ,  se  réduiront  à  un  seul  :  or  il  y 
aura  autant  de  ces  arrangemens  qu'il  y  a  de  manières  de  per* 
muter  entr*elles  les  lettres^  qui  d*inégales  qu'elles  étaient, sont 
devenues  égales  j  mais  ce  nombre  est  ^  d'après  la  formule  p^ 
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téâentê,  i.a.S •,  et  doit  conséqnemment,  dans  le  cas 

présent ,  devenir  diviseur  de  la  formule  ci-dessus  ;  et  comme 
le  même  raisonnement  est  applicable  à  tout  autre  groupe  de 
lettres  devenues  égales^  on  peut  établir  que  si  Ton  a  •  lettres 
égales  à  a,  C  lettres  égales  H  b,y  lettres  égalés  à  c ,  etc. , 
"de  manière  qu'on  ait 

•  +  C  -J-  y  +  etc.  ==  m, 

le  nombre  des  divers  arrangemens  dont  ces  m  lettres  seront 
susceptibles ,  aura  pour  expression , 

i.a.3 (m  —  1)771 

i.si.3f...«X  i.a.3 Cxi.a.3 y.etc.        ^  ^' 

nombre  qui  exprime  de  combien  de  manières  dïï  peut  écrire^  . 
les  uns  à  côté  des  autres  ,  les  facteurs  du  monôme  a^b^cy»  • . 

Ce9  lurélinûn^ûres  posés  »  qu'il  soit  question  d'assigner  la 

forme  du  développement  de  (a  +  i  -f-  c  •+• +  r)",  on 

plutôt  celle  de  son  terme  général.  Le  moyen  le  plus  naturel 
de  parvenir  à  ce  développement  ^  si  Tindétermination  de  l'ex- 
posant 771  et  du  nombre  des  termes  du  polynôme  ^  ne  le  ren- 
dait pas  impraticable  ^  "serait  de  multiplier  le  polynôme  par 
lui-même  tti  -—  1  fois.  Concevons  néanmoins  que  l'on  procède 
de  cette  m^ère,  mais  que  >^  pour  éviter  les  réductions  qui  ne 
laisseraient  dans  les  coefficiens  des  tennes  réduits  ^  aucune  trace 
de  leur  origine^  on  convienne,  dans  le  cours  des  multiplications 
de  monôme  à  monotne,  d*^écrire  constamment  la  lettre  multi- 
plicateur à  la  droite  du  terme  multiplicande  ^  comme  on  le 
ferait  si  l'emploi  des  exposans  n'était  pas  connu  ^  et  qu'en  outre 
on  ignorftt  qu'il  est  permis,  dans  une  multiplication ,  d'inter- 
vertir à  volonté  l'ordre  des  facteurs  :  alors  comme  on  ne  fera 
aucune  réduction ,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  désignant  par  n  le 
nombre  des  termes  de  la  racînfe/lfe  premier  produit  aura  ti* 
termes  de  deux  dimensions  ,  le  second  en  aura  71^  de  trois  di- 
mensions ,  et  ainsi  de  suite  ;  ensorte  que  la  puissance  cherchée 
sera  un  polynôme  homogène  de  m  dimeibions  ayant  ti"*  termes  « 
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«aos  coefficiens  ni  e3q[>dsans ,  termes  tons  formés  de  letttai 
prises  parmi  celles  du  polynôme  proposé ,  et  écrites  «ne  oa 
plusieurs  fois.  Je  dis  actuellement  que  ce  produit  contieDdn 
une  fois  seulement  chacun  des  arrangemens  ou  des  mots  de  oi 
lettres  qu'il  est  possible  de  faire  y  en  n'y  employant  que  im 
lettres  prises  parmi  celles  du  poljmome  proposé,  et  répép 
tant  chacune  d'elles  autapt  de  fois  qu'on  voudra  ^  sons  l'hyp^ 
thèse  précédente.  8oit^  en  effet  >  ' 

dhba gacl 

un  pareil  arrangement  formé  au  hasard  :  d'après  la  mioièn 
dont  on  suppose  que  les  résultats  successifs  ont  été  formel, 
pour  que  ce  mot  ne  fît  pas  partie  du  dernier  produiti  e«  ^ 
»y  trouyât  pliisieurs  fois  >  il  faudrait  que  le  mot 

dbba gaç 

ne  fit  pas  partie'  de  l'avant^demier  produit ,  «•  i^  tioirft 
plosieurs  fois  :  par  la  mAme  raison  le  mot 

dbba» .  •  • .  •  ,ga 

manquerait  dans  le  précédent^  on  s'y  trouverait  plnsiennfbii; 
et  en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  ,  on  serait  cmidnit 
à  conclure ,  contrairement  à  l'hypothèse  ,  que  la  lettre  d^  ptf 
exemple ,  manque  dans  lé  polynôme  proposé,  on  s'y  trooT9 
plusieurs  fois.  Rendons  à  chacun  de  ces  termes  la  fonne  or- 
dinaire ;  l'un  quelconque  deviendra  a%  c^. . . .  aoos  U  coi* 
dition  •  +  C  +  y  4-  etc.  =  m  ;  mais  alor;s  il  ne  sera  jrfw  *••' 
de  son  espèce ,  parce  que  ceux  qui  jusque-là  ne  diffenieotds 
lui  que  par  la  disposition  des  lettres  ,  lui  deviendront  abfob* 
ment  semblables  ;  et  comme  le  dévelof^ement  rsofennaiti 
ayant  d'avoir  subi  la  modification  dont  il  s'agit  ici ,  tous  Itf 
mots  qui  pouvaient  être  formés  de  cette  manière ,  et  ne  reo* 
fermait  chacun  d'eux  qu'une  fois  seulement,  il  s'eosmt  qos  ^ 
développement  ainsi  modifié ,  renfermera  autant  de  termei 
pareils  à  celui  que  nous  venons  d'écrire ,  qu'il  y  a  de  n^ais^ 
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àe  disposer  ^  les  uns  i  côté  des  antres  ,  les  factevrs  de  d^é-^ 
rens  groupes  dont  ce  terme  est  composé  ;  il  faudra  donc^  pour 
faire  la  réduction  des  tennes ,  n*en  écrire  qu'un  seul ,  et 
lui  donner  pour  coeiEciens  la  formule  (A).  Le  tenue  général 
cherché  est  donc 

i.Q.3.  ...m  •l^'v*  ti>\ 

.  ^ — ^  abc  etc. ...  (B)  > 

i.5i...a  X  i«a...Cx  i«A—y  etc.  ^  ' 

et  on  en  déduira  tous  les  termes  du  développement  de 
(a  +  &4-c+«***+  r)",  en  ad^çttant  successivement  pour 
M^C,  y,  etc.  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  et  positives | 
j  compris  zéro  >  qui  pourront  satisfaire  à  la  condition 

«  +  C  +  y =  7IL. 

Si  Toa  suppose  i|iie  le  polyaone  a+h+  c+ «^*  ^  réduise 
an  binôme  x-j^u^U  tenue  f/iminl  ci-dessus  se  réduira  sim- 
plement à 

i.fl.g »  m  C 

i  .a. . .  .«X  1  X  A....t  ^  ^  9 

sous  la  condition  «  «f-  C  =  m  :  soit  chaogfi  C  «q  n  »  et  on 
aura  mz^m^^n ,  ensorte  que  ce  terme  général  pourra  être 
écrii  comme  tl  suit , 

m(ni^-ri)  (iii'-Ha)....(m— n+i)(m— rts)....3.a.i    ._.  . 
i.s.p. . .  .i|.(}n— n).. .  .3.a.i.  ' 

on,  en  réduisant. 

Ht    ^^>    ÎÎLZ?  'P^^^'  ^« •-.-«      ' 

1  A  A  JS  ' 

formule  connue. 
Le  tenue  général  (B)  revient  i 

i.d.3....it(«+i)  .  ..(m— a)(7Fi^-i)m       •i.^yjf' 

Î'  •  -^  ^  •'  ■  '  '  -  Tt    X-    APC   a   .... , 
_       X  ^'^...y  X  ï'^v^^etc. 
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et ,  en  réduisant , 

mim-^i) (d+û)(a+i)        j:  r  J" 

Ti      ^^  ,   «        ■  ^^  .    ^ K — •  ^    c   d    . . 


•  a 


remplaçant  «  par  m'^C-^y  —  J^—  etc. ,  il  se  changera  dam 
celui-ci , 

m  (m — i)  (m-^a) (m    C'  y    J^--^tc.+  i) 

i.a Cxi.fl yXi.a ^.... 

X^b^cyJ^ ^„,-<-^-^^tc^ 

ce  qui  fournit  la  règle  suivante  : 

Le  coefficient  d'un  produit  quelconque  des  lettres  a  ^  b  ,  C| 
d  ,  etc ,  dans  le  développement  de  (a  +  b-4-c+li-f-  etc.)"^ 
est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  le  produit  doutant  de 
termes  consécutifs  de  la  suite  m ,  m-—  i  ,  m  —  a  ^  qu*il  y 
a  d'unités  dans  la  somme  des  exposans  des  lettres  qui  mul^ 
tiplie  a ,  et  pour  dénominateur  le  produit  d'autant  de  termes 
consécutifs  de  la  suite  naturelle ,  à  partir  de  t unité ,  pour 
chaque  lettre  qui  multiplie  a  ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  F  expo- 
sant de  cette  lettre. 

Concevons  actuellement  que  le  développement  30Ît  oxdomié 
par  rapport  à  a  ^  et  considérons  comme  un  terme  unique  , 
l'ensemble  de  tous  ceux  qui  sont  affectés  d'une  méxùe  puis* 
sance  de  cette  lettre.  Dans  le  n'*^'  terme  ^  la  puissance 
c"^""*"*  sera  multipliée  par  tous  les  produits  de  n  —  i  dimeu- 
sions  que  l'on  peut  faire  avec  les  lettres  b\  c  ^d  ^  etc.  :  danj 
le  (  »  +  1  )""••,  a"""»  sera  multiplié  par  tous  les  produits  de 
n  dimensions  que  l'on  peut  faire  avec  ces  mêmes  lettres.  Or 
en  supposant  déjà  formés  les  produits  de  n  —  i  dîtnf>n!^ioffi^ 
que  peuvent  fournir  les  lettres  A  ,  c,  d ,  etc. ,  abstraction  faite 
des  coefficieqs  numériques  ,  il  est  évident  qu'en  les  multipliant 
par  b ,  on  aura  tous  ceux  de  n  dimensions  qui  doivent  conte- 
nu: cette  lettre  en  facteur  ;  et  on  aurait  de  même  tous  ceux  de 
n  dimensions  qui  doivent  renfermer  la  lettre^  c  ^  en  les  mnlti'' 
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pliant  par  cette  dernière  lettre  ,  au  lieu  de  les  multiplier  par  b  ; 
mais  comme  parmi  cea  derniers  ,  il  y  aurait  des  produits  qui 
renfermeraient  le  facteur  b ,  et  que  ceux-ci  sont  déjà  donnés 
'  par  la  première  multiplication  >  il  est  clair  qu*en  multipliant 
par  c  ^  il  faudra  opérer  seulement  sur  les  termes  den  —  i  di- 
mensions qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  b  :  réunissant  donc 
les  derniers  résultats  au  premier  ,  ou  aura  ainsi  tous  ceux  des 
termes  de  n  dimensions  ,  dans  lesquels  doivent  entrer  les  lettres 
b  et  c.  Par  un  semblable  raisonnement ,  on  trouvera  qu'en  réu* 
nissant  à  ces  termes  les  produits  par  d  de  tous  ceux  des  termes 
de  n  *—  I  dimensions  qui  ne  renferment  ni  A  ni  c  ;  les  produits 
par  e  de  tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  b ,  ni  c  ^  ni  d^  et 
ainsi  de  suite ,  on  parviendra  à  obtenir  tous  les  produits  de 
n  dimensions  qu'il  est  possible  de  faire  avec  les  lettres  b, 
c,  d ,  e  f  etc. 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  suivante  pour  former  le 
(»+  1  y^'  terme  delà  m^^*  puissance  du  polynôme  a+i 
+C+  etc.  ordonné  par  rapport  à  a ,  lorsque  le  /»''""  terme  de 
cette  puissance  est  déjà  connu. 

Multipliez  par -tous  les  produits  des  lettres  a,  b^  c^  etc. 
a 

c 
qui  entrent  dans  le  n°**  terme  ^  par  -  tous  ceux  de  ces  produits 

a 

qui  ne  contiennent  pai  le  facteut  b  ,  pat  -  tous  ceux  de  ces 

a 

è 
mêmes  produits  qui  ne  contiennent  ni  h^ni  c;  par  -  tous  ceux 

qui  ne  contiennent  ni  b  ^  ni  c ,  ni  d  ,  et  ainsi  de  suite;  ejtfin , 
donnez  à  chacun  de  ces  produits  ainsi  obtenus  ,  le  co^çient 
numérique  que  lui  assigne  la  formule  générale  (A). 

Cette  règle  étant  générale ,  et  le  premier  terme  du  déve- 
loppement de  (a  +  i+c+d-f-  etc. )"* étant  toujours  connu 
et  égal  à  a*",  il  est  évident  que  son  application  fera  trouver 
fuccessiyement  tous  les  autres. 
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Examinons  plus  particulièrement  la  loi  que  suivra  le  déT^ 
loppement  >  et ,  à  cet  effet ,  considérons  mi  produit  qaelcoDqw 

b^cyd^ ^m-C-O^/....^  jjans  lequel  C,  y.,  Z',  etc.  étant da 

nombres  entiers  ou  ïtéro ,  on  ait  ff  -f-  y  +  ^'  •  •  •  <  ^  ^^  ='"' 

Si  nous  supposons  cette  somme  ff  -f-  y  +  '^ cowtantc  et 

égale  à  it ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  yaleurs  particulièw 

des  e?q)osans  ^ ,  y ,  J^. . . .,  il  est  vbible  que  h  c^a  ....û*^ 
sera  l'expression  générale  des  produits  des  lettres  û,6,c... 
qui  doivent  entrer  dans  le  terme  du  développement  de 
(a  +  i-f-c+  etc.)"*  ordonné  suivant  a,  et  dont  lerangcJt 
désigné  par 

C  +  y  4-  ^  +  etc.. . .+  1  =  »  +  1. 

Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  le  coefficient  de  J  c  a^^cT*, 
est 

1 . a .5 (yrt— g)  (m-^i)m 

i.fl..ffX  i.a...yX...  Xi.fl...('»— ")' 
ou  j  ce  qui  revient  au  même , 

m(m — i)  (m — ^fl). . .  .(n+i)  n(n — i)..  .5.3. i  _ 
1.2..  .^X  i.a.  ..y  X  i.a...J'X>-  .X  i.a  •  •  •  (n^-»)' 
les  facteurs  du  numérateur  étant  consécutifs  ;  ou  encore 

n(n— i)(/t— a) 3.3.1 m(m—i)  (m— 2) . .  ■  (n+0. 

i,a....Cxi.a....yX  i.a....^....  i.a.3 (mr-n) 

et  comme  on  a  évidemment 

77i(m — i)(ni — a)...(n4-i) Jn(m —  1  ) (m— 2) . . . (m-^O 

i.a.3.  ...(m — ^/i)  i.a.3 n 

comme  on  s'en  assure  par  la  réduction  des  deux  fractio»  «• 
même  dénominateur ,  on  pourra  écrire  encore 

n  (n — i)(/t— a). . .  .5. a.  1 

i.a Cx  i.a....yX  i.a J^  etc. 

^  m  (m — 1)  (/yt — a) (m — n+i) 

^  1.2.3773^  ' 
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d'où  II  9uit  que  la  fohnule 

1.3.3. ....n  ç    ^ 

jn    m — 1  m — /i  +  i  , 

1  '      a       /i 

représentetâ  généralement  les  quantités  monômes  qui  doivent 
composer  le  (/t  -f-  ly»'  terme  du  développement.  Or,  dans 

cette  expression,  le   facteur  —  . 1  ~  f  eit 

1         a  71 

constant,  et  le  facteur  coniueué  i.a..  .jt - 

'^  i.a....ffx  i.2....y  etc. 
qui  est  variable  à  cause  des  exposans  variables  «,  ff,  y ,  etc. 
est ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment ,  le  terme  général  du 
développement  de  (  *  4.  c  +  rf. . . .)«  ;  donc  le  {n  +  i)"«'  du 
développement  de  (a+  i  +  c  +  rf. . .)",  sera 

7- .  -— — -î—  (  i  +  c  +  d )«a'»-\ 

et  conséquemment  en  posant  i+ c4-d+. . .  .;z=j/cé  dé- 
veloppement deviendra 

M       I        ^  M^l       I        ^  771"—  1         ^ ^ 

1  '    1         a 

+  ^.2^.  =^.'«--3+ etc., 

ce  qu^on  savût  déjà. 

Il  résulte  dé  ce  qu'on  vient  de  dire ,  que  771  étant  un  nombtè' 
«Xitier  positif,  le  développement  de  (a+A+c...)'**  donné  jiar  là 
jfègle  ci-dessus ,  revient  à  celui  qu'on  obtiendrait  par  Tàpplica- 
tiont  de  la  formule  du  binôme  ;  puis  donc  qu'il  est  démontré  que 
cette  formule  a  lieu,  quel  que  soit  l'exposant  tn ,  il  païaît  légi-î 
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time  d'en  conclure  que  la  règle  dont  il  s'agît,  pourra  être  impli- 
quée quel  que  soit  le  nombre  m. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  i°.  que  p  exprimast 
le  nombre  des  termes  du  polynôme ,  et  m  un  nombre  entier  po* 
sitif,  la  somme  des  coefficiens  numériques  des  monômes  qoi 

composent  le  développement  de  (a  +  6  +  c )•",  est  f, 

conclusion  qu'on  obtient  sur-le-champ  en  faisant  a=i=c 
=  d  =  etc.  =  1  ;  2**.  que  lorsque  l'on  connaît,  ahstractiofl 
faite  de  leurs  coefficiens ,  les  monômes  qui  doivent  composa 
le  développement  précédent ,  on  en  peut  déduire  ceux  qui 
doivent  entrer  dans  le  développement  de  (a+i+^»  •••)**'> 
toujours  abstraction  faite  de  leurs  coefficiens,  de  manière  qu'il 
ne  restera  plus  qu'à  affecter  chacun  des  termes  obtenus  du  coeffi- 
cient numérique  convenable. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  nous  occuper  de  la  recherd» 
des  formules  qui  expriment  les  puissances  entières  et  de  degrés 

définis  ,  d'un  polynôme   a '^^  b  +  c ,  quel  qne  soit  18 

nombre  de  ses  termes.  Ces  formules  peuvent  être  écrites  d'une 
manière  fort  simple ,  et  les  considérations  qui  précèdent,  foii' 
nissent  un  moyen  facile  de  les  construire. 

Cela  posé  ,  désignons  par  (^Cy/*. . . .)  la  somme  des  proAut* 
des  facteurs  a,  b ,  c,  d,  etc.  et  de  leurs  puissances ,  dans  le^ 
quels  les  exposans  sont  « ,  C ,  y ,  ^. . . . ,  quelles  qne  soient 
d'ailleurs  les  lettres  que  ces  exposans^  affectent.  DansledcTf" 

loppement  de  (  a+  &  +  c )**,  il  y  aura ,  oqtre  la  classe 

des  produits  comprise  dans  l'expression  (éiCy/". ...)i'*"^*°^ 
d'autres  classes  de  produits  qu'il  y  aura  d'autres  mamèrBû^ 

•atisfaire  àla  condition  «+C4-y =  m,aYecdesBOinbr» 

positifs  entiers  ou  nuls ,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  de  maw«r** 
de  former  le  nombre  m  par  addition  avec  des  nombres  cod»* 
pris  dans  la  suite  naturelle ,  depuis  i  jusqu'à  m  inclusif  eme"^ 
Noua  sommes  donc  conduits  à  cette  question  :  Trouver  tomi 
les  manières  de  former ,  par  addition  de  nombres  enùsTS  fo^ 
tifs  f  un  nombre  donné  m. 
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Nous  indiquerons ,  pour  résoudre  cette  question,  deux  règles 
fort  simples  ;  et  d'abord ,  peur  fixer  les  idées  >  nous  prendrons 
le  nombre  8.  Toutes  les  manières  de  le  former ,  sont  comprises 
dans  le  tableau  suivant,  dans  lequel  les  chiffres  écrits  les  uns 
à  côté  des  autres  ,  sans  aucune  interposition  de  signe ,  doivent 
être  considérés  comme  séparés  entr'eux  par  le  signe  + ,  et  con- 
séquemment  comme  devant  être  ajoutés  ensemble  pour  former  . 
le  nombre  demandé. 

111111 II     11 11  lia  ^11  lias    iiaaa    fiaaâ    2224    26    8. 
iiiii3    iiiaS    i^aZ    a33    35 

11114    11^4    ^^^    44 
ii33    134    17 
•iii5    116 

La  première  colonne  verticale  à  gauche ,  n'a  qu'un  seul  terme , 
et  quel  que  soit  le  nombre  proposé  ,  ce  terme  est  toujours  com-. 
posé  d'autant  d'unités  que  le  nombre  en  contient  :  quant  aux 
autres  colonnes  ,  elles  se  déduisent  successivement  les  unes  des 
autres  par  la  règle  suivante. 

Pour  former  la  colonne  du  rang  r ,  chargez  deux  unités 
en  a  dans  les  termes  de  la  (  r  —  1  )*"•  colonne ,  trois  unités 
en  3  dans  ceux  de  la  (r  —  2)°*  colonne,  qui  ne  renferment 
pas  a ,  quatre  unités  en  4  dans  ceux  de  la  (  r  —  3  )"•  co-^ 
tonne,  qui  ne  renferment  nia  ni  3>  et  ainsi  de  suite ,  jusquà 
ce  que  vous  soyiez  parvenu  à  la  première  colonne  dans  laquelle 
vous  changerez  r  unités  en  r. 

Cette  règle  étant  générale  pour  toutes  les  colonnes  qui 
suivent  la  première  >  et  celle-ci  étant  toujours  connue ,  il  est 
clair  qu'elle  fera  trouver  successivement  toutes  les  colonnes  qui 
doivent  composer  le  tableau  ,  et  par  conséquent  toutes  les  ma-> 
nières  de  former  par  addition  le  nombre  donné. 

On  peut  encore  disposer  le  tableau  précédent  comme  il  suit  : 
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iiiiiiii     iiiiiifi     111193    iiaaa    aas»* 
iiiiiS      iiiaS      121223 
liii^        1124        2^4 
iii5  ia5        a33 

116  a6 

17        ii33 
8 .        134 
35 

44 

Alors  chaque  colonne  dépend  uniquement  de  celle  qui  la  pré- 
cède ,  et  on  forme  cellp  du  rang  r  par  la  règle  qui  suit  : 

Changez  dans  les  termes  de  la  (j  —  1  )"•  colonne ,  deux 
unités  en  2  ,  puis  trois  unités  en  3  dans  tous  ceuoç  de  ces 
termes  qui  ne  renferment  pas  a,  puis  quatre  unités  en  4  dau 
tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  2  ni  3 ,  et  ainsi  de  suite,  et 
on  formera  tous  les  terrnes  de  la  colonne  r. 

Ou  doit  observer  dans  Tapplication  de  Tune  ou  l'antre 
règle ,  que  si  un  terme  d'une  colonne  sur  laquelle  on  opère , 
ne  contient  pas  le  nombre  d'unités  requis  pour  faire  Véchang^ 
prescrit ,  ce  terme  ne  doit  point  être  employé. 

Lorsqu'on  a  obtenu  toutes  les  différentes  manières  de  faire 
par  addition  ,  le  nombre  m ,  on  a ,  d'après  la  convention 
établie  ,  toutes  les  classes  de  produits  qui  doivent  entrer  dans 

la  m'^"'  puissance   du   polynôme   a  +  é+c-f- >  ™2'' 

nous  avons  vu  que  tous  les  produits  d*une  même  classe,  doirent 
avoir  le  même  coefficient  ;  on  aura  donc  une  formule  qui 

exprimera  le  développement   de  (^a^i^  b-^c  -+- )• ,  «1 

donnant  à  chacune  de^  manières  de  former  le  nombre  m  ,  le 
coeiHcient  qui  convient  ^wf,  prodiût$  dont  elle  représente  U 
somme.  En  posant ,  pour  abréger , 

a  +  b  +  c  +  d =  P, 

et  renfermant  entre  parenthèses ,  toutes  les  décompositions  di 
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P'=(0 

P«=(g)+    a(iO 

P'=(3)+    3(.2)+    6(111) 

P<=(4)+    4(i3)-f-  12(113)+    a 

+      6(38) 

P»_(5)-J-    5(i4)+  ao(ii3)+    Gj 

+  io(a3)+  3o(iaa)          i 

P8=(6)+    6(i5)+3o(ii4)+  lal 

+  i5(34)+  6o(ia3)-f-  i8 

+  ao(33)+  9o(aa2) 

P'=(7)+    7('6)+  43(»»5)+  ai, 

+  ai(35)+io5(ia4)+  4^ 

+  35(34)4.i4o(i33)+  62J 

+310(323)              1 

P»=(8)+    8(17)+ 56(116)+ 3^ 

+  28(36)+i68(i35)+  8J 

+  56(35)+a8o(i34)+i,a 

+  7o(44)+4ao(324)+i6g 

+5Go(a33)+35! 

P'=(9)+    908)+ 73(117)+  5( 

1111111) 

+  36(27)+2B3(i36)+i5 

+  84(36)+5o4(i35)+35: 

+ia6(45)+756(335)+37; 

+63o(i44)+5ol 

+ia6o(334)+7!                   I 

+i68o(333)      j                  II 

et  ainsi  de  suite.                           î 
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l'exposant  du  polynôme,  en  nombres   entiers  ,  formées  par  * 
Tune  ou  Fautre  des  deux  règles  ci-dessus ,  et  en  dehors  les  coef-« 
ficiens  numériques  déduits  de  la  formule  A ,  on  aura  les  équa- 
tions contenues  dans  le  tableau  ci-contre. 

On  peut  appliquer  ce  qui  précède  à,  la  recherche  du  coeffi- 
cient de  ac^  déjà  calculé  (loq)  :  à  cet  effet,  on  se  proposera  de 
calculer  aruccessivement  les  coéfficiens  de  x^  en  a*,  a*,  a^,  c', 
a\  a9.  Considérons,  par  exemple,  le  coefficient  de  x^  en  a^. 
On  ne  devra  prendre  dans  P^  que  les  termes  dans  lesquels  les 
parenthèses  offrent  le  chiffre  4  exposant  de  a,  lesquels  sont 
3o(ii4),  i5(24)>  ^^^  termes  au  nombre  de  deux,  annoncent 
deux  termes  en  a^,  l'un  multiplié  par  le  produit  de  deux  des  lettres 
i,  c,  dy  etc.,  sous  les  exposans  i  et  i ,  et  l'autre  par  Tune  de 
ces  lettres  sous  l'exposant  a  ;  de  manière  que ,  dans  chacun 
de  ces  produits,  l'exposant  de  x  fasse  6  :  ainsi  ces  termes 
seront  a^bf,  a^ce  ,  a^d^ ,  les  deux  premiers  ayant  le  coefficient 
3o,  et  le  dernier  le  coefficient  i5. 

Nous  terminerons  par  les  deux  observations  suivantes  : 
p  désignant  le  nombre  des  termes  du  polynôme  ,  m  le  degré 
de  la  puissance  à  développer ,  et  zi  le  nombre  des  lettres 
différentes  qui  doivent  entrer  dans  une  même  série  de  termes  , 
1**.  si  l'on  a  p  <^  m ,  toutes  les  classes  dans  lesquelles  on  a 
n^p  j  doivent  être  regardées  comme  nulles  ,  parce  que  les 
produits  qui  leur  appartiennent,  doivent  avoir  zéro  pour  facteur  ; 
Q**.  si  dans  une  classe  quelconque  représentée  par  (**... S*... yy...), 

les  exposans  *,  C,  y sont  répétés  des  nombres  de  fois  , 

exprimées  respectivement  par  *',  C,  y' ,  le  nombre  des 

produits  de  cette  classe  aiura  pour  expression 

P  (p—  0  (p  — a). , .  .(p  — »  +  1  ) 
i.fl *  X  i.a €'x  i.a.  ...y'Xetc* 

Cette  dernière  remarque  fondée  sur  la  théorie  des  combinaisons, 
offre  un  moyen  de  s'assurer  que  Ton  n'omet  aucun  des  produitt 
qui  doivent  entrer  dans  la  puissance  cherchée. 
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CHAPITRE  XXIX. 

X  WSorie  élémentaire  des  ProbabiUiés. 

170.  JL  OUB.  donner  une  îdéç  de  l'importance  de  cette brande 
des  mathématiques  dont  les  auteurs  d'Elémens  n  Ont  rien  dit 
jusqu'ici  V  nous  résumerons  le  plus  succinctement  possible  le  dis- 
cours qu'on  trouve  en  tête  de  Toi^vrage  de  M.  Lapîace^  ayant 
pour  titye  :  Théorie  analytique  des  Probabilités,  et  la  notice 
historique  qui  se  trouve  à  la  En  d'un  autre  ouvrage  dn  même 
Géomètre,  intitulé  Essai  philosophique  sur  les  probabilités*  «Si 
n  Ton  considère  les  méthodes  analytiques  auxquelles  la  théone 
n  des  probabilités  s^  déjà  donné  naissance^  et  celles  qu'elle  peut 
71  faire  n^tre  encore,  la  justesse  des  principes  qui  lui  sencntde 
>i  base  ,  1^  logique  rigoureuse  et  délicate  qu'exige  leur  empW 
w  dans  la  solution  des  problèmes  ,  les  établissemens  Jatilite 
î)  publique  qui  s'appuient  sur  elles  -,  si  l'on  observe  ensnite 
tï  que,  dains  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  sonmisa 
m  au  calcul ,  cette  théorie  donne  les  aperçus  les  plus  sûn  qo» 
Yi  puissent  nous  guider  dans  nos  jugemens  ,  çt  qu'elle  apprei" 
n  à  se  garantir  des  illusions  qui  souvent  nous  égarent  ;  on  tenl 
«  qu'il  n'est  point  de  science  plus  digne  de  nos  méditatioiU) 
w  et  dont  les  résultats  soient  plus  utiles.  La  théorie  dcsProba- 
»  bilités ,  n'est  au  fond ,  que  le  bon  sens  réduit  au  calcul  . 
ï>  elle  fait  apprécier  avec  exactitude  ce  que  les  esprits  justes 
rs  sentent  par  une  sorte  d'instinct,  sans  qu'ils  puissent  soureJit 
D.s'en  rendre  compte.  Cette  théorie  doit  s^  naissance  à  deux 
w  géomètres  français  du  dix-septième  siècle ,  si  fécond  en  gwn^* 
is  hommes  et  en  grandes  découvertes ,  et  peut-être  de  tous  le» 
w  siècles  celui  qui  fait  le  plus  d'honneur  à  l'esprit  humain^ 
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n  Pascal  et  Fermât  se  proposèrent  et  résolurent  quelques  pro- 

V  blêmes  sur  les  probabilités  ;  Huyghens  réunit  ces  solutions , 
31  les  étendit  et  en  ajouta  de  nouvelles  dans  un  petit  traité ,  le 

V  premier  qui  ait  paru  sur  cette  matière^  et  qui  a  pour  titre  : 
r  De  Ratiociniis  in  ludo  aleœ.  Plusieurs  géomètres  s'en  occu- 
p  pèrent  ensuite  ;  Huddes  et  le  pensionnaire  TVit  en  Hollande  , 

V  et  Halley  en  Angleterre ,  appliquèrent  le  calcul  aux  proba* 
n  bilités  de  la  vie  humaine,  et  Halley  pid)lia  pour  cet  objet  la 
7t  première  Table  de  Mortalité,  Vers  le  même  tems,  Jacques 

V  Bemoulli  proposa  aux  géomètres  divers  problèmes  de  proba- 
7)  bilités  dont  il  donna  depuis  des  solutions  ;  enfin  il  composa 
y*  son  bel  ouvrage  ayant  pour  titre  :  jirs  conjectandi  qui  ne 
-fl  parut  que  sept  ans  après  sa  mort  arrivée  en  1706.  Dans  cet 
31  intervalle ,  Montmort  et  Moivre  firent  paraître  deux  traités 
T>  sur  le  calcul  des  probabilités  :  celui  de  Montmort  a  pour 
ï>  titre  :  Essai  sur  les  jeux  de  Hasard  :  il  contient  de  nom-* 
i>  breuses  applications  de  ce  calcul  aux  divers  jeux  :  le  traité 
ï>  de  Moiurcy  postérieur  à  celui  de  Montmort  ^  parut  dabord 
n  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  Tannée  1711  *,  en- 
i>  suite  l'Auteur  le  publia  séparément ,  et  il  l'a  perfectionné 
î>  successivement  dans  les  trois  éditions  qu'il  en  a  données. 
îi  Plusieurs  savans  parmi  lesquels  on  doit  distinguer  Deparcieux, 
n  Kersseboom,  IVargentin^  Dupré-deSaint  Maure  ^  Simpson, 
Ti  Sulmichy  Price  et  Duvillard,  ont  réuni  un  grand  nombre 
r>  de  données  précieuses  sur  les  naissances ,  les  mariages  et  la 
r»  mortalité  ;  ils  ont  donné  des  formules  et  des  tables  relatives 
n  aux  rentes  viagères,  aux  tontines^  aux  assurances ,  etc.  On 
n  doit  à  Daniel  Bemoulli  la  distinction  des  espérances  mathé* 
r)  matique  et  morale,  le  principe  ingénieux  pour  soumettre 
r>  celle-ci  à  l'analyse  et  l'Application  heureuse  du  Calcul  des  Pro- 
}i  habilités  à  l'Inoculation.  On  doit  surtout  placer  au  nombre  des 
v>  idées  originales  dans  cette  matière,  la  considération  directe 
n  des  possibilités  des  événemens ,  tirées  des  événemens  observés  : 
>>  Jacques  Bemoulli  et  Moivre  supposaient  ces  possibilités 
T>  connues,  et  ils  cherchaiçnt  la  probabilité  que  le  résultat  des 
0  expériences  à  faire,  approchera  de  plus  ^n  plus  de  les  repré^ 
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f)  senter.  Bayes  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  Tan-* 

»  née  1763^  a  cherché  directement  la  probabilité  que  lespossi- 

n  bilités  indiquées  par  les  expériences  déjà  faites  ;  sont  com- 

7)  prises  dans  des  limites  données,  et  il  y  est  parvenu  d*  une  ma- 

f»  nière  fine  et  très-ingénieuse  quoiqu'un  peu  embarrassée.  Cet 

9)  objet  se  rattache  à  la  théorie  de  la  probabilité  des  causes  et 

9)  dfis  événemens  futurs ,  conclue  des  éyénemens  observés.  Enfin 

ri  Tune  des  plus  utiles  applications  du  calcul  des  probabilités, 

r»  concerne  les  milieux  qu'il  faut  choisir  entre   les  résultats 

D  des  observations  ;  plusieurs  géomètres  s'en  sont  occupés ,  et 

t»  Lagrange  a  publié  dans  les  Mémoires  de  Turin ,  une  belle 

y»  méthode  pour  déterminer  ces  milieux  quand  la  loi  des  errenn 

p  des  observations  est  connue,  n 

171.  Supposons  que  sur  trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'évé 
»emens  ,  un  seul  doive  exister  :  si  rien  né  porte  à  croire  que 
l'un  d'eux  arrivera  plutôt  que  les  autres  ,  il  est  impossible  de 
prononcer  avec  certitude  sur  leur  existence  :  il  est  cepcDdaut 
probable  qu'un  de  ces  événemens ,  pris  à  volonté ,  n  arriyera 
pas  ,  parce  que  sur  divers  cas  pour  nous  également  possibles, 
x^om  en  voyons  plusieurs  qui  excluent  son  existence,  tandis 
qu'un  seul  la  favorise.  • 

172.  La  théorie  des  probabilités  consiste  à  réduire  tons  les 
événemens  du  même  genre  qui  peuvent  avoir  lieu ,  dans  une  cir- 
constance donnée,  à  un  certain  nombre  de  cas  également  pos- 
sibles ,  c^est-à-dire ,  tels  que  nous  soyons  également  indécis  snr 
leur  existence,  et  à  déterminer,  parmi  ces  cas ,  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  favorables  à  l'événement  dont  on  cherche  laprobabilite- 
Le  rapport  de  ce  nombre  des  cas  favorables  à  celui  de  tous  Us 
cas  possibles  ,  est  la  mesure  de  ce  quonnomme  PROBABILITE, 
qui  n'est  conséquemment  qu'une  fraction  dont  le  numérateur  est 
îe  nombre  des  cas  favorables,  et  le  dénominateur  le  nombre 
des  cas  possibles. 

173.  La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  que» 
•faisant  croître  dans  le  même  rapport  U  nombre  des  cas  favo* 
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rable^  «t  celui  des  cas  possibles ,  la  probabilité  reste  la  même. 
Pour  s'en  çonyaincre  ,  que  Von  considère  deux  urnes  À  et  B  » 
dont  la  première  contienne  quatre  boules  blanches  et  deu3| 
noires ,  et  dont  la  seconde  ne  renferme  qpç  deux  boules  blanches 
et  une  noire  :  on  peut  imaginer  Ips  deux  boules  noires  de  la 
première  urne  ,  attachées  par  un  fil  qui  se  rompt  au  moment 
où  Ton  saisit  l'une  d'elles  ,  et  les  quatre  boules  blanches  for-c 
mant  deux  systèpies  semblables.  Toutes  les  chances  qui  feront 
saisir  Tune  des  boules  du  système  noir,  amèneront  une  boul^ 
noire.  Si  Ton  conçoit  maintenant  que  les  fils  qui  unissent  les 
boules ,  ne  puissent  se  romprç,  il  es(  clair  qpe  le  nombre  def 
chances  possibles  ne  changera  pas ,  non  plus  que  celui  des 
chances  favorables  à  l'extraction  des  boules  noires  ;  seulement 
on  tirera  de  l'urne  deux  boules  à  la  fois  au  lieu  d'une  :  la  pro^ 
habilité  d'extraire  une  boule  noire  ,  sera  donc  la  même  qu'au- 
paravant ;  mais  alors  on  a  évidemment  le  cas  de  l'urne  B  , 
avec  la  seule  diiférence  que  les  trois  boqles  de  cette  dernière  , 
sont  remplacées  par  trois  systèmes  de  deux  boules  invariable- 
ment unies.  La  probabilité  de  tirer  une  boule  noire  de  l'urne 
A  ,  lorsque  le  fil  se  rompt ,  est  |  ,  puisqu'il  y  a  deux  boules 
noires  sur  six  boules  ;  et  celle  de  tirer  une  boule  noire  de  Yum% 
B,  esti  =  |. 

174*  LosBque  tous  les  cas  possibles  sont  favorables  à  un 
érénemeot ,  sa  probabilité  se  change  en  certitude  ,  et  son  ex- 
pression devient  égale  à  l'unité. 

176.  Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vr^iseniblables ,  la  dif- 
férence des  données  que  chaque  homme  a  sur  elles ,  est  une  des 
causes  principales  de  1^  diyersité  des  opinions  qui  ont  lieu  sur  les 
mêmes  objets.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  aittrois  urnes  A, 
B  et  G  dont  une  ne  contienne  que  des  boules  noires ,  t^dis  que  les 
autres  ne  renferment  que  des  boules  blanches  :  on  doit  tirer  une 
boule  de  l^urne  C  ,  et  l'on  demande  laprobabilité  que  cette  boule 
sera  noire  :  si  l'on  ignore  quelle  est  celle  des  trois  urnes  qui 
ne  renferme  que  des  boules  noires ,  eusorte  que  l'on  n'ait  aucune 
raison  de  croire  qu'elle  est  plutôt  C  que  B  ou  A,  ces  ttoi$ 
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hypothèses  paraîtront  également  possibles  ;  ensorte  que  la  pro- 
babilité d'extraire  une  boule  noire  >  est  un  tiers  ,  puisque  sur 
trois  extractions  d'une  boule  de  chacune  des  urnes ,  il  n  y  en 
a  qu'une  qui  amène  une  boule  noire  :  ici  le  nombre  des  tirages 
est  celui  des  cas  possibles  sur  lesquels  il  n'existe  qu'un  seul  cas 
favorable  à  l'événement  que  l'on  considère.  Mais  si  Ton  sait 
que  l'urne  A  ne  contient  que  des  boules  blanches ,  l'indécision 
ne  portera  plus  que  sur  les  urnes  B  et  C ,  et  la  probabilité 
que  la  boule  extraite  de  l'urne  G  est  noire  y  est  un  demi. 
Enfin,  cette  probabilité  se  change  en  certitude,  si  l'on  est 
assuré  que  les  urnes  A  et'  B  ne  contiennent  que  des  boules 
blanches. 

Nous  allons  poser  les  principes  généraux  du  calcul  des  pro- 
babilités dont  nous  ferons  ensuite  l'application  à  une  série  de 
questions. 

17G.  Premier  principe.  Le  premier  de  ces  principes  est  la 
difînition  même  de  la  probabilité  qui,  comme  on  Ta  vu  (127), 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  à  celui  de  tous  les 
cas  possibles;  l'énumération  de  ces  deux  espèces  de  cas  peut 
présenter  de  grandes  dilHcultés. 

177.  Deuxième  principe.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sup- 
pose les  dilFérens  cas  également  possibles  :  «ils  ne  le  sont  pas , 
on  déterminera  d abord  leurs  possibilités  respectives  dcmt  la  juste 
appréciation  est  tun  des  points  les  plus  délicats  de  la  théorie 
des  hasards  :  alors  la  probabilité  sera  la  somme  des  possibilités 
de  chaque  cas  favorable.  Éclaircissons  ce  principe  par  ua 
exemple. 

Supposons  que  l'on  projette  en  l'air  une  pièce  large  et  très- 
mince  dont  les  deux  faces  opposées  que  nous  nommerons  croigg 
et  pilé  soient  parfaitement  semblables.  Cherchons  la  probabi- 
lité d'amener  croix  une  fois ,  au  moins ,  en  deux  coups.  Il  est 
clair  qu'il  peut  arriver  quatre  cas  également  possibles  :  savoir 
croix  au  premier  et  au  second  coup  ;  croix  au  premier  coup 
et  pile  au  second;  pile  au  premier  coup  et  croix  au  second  ; 
enfin  pile  aux  deux  coups,  hes  trob  premiers  cas  sont  favorables 
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àrévénement  dont  on  cherche  la  probabilité  quî  par  conséquent 
est  égale  à|>  ensorte  qu*ily  atrois  contre  un  à  parier  que  crnix 
arrivera^  au  moins  ^  une  fois  en  deux  coups.  On  peut  ne  comp- 
ter à  ce  jeu  que  trois  cas  différens,  savoir  :  croix  au  premier 
.coup,  ce  qui  dispense  d'en  jouer  un  second-,  pile  au  premier 
coup  et  croix  au  second  ;  enfin  pile  au  premier  et  au  second 
coup  :  cela  réduirait  la  probabilité  à  | ,  si  Ton  considérait  ces 
trois  cas  comme  étant  également  possibles.  Mais  il  est  visible 
que  la  probabilité  d'amener  croix  au  premier  coup ,  est  ^ .  tandis 

que  celle  de  chacun  des  deux  autres  est  -^  =  2»    (HI*  Princ.) 

Maintenant,  si,  conformément  au  second  principe,  on  ajoute  la 
possibilité  i  de  croix  au  premier  coup ,  à  la  possibilité  j  de  pile 
au  premier  coup  et  croû; au  second,  on  aura,  comme  ci-dessus, 
j  pour  la  probabilité  cherchée.  Nous  avons  ici  réduit  les  divers 
cas  à  des  cas  également  possibles. 

178.  Troisième  principe.  Un  des  points  les  plus  délicats  de  la 
théorie  des  probabilités  ,  et  celui  qui  prête  le  plus  aux  illusions  ^ 
est  la  manière  dont  les  prçbabilités  augmentent  ou  diminuent  par 
leurs  combinaisons  mutuelles.  Si  les  événemens  sont  in^pendans 
les  uns  des  autres ,  la  probabilité  de  leur  existence  simultanée  , 
est  le  produit  de  leurs  probabilités  particulières.  Ainsi  la  proba- 
bilité d'amener  un  as  avecim  seul  dé ,  étf  nt  un  sixième ,  puis- 
que sur  se»  six  faces ,  il  n'en  est  qu'une  qui  ofire  un  as  ;  celle 
d'amener  deux  as  ,  en  projetant  deux  dés  à  la  fois ,  lest  un 
trente-sixième  :  en  effet ,  chacune  des  faces  de  l'un  des  dés , 
pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l'autre ,  il  y  a  trente 
six  cas  également  possibles  parmi  lesquels  un  seul  donne  les 
deux  as.  La  fraction  -^  est  aussi  la  probabilité  d'amener 
deux  fois  de  suite  uh  as  avec  un  seul  dé ,  lorsqu'on  suppose 
les  faces  parfaitement  égales  :  dans  ce  cas ,  la  probabilité  d'à* 

mener  un  as  m  fois  de  suite ,  est  ^.  Généralement,  laproba^ 

bilité  quun  événement  simple  et  dans  les  mêmes  circonstances , 
arrivera  de  suite  un  nombre  donné  de  fois  f  est  égale  à  la  pro^ 
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habilité  de  cet  événement  simple ,  élevée  à  une  puissance  indir- 
quéepar  ce  nombre  :  or  lès  puissances  successives  d*une  fraction 
plus  petite  que  luirité  ,1diminuant  sans  cesse ,  un  événement  qui 
dépend  d'une  suite  fort  grande  de  probabilités ,  peut  devenir 
extrêmement  peu  vraisemblable. 

17g.  Quatrième  principe*  Lorsque  deux  événemens  dépenr» 
dent  r un  de  r autre,  la  probabilité  de  V événement  composé  est  le 
produit  de  la  probabilité  du  premier  de  ces  événemens ,  par  la 
probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé ,  t autre  aura  lieu. 

Nommons  p  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  au  premier 
événement ,  et  p'  celui  des  cas  qui  lui  sont  favotables  :  iiom« 
mons  q  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  au  second  évé* 
nement ,  qui  correspondent  à  chacun  des  cas  p,  et  q'  le  nombre 
des  cas  qui  lui  sont  favorables  :  le  nombre  de  tous  les  cas 
possibles  relatifs  à  l'événement  Composé ,  sera  évidemment  pq  , 
et  le  nombre  des  cas  favorables  à  cet  événement,  sera  p'{f  : 

fa  probabilité  sera  donc  ^^  (176)  ;  or  ^  est  la  probabilité 

du  premier  événement,  et  ^-r-  est  la  probabilité  que  le  premier 

é\'énement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu ,  puisque  le  nombre 
des  cas  favorables  à  l'événement  composé  ,  étant  p'q\  celui  des 
cas  possibles  est  p'q ,  en  observant  que  le  second  événement 
n'est  possible  qu'autant  que  le  premier  a  lieu  ;  mais  la  pro- 
babilité 2-^  est  le  produit  des  deux  fractions  —  et  ^7^: 
pq  ^  p        p'q' 

donc ,  etc. 

Ainsi,  dans  le  cas  précédent  (175)  des  trois  urnes  A,  B,  C, 
dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules  blanches  ,  et  dont  la 
troisième  ne  renferme  que  des  boules  noires  ,  la  probabilité  d€ 

tirer  une  boule  blanche  de  l'urne  C,  est  |  =  ^ ,  puisque  deux  des 

trois  urnes  ne  contiennent  que  des  boules  de  cette  couleur  ; 
mais  lorsqu'on  a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C  ,  l'in- 
décbion  relative  à  celle  des  urnes  qui  ne  renferme  que  des 
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boules  noires,  ne  portant  plus  que  sur  les  urnes  A  et  B ,  la 
probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  de  Turne  B ,  devient 

J  =  5-  :  le  produit  ^-S-  de  f  par  J ,  c'est-à-dire ,  | ,  est  donc  la  pro- 
babilité de  tirer  à  la  fois  des  urnes  B  et  C  deux  boules  blanches. 
On  voit  par  cet  exemple  y  Tinfluencedes  événemens  passés  sur  la 
probabilité  des  événemens  futurs  \  car  la  probabilité  d  extraira 
une  boule  blanche  de  ^'urne  C ,  qui  primitivement  est  f ,  5e 
réduit  à  \ ,  lorsqu'on  extrait  une  boule  blanche  de  Fume  B  ; 
elle  se  changerait  en  certitude ,  si  Ton  avait  extrait  une  boule 
noire  de  la  même  urne.  Ce  cas  revient  à  celui  d'une  seule 
urne  renfermant  deux  boules  blanches  et  une  noire.  En  gé- 
néral ,  l'urne  ne  contenant  qu'une  boule  noire  sur  un  nombre 
quelconque  de  boules  blanches ,  les  chances  pour  et  contre 
l'extraction  d'une  boule  blanche  ,  tendent  vers  l'égalité  ,  à  me« 
f  ure  qu'on  extrait  une  boule  blanche. 

180.  Cinquième  principe.  La  probabilité  éCun  événement 
futur  y  tirée  éCun  événement  observé  ^  est  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  la  probabilité  de  tévénement  composé  de  ces  deux" 
événemens ,  et  déterminé ,  à  priori ,  par  la  probabilité  cfe  févé^ 
nement  observé,  déterminé  pareillement  à  priori. 

En  considérant  comme  événement  composé ,  l'événement 
observé  joint  à  l'événement  futur,  et  désignant  par  Z  la  pro- 
babilité de  l'événement  composé ,  par  X  celle  de  l'événement 
observé,  et  par  Y  celle  de  l'événement  futur,  on  a,  d'après 
le  principe  précédent, 

Z  =  XXY,       d'où       Y  =  ^; 

donc  ,  etc. 

Dans  l'exemple  précédent ,  la  probabilité  de  l'événement 
<5omposé,  a  été  trouvée  =  ^  =  Z  ;  celle  de  Tévénemeût  observé 

cst|  =  X,  et  on  a  Y=  =r  =i  qui  est,  eu  effet,  la  probabilité 

de  l'événement  futur ,  ou  de  l'extraction  d'une  boule  blanche 
de  l'urne  B. 
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Nous  applicpierons  ce  principe  à  la  solution  d'une  seconda 
question. 

Problème  I*"",  Supposons  quune  urne  renferme  trois  boules, 
parmi  lesquelles  il  s  en  trouve  de  blanches  et  de  noires  ; 
qu^ après  avoir  tiré  une  boule  ,  onrla  remette  dans  turne , 
pour  précéder  à  un  nouveau  tirage  ,  et  que  sur  m  tirages  , 
on  n'ait  amené  que  des  boules  blanches  ;  on  demande  la 
probabilité  de  n  amener  que  des  boules  noires  dans  les  mf 
tirages  suivans  ? 

n  est  clair  qu'on  ne  peut  faire  ici  que  quatre  hypodièses 
qui  seront  les  causes  de  Tévénement  observé  :  les  boules  peurent 
être  ou  toutes  blanches ,  ou  deux  blanches  et  une  noire  ,  ou  une 
blanche  et  deux  noires ,  ou  enfin  toutes  noires.  Considérons  cet 
hypothèses  comme  autant  de  causes  de  l'événement  observé , 
ipii  est  l'extraction  de  boules  blanches  dans  les  m  premien 
tirages ,  et  cherchons  les  probabilités  de  cet  événement ,  re^ 
latives  à  chacune  de  ces  causes  :  i°.  la  probabilité  relatiye  à  la 
première  cause ,  est  i  ;  a^.  celle  d'amener  une  boule  blanche  sur 

deux  blanches  ^et  une  noire ,  est  =  ^  et  la  probabilité  de  Ta- 

mener  m  fois  de  suite,  est  ^  (IIP  Princ.)i  3*  celle  d'ame- 

ner  m  fois  de  suite  une  boule  blanche  sur  une  blanche  et  deux 

noires ,  est  ^)  éf.  celle  enfin  d'amener  une  boule  blanche  sur 

trois  noires^  est  zéro.  Ainsi  les  probabilités   de  révénemeat 
observé ,  relatives  aux  causes  ou  hypothèses  ci-dessus  >  sont 

a*  1   ' 

Comme  ces  quatre  hypothèses  sont  également  possibles ,  la 
quart  de  leur  somme ,  c'est-à-dire , 

fera  la  probabilité  de  l'événement  observé  j  déterminé  à  priorL 
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n  £atut  donc  maintenant  chercher  la  probabilité  de  Pivénement 
composé^  c'est-à-dire ^  celle  d'amener  m  boules  blanches  dan» 
les  m  premiers  tkages ,  et  m'  bonles  noires  dans  les  m' tira^ 
soivans  ,  parce  que  ,  d'après  le  cinquième  principe ,  en  divisant 
la  probabilité  de  réyénement  composé  par  celle  de  réyénement 
observé ,  on  obtient  la  probabilité  de  l'événement  futur ,  c'est^ 
â-dire^  celle  d'amener  inf  boules  noires  dans  les  m'  tirages 
qui  suivent  les  m  premiers.  Cherchons  donc  les  probabilités 
d'amener  m  boules  blanches  dans  les  m  premiers  tirages ,  et 
mf  boules  noires  dans  les  m'  tirages  suivans  :  on  voit  d'abord 
que  ces  probabilités  sont  nulles  dans  la  première  et  la  decnièra 
hypothèse  ;  que  la  probabilité  d'amener,  dans  la  seconde  hy- 
pothèse ,  successivement  m  boules  blanches  et  m' boules  noires  j 
est  exprimée ,  d'après  le  qqatrième  principe  ,  par 

û"         1    a* 

et  que  la  probabilité  d'amener,  dans  la  troisième  hypothèse, 
m  boules  blanches  et  mf  boules  noires  successivement,  est, 

d'après  le  même  priacipe,  exprimée  par  g^^^;  ensorte  que 
ces  probabilités  sont 


et  comme,  à  priori,  les  quatre  hjrpothèses  sont  également 
possibles ,  la  probabilité  de  l'événement  composé,  sera  le  quart 
de  la  somme  des  quatre  probabilités  précédentes ,  c'est-^- 

dire,  Z  =  i  (^  ^^^   );  donc 

aéra  la  probabilité  cherchée. 

Supposons  quatre  boules  dans  l'urne  ,  en  conservant  toutes 
les  autres  données  et  conditions  de  la  question.  On  ne  peut 

37  ,. 
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faire  que  ces  quatre  liypotlièset  :  ou  tontes  les  bonlcfl  son! 
Uaziches ,  ou  trois  sont  blandies  et  une  noire ,  on  deux  9fM 
bljinches  eA  deux  noires  ,  ou  nne  est  bkndie  et  trois  sont 
noires ,  on  enin  les  quatre  boules  sont  noires^  Les  probabilitéi 
d*ameiier  d'abord  m  boules  blandies  de  suite  dans  les  quelle 
li}^tbèses  faites  oirdessns ,  sont 


*'    ;^>    ^sr*    ^»    ^i 


la  probabilité  de  révÀiement  obsenré,  déteinuafe  à  pnorif 
doaa 


^"^sl, "^ ): 


les  probabilités  d'amener  d'abord  m  boules  blanches  ,  poû 
nf  boules  noires  dans  les  quatre  mêmes  hypothèses ,  sont 


La  probabilité  de  Févénement  composé ,  sera  le  cinquième  de 
la  soniBie  des  cinq  probabilité^  précédentes^  o'est*^*diie  , 


^=5V, — "1=^==^" — ^;^ 


donc  la  probabilité  dierchée  sera 


Y- 


Pour  m=:  1  j  cette  formule  devient; 

^-         IOX4-'      • 

et  elle  exprime  la  probabilité  de  n'amener  que  des  boules 
noires  dans  les  mf  tirages  qui  suivant  le  premier  qnî  a  dgnné 
«ne  boule  blanche. 

Si  le  nombre  des  boules  blandMs  égaleeelaîdee  nobt»»  k 
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probabilité  de  n'amener  qne  des  boules  boîtes  dans  m' tirages, 

est  ■    ^^  X  -^  =  -^9  die  surpasse  la  précédente,  lorsque  m.'  est 

égal  ou  moindre  que  5  ;  mais  elle  kû  devient  inférieure,  lorsque  m^ 
surpasse  5 ,  quoique  la  boule  blanche  extraite  de  l'urne  au  pre^ 
mier  tirage ,  indique  une  supériorité  dans  le  nombre  des^  boules 
blanches.  L'explication  de  ce  paradoxe  tient  à  ce  que  cette  indi- 
cation fournie  par  la  première  sortie  d'une  boule  blaache» 
n'exclut  point  la  supériorité  des  boules  noires ,  elle  la  rend  seu- 
lement moins  probable  ;  au  lieu  que  la  supposition  d'une  égalité 
parfaite  entre  le  nombre  des  boules  blanches  et  celui  des  noires  , 
«xclut  cette  supériorité  :  or  cette  supériorité ,  quelque  petite 
que  soit  sa  probabilité,  doit  rendre  la  probabilité  d'amener 
de  suite  m' boules  noires ,  plus  grande  que  dans  le  cas  de  l'égalité 
des  couleurs ,  lorsque  m' est  considérable. 

Le  principe  suivant  est  relatif  à  la  probabilité  des  causes, 
tirée  des  événemens  observés. 

18 1.  Sixième  principe.  Si  un  événement  observé  peut  résulter 
de  n  causes  différentes ,  laprobabilitéde  t existence  iune  quel- 
conque de  ces  causes ,  est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la 
probahilité  de  [événement^  résultante  de  cette  cause ^  et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables  relatives 
à  toutes  les  causes. 

Consid^ns,  en  effet,  comme  événement  composé,  l'évé- 
sèment  observé  résultant  d'une  des  n  causes  :  la  probabilité 
de  oet  événement  composé  ;  probabilité  que  nous  désignerons 
par  £^  sera ,  en  vertu  du  quatrième  principe ,  égale  au  produit 
de  la  probabilité  F  de  l'événement  observé ,  par  la  probabilité 
que  cet  événement  ayant  lieu ,  la  cause  dont  il  s'agit  existe , 
probabilité  qui  est  celle  de  la  cause ,  tirée  de  l'événement  ol>- 
•ervé ,  et  que  nous  désignerons  par  P.  On  aura  donc 

E  =  PXP,      d'où      P  =  ? 

La  prob^Iité  E  de  l'événement  composé ,  est  le  produit  de 
la  prohabilité  H  de  la  cause  p»  k  probabilité  que  cette  cau^e 
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ayant  lieu  >  révénement  arrivera  :  or  tontes  les  n  caases  étant; 

d  priori ,  également  possibles ,  la  probabilité  que  l'une  quek 

conqu»  d'elles  aura  lieu^  est  -  ;  on  a  donc 

H         "  i^ 

E  =  —  ;      donc      P  =  --r-* 

La  probabilité  F  de  Tévénement  observé ,  est  la  somme  de 
tous  les  £  relatifs  à  chaque  cause  \  si  donc  on  désigne  par 

S.—  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  —  .  on  aura 
n  n' 

F  =  S.5; 
n 

iH 

ainsi  réquation  P  =  —-  deviendra 

g  H  ~S.H  ' 

ce  qui  rend  lé  principe  énoncé. 

Si  les  diverses  causes  considérées  à  priori  ^  sont  inégalement 
probables ,  il  faut  au  lieu  de  la  probabilité  de  Hévénement,  ré- 
sultante de  chaque  cause,  employer  le  produit  de  cette  probabi' 
litépar  la  cause  elle-même. 

Ce  sixième  principe  est  le  fondement  de  Fanalyse  des  ha- 
sards ^  qui  consiste  à  remonter  des  événemens  aux  causes. 

Le  principe  suivant  n*a  besoin  que  d'être  énoncé,  et  d'aiUeon 
Tapplication  que  nous  en  ferons  à  la  solution  du  problème 
premier ,  en  mettra  la  vérité  dans  toute  son  évidence. 

i8a.  Septième  principe.  La  probabilité  d^un  événement fiour, 
est  la  somme^des  produits  de  la  probabilité  de  chaque 
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tirée  de  Vévénement  observé,  par  la  probabilité  que  cette  cause 
existant,  t événement  futur  aura  lieu» 

Dans  la  question  traitée  (180) ,  les  probabilités  de  cbaquo 
cause ,  tirées  de  réyénemeut  observé ,   et  exprimées  j  d'après 

H 

le  sixième  principe ,  par  P  =  ^r-^- ,  sont 


Sm^a-'+i  •    3"+fl'»+  1  •    S^+a^+i  ' 


o. 


Les  probabilités  de  Tévénement  futur  >  relatives  à  ces  causes 
qui  sont  les  quatre  h}rpothèses  faites  plus  haut ,  c'est-à-dire , 
celles  de  n'amener  que  des  boules  noires  dans  les  m'  tirages 
qui  suivent  les  m  premiers  ,  sont  zéro  pour  la  première  hy* 

pothèse,  s^pour  )a  seconde  ,   ^  pour  la  troisième  >   et  1 

bour  la  quatrième  :  amsi  les  probabilités  de  l'événement 
futur ,  tirées  de  ces  causes  ,  sont 


la  somme  des  produits  respecti&  des  probabilités  précédente^ 
par  celles-ci  ^  est 

comme  ci-dessus. 

Problème  H.  Soit  une  urne  qui  ne  renferme  que  deux  bouler 
dont  chacune  puisse  être  ou  blanche  ou  noire  :  on  extrait  une 
de  ces  boules  que  ton  remet  ensuite  dans  tume,  pour  procéder 
d  un  nouveau  tirage .- supposons  que,  dans^  les  deux  premiers  tir^ 
mges,  on  ait  amené  des  boules  blanches  ;  07»  demande  la  pro^ 
habilité  d! amener  encore  une  blanche  au  troisième  tirage  ? 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deiix  hypothèses  :  ou  Tune  des- 
boufes  est  blanche  et  l'autre  noire,  ou  toqt^  deux  sont  blanches.. 
I>4n5  la.  première  hypothèae  qui  e^t  une  cause  y  la  probabilité  Q 
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de réyénement  observé,  est  -  ,  parce  que  celle  d'amener  ime 

4 

boule  blanche  au  premier  tirage ,  étant  - ,  et  cette  probabi- 
lité re&tant  la  même  en  passant  du  premier  au  second  tirage  i 

devient  -  X  -  =  -:  ;  H  ett  Tunîté  ou  la   certitude  dans  la 
a       fl       4 

seconde  hypothèse  :  ainsi  en  regatdant  ces  hjqpotbèses  comme 

autant  de  causes,  on  aura,  par  la  sixième  principe  »  et  en 

Tertu  de  la  fonmde  P  =  g-^  , 


^-  5  -g'      *^-5  -5 


{)our  leurs  probabilités  tirée;»  de  Tévénement  observé.  Or  si  la 
première  hypothèse  a  lieu ,  la  probabilité  d'extnùre  mie  boule 

blanche  au  troisième  tii^ge,  est  -<>  j  puisque  Fume  ne  contient 

^oujoura^  ^*une  boule  blanche  et  une  boule  noire  ;  elle  égale 
Tunité  dans  la  seconde  hypothèse  :  en  multipliant  ces  dernières 
probabilités  par  celles  des  hypothèses  correspondantes ,  lasomme 

des 'produits  qu*on  trouve  égaleà  —  ,    mesure   la   probabilité 

d*extraire  une  boule  blanche  au  trobième  tirage. 

Problème  III.  On  a  extrait  un  numéro  tCune  urne  qai  em 
ret^erme  mille  :  wt  témoifk  de  ce  tirage  annonce  que  h  n*  j^ 
est  sorti  ;  on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie  ? 

Supposons  que  Te^périence  ait  fait  connaître  que  ee  témoin 
trompe  une  fois  sur  dix ,  ensorte  que  la  probabilité  de  son 

témoignage  8<Ht  — .  Ici  l'événement  observé  est  le  témoin  ^t* 

testant  que  le  n*  7g  est  sorti.  Cet  événement  peut  résulter  des 
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tkxxx  hypothèses  sniyantes,  savoir,  qae  le  témoin  énonce  la 
vérité  ou  qu'il  trompe.  Suivant  le  principe  précédent  sur  la 
probabilité  des  causes  tirée  des  événemens ,  il  faut  d'abord 
déterminer^  à  priori ,  la  probabilité  de  l'événement  dans  chaque 
hjrpotfaèse  qui  est  une  cause.  Dans  la  prëmièi*e ,  la  probabilité 
que  le  témoin  annoncera  le  n*  79 ,  est  la  probabHité  même 

de  la  sùtûê  de  ce  numéro ,  c'est-i-dire :  en  la  multipliant 

pat  la  probabilité  —  de  la  véracité  du  témoin  «  on  aura 

—3—  pour  ia  probabilité  de  Tévénement  observé  dans  cette 
1000  *^  *^ 

hypothèse.  Si  le  témoin  trompe ,  le n*  79  ne  sera  pas  sortie  et 
ta  probabilité  de  cette  non-sortie,  est  -^^  :  mais  pour  an- 
noncer la  sortie  de  ce  numéro  >  le  témoin  doit  le  choisir  parmi 
I^^  999  numéros  non-sortis  ;  et  comme  il  est  supposé  n'avoir 
aucun  motif  de  préférence  pour  les  uns  plutôt  que  pour  les 

autres  ,  la  probabîKté  qu'il  choisira  le  n**  7g,  èsi  - —  :  en 
multipliant  donc  cette  probabilité  par  la  précédente  j  on  aura 

I^onr  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  H^  79 

dans  la  seconde  hypothèse  :  il  faut  encore  multiplier  cette  pro« 
habilité  parla  probabilité ,  — ^  de  rh)rpothèse  eHè-méme ,  qui 
est  la  probabilité  que  le.  témoin  trompe,  ce  qui  donnera 
•— ' — ^  poîùr  la  probabilité  de  l^évén0lQent  relative  à  cette  hy- 
pothèse, ï^ésentement  si  l'on  forme  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur ^oit  la  probabilité  relative  à  la  première  hypo&èse , 
et  dont  le  dénominateur  soit  la  somme  des  probabilités  rela- 
tives aux  deux  hypothèses  ou  aux  deux  causes ,  on  aura  la 

probabffité  de  la  première  hypothèse  =  -^  qut  est  ta  proba-« 
bSité  xhême  de  la  véracité  du  témoin  ^  et  j^  en  même  temps., 
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la  probabilité  de  la  sortie  du  n°  79*  h^  probabilité  da  i 

songe  du  témoin  et  de  la  non-sortie  de  ce  numéro >  sera  —, 

M.  Laplace  résout  encore  cette  question  :  Une  urne  renferma 
99g  boules  noires  et  une  boule  bl^nchç  ;  une  boule  en  ajrant 
.été  extraite  ,  un  téqioin  du  tirage  annonce  que  cette  boule  est 
blanche.  M.  Laplace  fait  ces  quatre  hypothèses  qui  sont  quatre 
causes  de  révénement  observé  ^  sayoir^  l^  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  ne  se  trompant  point  ;  a^.  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  se  trompant;  3".  celle  du  témoin  trompant  etne 
se  trompant  point  ;  4**.  celle  du  témoin  trompant  et  se  trompant. 

i83.  La  probabilité  des  éyénemens  sert  à  détermina  Tes- 
pêrance  et  la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  exis* 
tence.  Le  niot  espérance  a  diverses  acceptions;  il  expnme 
généralement  l'avantage  de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque, 
dans  des  suppositions  qui  ne  sont  que  vraisemblables.  Dans  la 
théorie  des  hasards  ,  cet  avantage  est  le  produit  de  la  somme 
espérée ,  par  la  probabilité  deTobtenir  :  c*est  la  somme  partielle 
qui  doit  revenir  >  lorsqu'on  ne  veut  pas  courir  les  risques  de 
l'événement ,  en  supposant  que  la  répartition  de  la  somme 
entière ,  se  fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette 
pianière  de  la  répartir  eâ^t  la  seule  équitable ,  quand  on  fait 
abstraction  de  toute  circonstance  étrangère  ,  parce  qu'avec  un 
égal  degré  de  probabilité ,  on  a  un  droit  égal  sur  la  somme 
espérée.  Nom  nommerons  cet  avantage  espérance  nucthéma-^ 
tique  ^  pour  le  distinguer  de  F  espérance  morale  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt. 

184*  Buitième  principe.  Lorsque  l'espérance  mathématique 
dépend  de  plusieurs  éyénemens ,  on  l'obtient  en  prenant  la  somme 
des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  événement ,  par  le  bien 
attaché  à  son  arrivée.  Dans  le  cas  le  plus  simple  j^  cette  espé- 
rance est  le  produit  de  la  vçleur  absolue  du  bien  espéré,  par 
la  probabilité  de  f  obtenir. 

Problème  IV.  Supposons  qu'au  jeu  de  croix  et  pile ,  Paul 
teçoive  deux  francs,  s'il  amène  croix  au  premier  coup  ,  et  cimq 
fiancs ,  s* il  ne  t amène  qiCa^  second;  on  demande  quelle  esf 
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ta  somme  que  Paul  doit  donner  d'ax^ance  à  celui  qui  lui  fait 
cet  avantage,  en  observant  que,  pour  l'égalité  du  jeu ,  la  mise 
doit  être  égale  à  davantage  quil  procure  ? 

£a  multipliant  â^  par  la  probabilité  ^  du  premier  cas ,  et 
5^.  par  la  probabilité  j  du  second  cas  >  la  somme  des  produits 
est  deux  francs  et  un  quart ,  mise  cherchée. 

Si  Paul  reçoit  deux  francs ,  en  amenant  croix  au  premier 
coup ,  et  cinq  franos  en  l'amenant  au  second  coup ,  soit  qu'il 
l'ait  ou  non  amenée  au  premier ,  il  faut  alors  distinguer  quatre 
cas  ,  savoir  :  croix  au  premier  et  au  second  coup  ;  croix  au 
'premier  coup  et  pile  au  second  ;  pile  au  premier  coup  et  croix 
au  second  *,  enfin  pile  aux  deux  coups.  Paul  reçoit  sept  francs 
dans  le  premier  cas ,  deux  francs  dans  le  second ,  cinq  francs 
dans  le  troisième ,  et  rien  dans  le  quatrième.  La  probabilité  de 
chacun  des  cas  est  j  :  en  multipliant  donc  par  j  la  somme 
correspondante  à  chaque  cas  ,  et  ajoutant  ces  produits ,  on 
aura  trois  &ancs  et  demi  pour  Tayantage  de  Paul  ^  et  consé* 
quemment  pour  sa  mise  au  jeu. 

PaWl  joue  à  croix  et  pile  avec  la  condition  de  recevoir  deux 
francs  s'il  amène  croix  au  premier  coup ,  quatre  francs  s'il  ne 
l'amène  qu'au  second ,  huit  francs  s'il  ne  l'amène  qu'au  troi- 
sième ,  et  ainsi  de  suite  ;  sa  mise  au  jeu  doit  être  ,  par  le  prin- 
cipe précédent^  égale  au  nombre  des  coups  ;  ensorte  que  si 
la  partie  continue  à  l'infini ,  la  mise  doit  être  infinie.  Cepen- 
dant aucun  homme  raisonnable  ne  voudrait  exposer  à  ce  jeu 
une  somme  même  modique ,  5o  francs  ,  par  exemple.  Il  s'agit 
d'expliquer  cette  différence  entre  le  résultat  du  calcul  et  l'in- 
dication du  sens  commun  :  on  reconnaît  bientôt  qu'elle  tient  à 
ce  que  t avantage  moral  qu'un  bien  nous  procure ,  n'est  pas  pro^ 
portionnel  à  ce  bien,  et  qu'il  dépend  de  mille  circonstances  sou- 
vent difilciles  à  définir,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  plus 
importante  est  celle  de  la  fprtune.  En  effet ,  il  est  visible  qu'un 
franc  a  beaucoup  plus  de  prix  pour  celui  qui  n'en  a  que  cent  y 
que  pour  un  millionnaire.  On  doit  donc  ,  dans  le  bien  espéré , 
^tinguer  sa  valeur  absolue  de  sa  valeur  relative  :  celle-ci  &% 
X^^e  sur  les  motifs  qui  la  font  désirer  ^  au  lien  que  la  première 
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€n  est  indépendante.  On  ne  peut  pas  donnet  de  principe  général 
pour  apprécier  cette  Taleur  relative.  En  voici  cependant  un  pro- 
posé par  Daniel  BeraouUi ,  et  qui  peut  servir  dans  beanooup 
de  cas* 

]85.  Neuvième  principe,  La  valeur  relative  d^une  sothme 
infiniment  petite ,  est  égale  à  sa  valeur  absolue  divisée  par  le 
bien  total  de  la  personne  intéressée» 

L*espérance  morale  sera  le  produit  de  la  valeur  relative  da 
bien  espéré,  par  la  probabUité  de  Tobtenir. 

i86.  Dixième  principe.  Dans  une  série  d'événefHèHs  pro' 
bables  dont  les  uns  produisent  un  bien  et  les  autres  une  perte  ^ 
on  aura  l avantage  résultant ,  en  faisant  une  somme  de»  ptoduitt 
de  laprobabilitéde  chaque  événement  favorable  parlé  bien  quU 
procure ,  et  en  retranchant  de  cette  somme  celle  des  produits  de 
la  probabilité  de  chaque  événement  défavorable pt^  laperte  qui 
y  est  attachée.  Si  la  seconde  somme  remporte  sur  la  pre- 
mière ,  le  bénéfice  devient  perte ,  et  tespérmneé  se  change  en 
crainte. 

187.  Ces  principes  posés  ,  il  nous  reste  à  en  faire  des 
applications. 

Problème  Y.  On  projette  trois  dés  sur  une  table  :  m  joueur  A 
parie  que  les  trois  points  amenés  seront  difféfens  ^  le  joueur 
B  ptirie  qu*il  y  aura  un  double  (deux  points  semblables J  ; 
le  joueur  C  parie  pour  un  triplé  (  trois  points  semblables  )  : 
cm  demande  quels  doivent  être  les  paris  de  A,  B  ^  C  pour  que 
le  jeu  soit  égal? 

Les  mises  A,  B ,  €  doivent  être  proportioimeHés  aux  nombres 
^les  coupe  simples  ,  des  doubles  et  des  ttiples ,  que  nous  aUon» 
calcder.  Chaque  faoe  d*un  dé  pouvant  ce  combiner  avec  les 
eix  faces  d^nn  autre  dé ,  on  voit  que  deux  dés  donnent  trente- 
six  coups  possibles  ;  chaque  coup  du  troisième  dé  pounrant  se 
combiner  avec  les  trente^ix  coups  préoédens ,  k  nombre  totai 
d\e3  coups  sera  6  X  36  =2  a»6^  nombre  de  tous  les  cas  pos* 
iibles  :  les^  ^iplea  «oal  évidemment  au  nombre  de  six.  Pour 
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connaître  le  nombre  des  doubléf  ,  obsenron»  que  toutes  les 
faces  semblables  de  deux  des  trois  dés ,  doivent  être  combi-» 
nées  avec  chacune  des  faces  non  semblables  du  troisième  dé , 
ce  qui  donne  6  X  5  =  3o  doublés  ;  et  comme  1^  trois  dés 
peuvent  être  pris  deux  à  deux  de  trois  manière» ,  on  aura  en 
totalité  3x3o  =  9o  doublés.  Ainsi  le  nombre  des  coups 
simples  sera  ai6  —  g6  ==  lao.  H  y  a  dûnc  lieu  à  iso  coups  ' 
simples I   à  90  doublés^  et  à  6  triplés  :  on  voit  âoBO  que 

les  probabilités  en  faveur  de  A>  B  et  C  étant  ^i  -2^^  —^ 

les  mises  à»  te»  jonewcs  doivent  être>  pour  Fégalité  da  jeu  » 

::  lao  :  90  : 6  ou  ::  90  :  i5  : 1. 

Problème  YI.  Supposons  que  le  nombre  des  numétos  étune 
loterie ,  soit  m ,  et  quHl  en  sorte  n  à  chaque  tirage  ,  on  veut 
connaître,  1*.  ta  probabilité  qiLune  combinaison  s  de  ces 
numéros ^  sortira,  au  premier  tirage;  a*,  la  probabilité  que 
les  s  numéros  sortiront  dans  un  ordre  déterminé  entf^eux  ; 
3*.  la  probabilité  que  les  s  premiers  numéros  du  tirage ,  seront 
ceux  de  la  combinaison  proposée  ;  4'.  cTifin  la  probabilité  que 
les  8  nwnérçs  cheièis  sortiront  les  premiers  dans  u»  ordre 
déterminé  ? 

1*.  Le  nombre  total  des  combinaisons  (*)  de  m  nun^éros  pris 


(*)  En  appelant  combinaisons  ce  que  nous  nommions  produits  diféreru 
(  Alg.,  Ire  seri. ,  «bap»  XU.)  ,.  le  nombte  lettl  àûs  eoMbindsons  de  nt 
num^roa  prie  n  ^  n  ^  est 

m  (m  — I  )  (m  — a)...^.. ..  (rrt — 11 -^  i  V 
i.a.3 n 

On  aara  le  nombre  total  des  combinaisons  de  m  lettres  prises  une  à  nae,. 
denx  h  denx,  jusqu'à  m  )i  m  ,  en  faisant  p  »  i  dans  lo  binôme  (i-f-;?}", 
et  reuancbont  Punitë.  Supposons  qoe ,  dans  cbaqae  combinaison ,  on  ait 
^gard  non-senlement  an  nombre  des  lettres ,  mais  encore  ft  lenr  sitnatioii 

enirellee  1  comme  à  ieMMe-  admettent  1  .a. 3 n  aituttisiis  di^rentei 

que  noos  nommions  arrangemeas  ,  il  a'ensnit  que  le  nombre  total  des 
combinaisons  de  m  lettres  a  à  n  ,  lorsqu'on  a  égard  aux  diflferentet  situa- 
lions  des  n  lettres ,  est  la  fraction  ci  -dessus ,  en  supprimant  son  dcno« 
lÉinateur. 
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n  kn,  est,  comme  on  le  sait , 

m  (m— i)  (m— a) (m—n+i) 

i.fl.3 n  ^'^• 

Pour  avoir  parmi  ces  combinaisons ,  le  nombre  de  celles  dam 
lesquelles  s  numéros  sont  compris ,  on  observera  que  si  Ton 
retranche  ces  s  numéros  de  la  totalité  des  numéros ,  et  que 
Ton  combine  n  —  s  à  n  —  s  le  reste  m  —  s ,  le  nombre  de 
ces  combinaisons  sera  le  nombre  cherché  ,  puisqu'en  restituant 
les  s  numéros  dans  chacune  de  ces  combinaisons ,  on  aura 
les  combinaisons  i»  à  n ,  dans  lesquelles  se  trouvent  les  s  dih 
méros  :  ce  nombre  est  donc ,  en  changeant  dans  la  formule  ci- 
dessus  m  en  m— ^ ,  et  n  en  n—  s , 

Çm^s)  (m— 5—1) (yn— n+i) 

1.3 (/»-^)  ~ ^^^' 

formule  qui  compte  le  nombre  des  cas  favorables  à  Tévéne* 
ment  ;  mais  la  première  exprime  le  nombre  de  tous  lei  cas 
possibles  :  qu*on  divise  (2)  par  (1)  >  le  quotient  sera 

(m — s)  (m — s — 1) (m — /i+i) .  1  .a, 5 n ^ 

i.a.3, .  ..(/i—tf)  m  (fii — 1) (m — »+i)       *     * 

en  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  ^  et  ob* 
servant  que  s  est  moindre  que  n ,  on  obtiendra 

n(n  —  i)(n  — a) (n— 5+1) 

ro(m— i)  (m  —  a) (m — j-f- 1) 

pour  la  probabilité  cherchée  (P'Princ.  ). 

a**.  En  divisant  la  formule  précédente  par  i.a.S...^  qui  compte 
le  nombre  total  des  arrangemens  de  s  numéros ,  on  aura  la 
probabilité  que  les  s  numéros  sortiront  dans  un  ordre  déter- 
miné entr*eux. 

3°.  On  aura  la  probabilité  que  les  s  premiers  numéros  du 
tirage ,  seront  ceux  de  la  combinaison  proposée  ^  en  obser* 
vant  que  cette  probabilité  revient  à  celle  d'amener  cette  com- 
binaison f  en  supposant  qu'il  ne  sort  que  s  numéros  à  chaque 
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tùrage;  il  (ant  donc  supposer  n=:s  dans  la  formule  préc4* 
dente  qui  devient  alors 

i.a.5 (j— q)(5— i)x 


m(fn— i)  (m— a). (th^-^+i)* 

4^.  Enfin  y  on  aura  la  probabilité  que  les  5  numéros  choisis 
sortiront  les  premiers  dans  un  ordre  déterminé ,  en  divisant  la 
dernière  formule  par  i  .a. . .  .5. 

Le  quotient  de  la  mise ,  divisée  par  la  probabilité  de  gagner , 
est  ce  que  la  loterie  doit  rendre  au  joueur  :  Texcédant  de  ce 
quotient  sur  ce  qu'elle  donne ,  est  son  bénéfice.  En  effet ,  ai 
ron  noDune  p  la  probabilité  du  joueur ,  m  sa  mise  ,  et  or  ce 
que  la  loterie  doit  lui  rendre  pour  Tégalité  du  jeu ,  x  —  tu 
sera  la  mise  de  la  loterie  ;  car  ayant  reçu  la  mise  m,  et  ren- 
dant x  au  joueur  j  elle  ne  met  au  jeu  que  x  —  7n  :  or ,  pour 
l'égalité  du  jeu,  Tespérance  mathémathique  de  chaque  joueur 
doit  être  égale  à  sa  crainte  :  son  espérance  est  le  produit  de 
la  mise  x  —  m  de  son  adversaire  par  la  probabilité  de  l'ol^ 
tenir  (  YIII*  Princ.  )  :  par  une  conséquence  du  même  principe, 
sa  crainte  est  le  produit  de  sa  mise  m  par  la  probabilité  i  -— p 
de  la  perte  :  on  a  donc 

p  (x— m)  =m  (i  — p),    d'où    x  =  — , 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

On  peut  donc  calculer  les  chances  de  la  loterie  de  France; 

et  en  conclure  ses  bénéfices.  Cette  loterie  est  composée  de  go 

numéros  dont  cinq  sortent  à  chaque  tirage.  La  probabilité  d'un 

5  I 

extrait  donné,  est  —  =  -s  :  la  loterie  devrait  donc  ,.  pour 

l'égalité  du  jeu ,  rendre  18  fois  la  mise  :  le  nombre  total  des 
ambes  est  4^x>S,  et  il  en  sort  dix  i  chaque  tirage  ;  ainsi  la 

probabilité  de  la  sortie  d'un  ambe  donné ,  est  r — ^  -,  la  loterie 

devrait  donc,  pour  un  ambe  sorti ,  rendre  quatre  cents  fois 
et  demie  la  mise  :  on  trouve  pareillement  qu'elle  devrait  rendre 
la  mise  118^  fois  pour  un  terne  ^  5iio38  pour  unquateme. 


/^ 
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et  43949^6^  P^^  ^^  quille.  Or  ob  aêk  que  la  loterie  est  Iot€ 

de  faire  ces  avantages  au  joueur. 

Problème  VII.  Une  urne  étant  supposée  renfermer  x  boules , 
on  en  tire  une  partie  ou  la  totalité  ^  et  on  demande  la  pro* 
habilité  que  le  nombre  des  boules  extraites  sera  pair  ? 

Le  nombre  des  cas  dans  les^els  le  nombre  des  boules  est 
Tunité,  est  évidemment  x,  puisque  chacime  des  boules  peut 
être  extraite  :  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  celui  des  boulet 
extraites ,  est  â ,  est  la  somme  des  produits  différens  de  x  lettres 

a  à  fl^  c*e«thàrdîre,  :  le  nombre  das  ou  daas  latqMls 

on  tire  trois  boules,  est  la  somme  des  produits  differens  de  x  lettres 

5  à  5,  oes^^Hiini ,  ^  (.^-iH^—^) ^  et  «itasi  de  soka.  Aiasî 

les  termes  successifs  du  développement  de  la  fonction. . . . 
(1  + 1)*—  1  ,  représenteront  tous  les  cas  dans  lesquels  le 

nombre  des  boules  extraites  ,  est  successivement  i^^^S 

)usqu*à  Xj  et  conséquemment  â' — i  sera  le  nombre  de  tous  les 
cas  possibles.  Le  nombre  des  cas  relatifs  aux  nombres  impain 
de  boules  extraites  ,  est 

et  le  nombre  des  cas  relatifii  aux  «ombres  paini  de  bonki 
extraites  4  est 

x(x-i)       x(a:>-^i)(x-a)(x~3) 

a         ^  ÏX4  =-l-etc. 

la  réunion  de  ces  deux  sommes,  c*est-àrdire ,  a'*—  1  est  le 
nombre  de  tous  lès  cas  possibles.  Ainsi  la  probabilité  que  le 
nombre  des  boules  extraites  »  sera  pair ,  est  (  i^  Frinoipe  ) 

— j :  et  la  probabilité  que  ce  nombre  sera  impair,  est. 
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d'après  le  mSme  pmfcîpe ,  -^ :  fl  y  a  donc  de  Fayaixtage 

à  parier  avec  égalité  pour  un  nombre,  impair  de  boules. 

On  peut  arriver  à  cette  cpnclusion  sans  calcul.  £n  effet ,  le 
Nombre  des  boules  étant  pair ,  pu  de  la  forme  an ,  il  y  a 
dans  ces  ajt  nombres ,  autant  de  nombres  pairs  que  de  nombres 
impairs  ;  mais  le  nombre  x  étant  impair ,  ou  de  la  forme 
im^  ^  1 ,  le  nombre  des  nombre»  impairs  est  plus  grand  d'une 
unité  que  celui  des  nombres  pairs  :  ainsi  lorsque  le  nombre 
des  boules  est  quelconque ,  comme  on  le  suppose  dans  Vénonci^ 
et  qu'on  peut  les  prendre  toutes  ^  il  y  a  plus  à  parier  qu'on  en 
amènera  un  n<Nfi]»re  impair  qu'ui^noiiibre  pair. 

Problème  Vm.  Une  urne  renferme  un  nombre  x  de  boules 
bhmches ,  e^  lé  même  nombre  de  houles  noires  ;  on  demande 
Ja  probabilité^  qu'en  tirant  un  nombre  quelconque  pair  de 
boules  ,  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  dp 
boules  noires,  tous  l^  nombres  peurs  pommant  être  également 

étmondit  ? 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  de 

l'urne^  peut  se  combiner  arec  tme  boule  noire  >  est  évidemment 

x.x.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  deux  boules  blanches 

X  C  X  ^^•'  1  ^ 
peuvent  se  combiner  avec  deux  boules  noires,  est  — ^ -^ 

X  'y  en  obsertant  que  le  nombre  des  combinaisons 

ou  produits    différens  ,   deux  à  deux  ,  de  x  choses  ,    est 
Oft  trouvera  de  même  le  nombre  des  ca»  dans 


X  (x —  i) 


a 

lesqueb  trois  »  <piatre>  etc.  boules  blanches  peuvent  ae  comr- 
biner  avec  trois  ^  quatre^>  etc»  boules  noires.  Le  nombre  des 
cas  dans  lesquels  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  d/e 
noires  /  c'est-4-dire  ^  le  nombre  des  cas  favorables,  est  donc 

•*et^•à-dir• ,  la  somme  des  carrés  des  termes  du  développé- 
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ment  de  (  i  -f"  ^  )^  moins  l*miité  :  or  cette  somme  est  celk 
des  termes    ii^épendans   de    a  ^dans    le  déTeloppement   de 

M  4-  -  j  (i  +a)',  ou  dans  le  produit 

|i+a?X-+       -       X^+  ^ X^+etc| 

i+xXa+  ^^^  /xa'+— j^^ ^Xo^  +  etc.j; 

mais  comme 

le  terme  cherché  est  le  coefficient  du  tenuQ  moyen ,  c'est-à- 
dire,  du  terme  en  a*  dans  le  développement  de  (i  +0)": 
on  trouve  pour  ce  coefficient 

ax(ay— i)(flj? — a). .  .(ao?— x+Q ar  (ax — 1) . . . (x+i) 

i.a.3 X  i.a.3 x 

i,a.5 ax 

~(i.a.3 x)*V 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  de  Tume  autant 
de  boules  blanches  que  de  noires ,  est  donc 

i.a.3 ax 

(i.a.3 xp       *' 

Cherchons  maintenant  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles. 
Puisqu'on  ne  doit  prendre  les  boules  qu'en  nombre  pair,  ie 
nombre  cherché  est  la  somme  des  termes  de  rang  impair 
dans  le  développement  du  binôme  (  i  +  i  )**,  moins  le  pre- 
mier terme  :  cette  somme  est 

i  ( I  +  1  )"  -f-  H  1  —  1  )**—  1  =  a»*-»—  i  : 

divisant  le  noxnbre  des  cas  favorables  par  celui  de  tons  les 
cas   possibles  ,  on   a  pour  l'expression  de   la  probabilité 
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i.a.5 fljg 

(l.fl.5 3^)*~^ 


a*^*—i 


Problème  IX.  On  a  des  Urnes  en  nombre  %+x  :  la  pr&- 
mière  renferme  p  boules  blanches  et  q  .  boules  noires  ;  la 
seconde ,  p'  boules  blanches  et  q'  boules  noires  ;  la  troisième  , 
p*  boules  blanches  et  q^  boules  noires ,  et  ainsi  de  suite  ;  on 
demande  la  probabilité  Ramener  x  boules  blanches  et  xT 
houles  noires ,  en  tirant  successivement  une  boule  de  chaque 
urne? 

Nous  commencerons  par  rechercher  le  nombre  des  cas 
possibles. 

Si  l'on  extrait  une  boule  de  chacune  des  x-f-x'  urnes,  le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  à  ce  tirage ,  est  évi- 
demment p-j-  q  ',  car  les  boules  qu'on  tire  une  à  une  des 
a:  +  a/  —  i  urnes  ,  distraction  faite  de  celle  qui  contient  p 
boules  blanches  et  q  boules  noires ,  peuvent  être  prises  avec 
chacune  des  p  -f-  9  boules  de  cette  urne  :  au  second  tirage  , 
chacun  des  cas  idu  piremier,  pouvant  se  combiner  avec  les 
p'  +  q'  boules  de  la  seconde  urne  ,  on  aura  (p  +  q)  (/>'+</') 
pour  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  deux 
premiers  tirages  :  au  troisième  tirage ,  chacun  de  ces  cas  peut 
se  combiner  avec  les  p"*  +  q"  boules  de  la  troisième  urne  , 
ce  qui  donne  (p  -f-  q)  (p'+  q')  (j^"  +q'')  pour  le  nombre 
des  cas  respectifs  aux  trois  premiers  tirages.  Ce  produit,  pour 
la  totalité  des  urnes,  sera  composé  de  x+x'  facteurs.  Calcu- 
lons le  nombre  des  cas  favorables  ,  c'est-à-dire ,  lé  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  x  boules  blanches 
et  af  boules  noires  :  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  oa 
peut  extraire  x  boules  blanches  de  x  urnes ,  est  évidemment 
p.p' .p" .  ..y  le  nombre  de  ces  facteurs  étant  x,  et  le  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  x'  boules  noires  de  x 

urnes ,  est  q^cf  ^q" >  le  nombre  de  ces  facteurs  étant  af  : 

ainsi  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'extraction  de  x  boujies 
blanches  et  de  a/  boules  noires  de  x  et  a/  urnes ,  prises  d'unç 
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manière  quelconque  9  sur  les  x  +  a/,  estp.j/ .p''..,,q,(f(f..,.f 
produit  dont  le  nombre  des  facteurs  est  i?  +  ^*  Si  Ton  ob- 
serve que  les  x  -^-af  urnes  doivent  être,  combinées  a:àx,et 
que  les  urnes  restantes  sont  toutes  les  combinaisons  en  nombre 
a/ ,  ces  combinaisons  étaiit  totijours  des  prpduits  différeos^on 
Terra  que,  pour  avoir  la  totalité  des  cas  favorables,  il  faut 
prendre  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  p.p. p' 

é . . .  .q^q'.q" qu'on  petit  faire  avec  p ,  p',  p*. . . .  lettres 

prises  en  nombre  x ,  et  les  q  ,q',  q" lettres  prises  en 

nombre  x\  en  observant  que  les  lettrés  p ,  p',  etc.,  (y,q',etc. 
«ont  en  nombre  x  +  j/  :  or  cette  somme  est  celle  de  tous  les 
termes  du  développemeût  des  x  +  ^'  facteurs  ip+(l)  {p'+(l 
iP'^q*')i  ^^^'  i  <^^^  lesquels  la  lettre  p  avec  ou  sans  acceot, 
«st  répétée  x  fois,  et  la  lettlre  q  avec  ou  sans  accent,  est  répétée 
oJ'foisCchap.  XXVH). 

Supposons  p',  p*. . . .  égaux  à  p  et  9',  9%  etc.  égaux  à  f 
le  produit  précédent  deviendra  (p+  7)'^*'  '.  lô  terne  multi- 
plié par  p'q*^  dans  le  développement  de  ce  binôme,  est 

{x  +  x')ix  +  af-i) (x+i)  .  ^ 

" r.a.3 x' "—P^l 

i.a.3 xXi.a.3 x''^  ^   *      ^ 

le  nombre  de  tous  lés  cas  possibles  étant ,  sous  les  mêmes 
hypothèses ,  e^tprimé  par  (p  +  7)*"*'''i  'a  probabiKté  d'amener 
X  boules  blanches  et  af  boules  noires,  est  donc 


:a.3. 


i.fl.3...,x' Vp-f^y    \p  +  fl/ ' 


i.à.3.  ...XX  i.a.3.  ..•x'  vp-f-^/    \p-f-(j, 

où  — Ç —  est  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blandid  àt  l'on» 
P  +  9 

des  urnes  ,  et  — 7 —  ceUe  d*en  tirer  une  noire. 
p  +  q 

Noms  observerons  qu'il    est   parfàitemeirt  égal  de  tii«r  x 

boules  blanches   et  jf  boules  noires  dé   x  +  x'  uraes  q^ 
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renferment  chacttae  p  boules  blanches  et  q  bonles  noires^  ou 
d'une  seule  de  oes  urnes ,  pourvu  que  l'on  remette  dans  Turne  la 
boule  extraite  à  cbaque  tirage. 

Si  Ton  a  X  +  a/-|-  jc*'  mrnes  dont  la  première  renferme  p* 
boules  blanches,  q  boules  noires ,  r  boules  rouges,  dont  la 
aec(»de  renferme  j/  boules  blanches ,  (/'boules  noires ,  / "bordes 
rouges  y  dont  la  troisième  renferme  p'  bdldes  blanciies ,  <f  boules 
noires ,  r^  boules  rouges. ,  etc.  ,  et  qu'on  raisonne  comme  on 
l'a  fait  dans  le  cas  précédent ,  on  trouyera  sous  les  hypothèses 
p-=zp' z^p'^  etc. ,  q'=:^/=z  q",  etc.,  rr=:f^==:f^,  «te. ,  pour 
eiqires^n  de  la  probabilité  d'amener  x  boules  blandies,  af 
boules  noires ,  x"  boules  rouges  ,  enrtirant  suocessiveraent  une 
boole  de  chaque  vacne  , 

i.a.3. .  ...xx  i.a.3 x'X  i.a.3.  ...a;*' 

^\p+<l+rj   {p  +  q  +  rj    Vp+^  +  r)   * 

GénéraleDMfit,  pour  un  nombre  ar  +  a/nf- j?*^  etc.  d'urnes, 
l'expression  de  la  probabilité  d'amener  x  boules  d'une  cou- 
leur ,  af  boules  d'une  seconde  couleur ,  x"  boules  d'une  troi-  * 
«ième  couleur,  x*  boules  d'une  quatrième  couleur,  etc.,  pétant 
le  nombre  des  boules  de  la  première  couleur ,  q  celui  des 
boules  de  la  seconde  ,  r,  5,  etc.  ceux  des  boules  de  la  troi- 
sième ,  de  la  quatrième ,  etc.  couleur ,  sera 

1 .2.5 (x  +  x""  +  x"  +  etc.) 

>.a....x  X  i.a J?'  X  i.a ^"X  i.a x"  etc. 

^Ap+ç+r+etc.y    \p+q+r+etcj    \p+q4-r+etçj 

Problème  X.    Assigner  la  probabilité  de  tirer  des  urnes 

précédentes  x  boules  blanches  avant  damener  soit  tkI  boules 

noires,  soit  x*  boules  rouges ,  etc.  ? 
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Le  nombre  des  couleurs  étant  n,  'ù  £aat  que  la  oon^ticni 
soit  remplie,  au  plus  tard,  après  x+aZ+x"  +etc. — n+i 
tirages  :  en  effet,  le  nombre  total  des  boules  blanches  extraites , 
étant  égal  ou  moindre  que  x  ,  celui  des  boules  noires  extraits, 
moindre  que  x' ,  celui  des  boules  ronges  extraites ,  moindre 
que  x%  etc. ,  le  nombre  total  des  boules  extraites ,  est  égal 
ou  moindre  qUe  x  +  x'+af+  etc.  —n+  i  ;  et  conséquem- 
jnent ,  d'après  l'énoncé ,  le  nombre  des  tirages  ne  doit  pas 
excéder  x  +  af  +  x''+  etc. —  n  +  i  :  on  peut  donc  réduire 
le  nombre  des  urnes  à  x+xf  +  x^+etc-^n+i. 

Pour  ayoir  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
X  boules  blanches  au  (a: +  /)""*'  tirage,  il  faut  déterminer 
tous  les  cas  dans  lesqueb  x —  i  boules  blanches  seront  senties 
au  tirage  x  +  £  —  i  :  à  cet  effet,  il  faudra ,  dans  la  formule 
(A) ,  changer  x  en  x  -^  i  ,  a/  en  a/  4-  x*  +  x*  +  etc  =  / , 
q  en<7  +  r+^  +  etc.,  conséquemment,  x+x'  enx  +  i  —  i; 
car  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  actuelle,  fe  totalité  des 
cas  favorables  ,  est  la  somme  des  termes  du  déyeloppement  de 

(  p  -I-  ç  ^  r  +  etc.)^**"*^,  dans  lesquels*  la  lettre  p  est  répétée 

X  —  1  fois. 

Msis  l'urne  x  +  î  contenant  aussi  p  boules  blanches ,  le 
nombre  des  cas  favorables ,  au  (x  4-/^^^  tirage  ,  sera  donne 
par  le  produit  ^e  la  formule  précédente  par  p ,  produit 
qui  sera 

et  qu'il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  de  tous  les  cas 
favorables  relatifs  aux  autres  tirages  en  nombre  x'-l-x'+etc. 

n i-f- 1 ,  qui ,  avec  x+i ,  fait  en  effet  le  nombre  total 

3;4.x'-f-x''+etc.  —  n+i  des  tirages  et  des  urnes:  si  Ton 
observe  que  ,  par  rapport  aux  derniers  tirages  en  nombre 
x'  -f.  X*  +  etc.  —  n  —  i  +  1  ,  le  nombre  des  favorables  est 
le  même  que  celui  des  cas  possibles,  puisqu'on  a  déjà  la  pro- 
babilité d'amener  dans  les  tirages  qui  précèdent  ceux-ci,  x 
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boules  blanches  ,  avant  d'amener  >  soit  J  boules  noires , 
soit  ^  etc.  y  on  conclura  que  ce  nombre  de  cas  favorables  » 
étant  (p  +  <y  +  r+  etc.)"'*"'*"*'"'-''*^*^',  on  aura 

1.Q.5 (x+i — i)  ^ 

i.fl.3 .(x  — i)  X  i-a r 

X  (7  +  r  +  rtc.  y  (p  4-  7  +  r  +  etc. )''-^**'^'"-'-*-^* 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  l'événement  peut  arriver 
précisément  au  tirage  x-f-  '•  H  faut  cependant  en  exclure  les 
cas  dans  lesquels  q  est  élevé  à  la  puissance  x\  ceux  dans 
lesquels  r  est  élevé  à  la  puissance  x^^  etc.  ;  car ,  dans  tous  ces 
cas  y  on  aurait  amené  soit  oi  boules  noires ,  soit  x'  boules 
ronges,  etc.  avant  d'amener  x  boules  blanches.  Ainsi,  dans 
le  développement  du  binôme  (  9  +  r  +  etc.  )',  il  ne  faut  avoir 
égard  qu'aux  termes  multipliés  par  (^ .  r^^.  s^" . etc.,  dans  lesquels 
f  est  moindre  que  x^,  f  moindre  que  x*',  f  moindre  que 
X*,  etc.  Le  terme  multiplié  par  q^ .r^' .$^'' .etc.  dans  ce  déve- 
loppement 4  est  (  chap.  XXYII } 

' 1  >fl.5. . .  > .  .^ , 

i.fl.3..../x  i.a.3..../'  X  i.a.5...../'  ctc^. 

Ainsi  en  observant  que  i  ^=f+  f  +/"  +  etc. ,  les  termes 
i  considérer  dans  la  fonpule  précédente ,  sont 


etc. 


i.fl.S.....(x-H/+/^4-/^+etc.— I) 
i.a.3....(x^0><^iî^-3-\/^i-^-3—/'Xi.a.3..../' 
X  p'.q^.rf'sf^.eic.  (p4-q;+r+etc.)''-^-*-'«'—/-/'T«*— +'. 

£n  donnant,  dans  cette  dernière  formule ,  à/toutes  les  valeurs 
entières  depuis  /=  o  jusqu'à  /=  x^ —  1 ,  à  f^  toutes  les 
valeurs  depuis/'  =  o  jusqu'à/'  =  x^ —  1 ,  et  ainsi  de  suite  , 
la  somme  de  tous  ces  termes  comptera  le  nombre  de  tous  lés 
cas  dans  lesquels  Févénement  en  question  peut  arriver  dans 
jc+x^+etc  — n+ 1  tirages  :  il  faut  diviser  cette  somme 
par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  ^  c'est-à-dire^  par 
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{^J^q  +  r  +  etc.)**"*''*"'"*""^.  et  oa  a  le  quotient 

i.fl.5 (j+Z+Z'+etc.  —  1) 

-i.a.3....(x— i)x  1.3.3..../X  i.fl. 3. ,.../'  eta 

p'.qf.rf.  etc. 

><  (  p  4.  q  +  r  +  etc.y*-f-^f  •*■"'•' 
Si  Ton  désigne  par  ]/  la  probabilité  de    tirer  nne  bonle 
blanche  d'une  quelconque  des  urnes  ,  par  (f  celle  d'en  tirer 
une  boule  noire ,  par  /  celle  d'en  tirer  une  boule  ronge ,  etc., 
on  aura 


'_ P_ 


9'=rr-£rr:nr,  ^=: 


>+<7+r+etc.'  ^      ;^+^4^^.etc.'         p+^^-r+etc.' 
d'où 

p'=p''(p  +  q+r  +  etc.)',  qf^ifHp+V  +  r+t^y. 
rf'=/f'  {p+g+r+  etc.y\      etc. 

Ainsi  la  formule  précédente  devient 

i.fl.5....(x+/+/'  +  etc.  — 1)        „    .f    .„ 

La  somme  des  termes  que  Ton  obtiendra ,  en  donnant  â  / 
toutes  les  valeurs  depuis  y=o  jusqu'à /"=  x' —  i ,  kf  tontes 
les  valeurs  depuis  f'^=o  jusqu'à  jf' nrx"— i,  etc.  sert 
la  probabilité  d'amener  x  boules  blanches  avant  :z^  boules 
noires ,  ou  x"  boules  rouges ,  ou  etc. 

Problème  XI,  Peux  joueurs  dont  chacun  possède  unnombn 
connu  de  jetons  j,  et  déni  les  adresses  respectives  sont  m  et  n  ^ 
conviennent  de  ne  quitter  le  jeu  que  lorsque  tun  «feux  aura 
gagné  tous  les  jetons  de  F  autre;  à  chaque  partie,  le  perdtuU 
donne  un  jeton  au  gagnant  :  on  demanda  quelle  est  fespé' 
rance  de  chaque  joueur  ? 

Nous  ferons  précéder  la  solution  de  cette  question ,  d*nn|mx»- 
cipe  dont  la  connaissance^  eat  indispensable  et  qui  naâre  dans 
le  dixième. 

Lorsque  de  deux  chances  données ,  une  doit^i^oessaîreBieflt 
arriver ,  que  la  première  pé*omet  i  un  fonenr  nne  ^eitaiiie 
êc^nme ,  nn  certain  droit  ;  qve  la  seconde  promet  an  mèBxt 
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joueur,  une  autre  somme  ou  un  autre  droit,  et  que  ces  deux 
chances  ne  sont  pas  également  probables ,  la  somme  ou  le 
droit  que  le  joueur  doit  raisoanîilement  attendre ,  en  vertu 
des  deux  chances  données ,  équivaut  à  la  somme  ou  au  droit 
qu'apporterait  la  première  dbance  multipliée  par  sa  probabilité , 
plus  la  somme  ou  le  droit  qu'apporterait  la  seconde  chance 
multipliée  aussi  par  s^  probabilité. 

En  effet,  supposons,  i«,  qu'il  y  ait  dans  une  bourse  deux 
billets ,  Tun  de  six  francs ,  l'autre  de  douze  francs  ,  et  qu'un 
joueur  ait  actuellement  le  droit  de  prendre ,  au  hasard  ,  l'un 
de  ces  deux  billets  :  les  probabilités  étant  égales  ,  et  exprimées 
l'une  et  l'autre  par  { ,  le  droit  réel  du  premier  joueur  équi- 
vaut i 

Supposons ,  a°.  qu'il  y  ait  dans  une  bourafe  trob  billet* , 
savoir,  deux  de  12  francs  et  un  de  6  francs,  et  qu'ici  joueur 
ait  le  droit  de  prendre  au  hasard  un  de  ces  trois  billets,  la 
probabilité  qu'il  tirera  un  des  deux  bill^  de  la  franc»,  étant 
exprimée  par  | ,  et  la  probabilité  qu'il  tirera  f^elui  de  &  francs  ,, 
étant  exprimée  par  j ,  la  somme  à  laquelle  il  c^oit  r^isom^r 
blement  prétendre ,  sera 

12'  X  l  +  Ç'Xi^  tof. 

Supposons ,  3*.  qu'il  y  ait  dans  une  bourse  quatre  billets^ 
dont  un  donne  droit  de  prendre  au  basard ,  un  des  billets  de 
la  bourse  du  premier  exempjie  ,  et  dont  chacun  des  trois  autres 
donne  droit  de  prendre  au  hasard ,  un  des  billets  de  la  bourse 
du  second  exemple  :  l'espérance-  di|  joueur  qui  aura  le  droit 
de  prendre  au  hasard,  wn  de  ces  qa^tre  billets ,  sera. 

9'Xi+  io^XÎ  =  9;,75. 

PafiSfHiB  à  la  solution  de  la  question. 

$0^^  A  <it  B  les  deux  joueurs,  et  convenons,  en  géné-> 
rai ,  de  désigner  par  A^,  B^  leurs  états  respectifs,  lorsque  le 
premiar  i^va  p  jetons ,  et  le  second  q  :  supposons ,  par  exemple, 
q^ue  ie  premier  ait  deux  fois  pl|]S  d'adresse  que  le  second ,  en> 
ârorte  qu  a. chaque  partie,  il  y  ai(  deux  à  p^tr  eonfre  un  qu'il 
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gagnera  :  alors  leurs  probabilités  respectives  de  gagner  une 
partie  quelconque ,  seront  f  et  | ,  puisque  sur  trois  parties  , 
le  premier  a  la  chance  d*en  gagner  a  ^  et  le  second  la  chance 
d'en  gagner  une.  Donnons  enfin  un  jeton  à  A  ^  et  quatre  à  B  ^ 
ce  que  nous  exprimerons  par  A,  et  B^.  Les  conditions  da  jeo 
étant   celles  de  l'énoncé  du  problème  ,   proposons-nous   de 


gner  à  chaque  partie  ^  lea  espérances  pcspeetives  de  diacun  dea 
joueurs. 

Or  en  désignant  par  y^^  ys,  j^>  y-i  les  espérances  da 
joueur  B  dans  les  hypothèses  A,  et  B4 ,  A»  et  B3 ,  A3  et  B»  » 
A4  et  B, ,  ensorte  que  x,  et  y^,  x%  «t  ys,  d?s  «t  ^i  »  ^4  et  y 
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•oient  les  espérances  correspondantes ,  et  observant  que  la 
somme  des  espérances  des  deux  joueurs,  est  égale  à  l'unité, 
puisque  ces  espérances  sont  respectivement  f  et  |,  on  aura 

lA     n  '6  i5      > 

„„„/"®^ ^-^It'  y^^iï' 

^       s  fl8  3 

P'^» ^'~5'i'     -y*  =  31' 

[^'®' ^*  =  3r'  ^•  =  3r- 

Généralisons  ,  et  soit  ^  le  nombre  total  des  jetons  des  deux 
joueurs  :  considérons  les  états  successifs 

A,  et  B/_i ,      Aft  et  B,_»  ,      A3  et  B,_3 

A,_3  et  B3 ,      A,_«  et  B^  ,      A,_,  et  B, , 

«t  désignons  respectivement  par  x, ,  x» ,  çts  . . ,  x,_s ,  a7,_t  >  JPiA  ,* 
les  espérances  de  A  qui  leur  répondent  :  si  m  et  n  représentent 
toujours  les  adresses  respectives  des  deux  joueurs ,  la  proba* 

bîlité  que  A   gagnera  une  partie  quelconque ,  sera     j^    , 

tandis  que  la  probabilité  qu'il  la  perdra ,  sera  ■  :  en 

raisonnant  donc  ,  comme  ci-dessus ,  on  obtiendra  cette  série 

d'équations, 

m  ,       n 

m  ^^       n 


7»         .      f» 


m  n 
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'V 


m  ,       n 


m^n  771-4-/1  " 


71  771-^/1. 

OÙ  X/  =  1  j  et  ces  équations  seront  encore  en  même  nombre 
que  les  inconnues  qu'elles  renferment. 

Si  maintenant  on  suppose  successivement  «=fl,  =3> 
=z=  4  >  etc. ,  ce  qui  réduira  aussi  à  a ,  3  ^  4  >  ®^*  >  ^^  nombre 
des  équation^  ^  on  trooyera ,  d*après  la  dernière  fôi^nule^  pour 

deux  jetons^ 

771.  m(7ii  — 7^) 

pour  trois  jetons ,  d'après  les  deux  dernières  formules , 

77^ 771*  (771— 7l) 

-^^  ^  m^+mn  +  n^'^     m'— ti^      " 

771(771  +  '*)        771(771'— 71*)^ 

•        TU*  +  wm  +  71*  îTi^ — 7»=*     • 

pour  quatre  jetons ,  d*après  les  trois  dernières  formules , 

771* 771^  (771 — n) 

^*  ^  mH'»t*»4-m7i*+7r»  ~    m^—  »♦     ' 

X   _              77l*(77l+yi)                       7n'*(m*— 71*) 
*         7n^+77l*7l  +  77l7l'-f-7l^  771* 71^"^  ' 

m  (77i*-f-iy^7i+7t*)    m(m?r^n?) 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  ces  résultats  est  manifeste  ,  et  on  en  conclut  hà^ 
lement  que  Xp ,  y^  désignant  re^pectivemmit  les  espérances 
de  A  et  B  qui  répondent  k  Tétat  A^ ,  B^  ^  on  doit  avoir  géné- 
ralement >  à  cause  de  ç^f+  y^f=^i  % 

m^(77t^ — nP)  Ti^QTiy-r-ftO 

^'~77lP^T-7lf^  *  ^»~77l/^— 71/^' 

n  faudra  seulement  avoir  Tattention ,  dans  le  cas  particulier 
de  771  =  71 ,  de  délivrer  ces  formules  du  facteur  tti  —  n  qni 
affecte  les  deux,  teirmes^^ 
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Supposons  que  le  joueur  A  ait  six  jetons,  et  qnele  joueiu^ 
B  en  ait  quatre  :  il  faudra  faire  p  =  6 ,  (^  =  ^  ;  les  deux  for-» 
mules  précédentes  deviendront 

Si  Von  suppose ,  en  outre  >  que  Tadresse  de  A  soit  (loubh 
de  celle  de  B  ^  ce  qui  donnera  m  =  a  >  m  ;;=:  i  ,  il  viendra 

_  a^(flg— .1)  _  1008  _  5S5 
'^^""     2'*»— I      ~  ioa3~  341* 

2^ —  1   i5   5 

^^~  a'°—  1  ~  ioa3  "~  34!  ' 

les  espérances  respectives  de  A  et  B  seront  donc  dans  le  rap-* 
port  de  336  à  5. 

En  délivrant  les  valeurs  de  Xp ,  y^  du  facteur  m  —  «cora-e 
mun  aux  deux  tmoes ,  et  posant  eesoite  m  ss  n ,  ces  valeon 
devifimcsiit ,  après  les  réductions^ 

_     p  _     g 

Ainsi  lorsque  deux  joueurs  sont  d*ég^le  adresse  ^  leurs  espé- 
rances respectives  sont  dans  le  rapport  du  nombre  de  Uara 
jetons ,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

Mais  il  n'est  pas  réciproquement  vrai  que  lonque  les  jetons 
sont  également  répartis  entre  les  deux  joueurs ,  les  espérances 
soient  proportiomiielleâ  a  leuii  adresses  respectifes.  &i  effet , 
pour  q  :=:p,ojx  trouve 

^i'  ^  jnP  +  nl'       ^^  ~  inP-^Mf  ' 

d*oii  Von  conclut  qne  leurs  espérances  sont  dans  le  rapport  de 
mF  k  nP,  lequel  ne  devient  celui  de  m  à.  n  que  dans  le  cas 
particulier  de  p  =  x .       . 

Plus  le  nombre  m  est  grand  par  rapport  an»  et  p  par 
rapport  à  (j,  plus  la  valeur  de  ^  appiocke  de  Tunité  j  et 
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eonséquemment^  plus  Tespérance  du  premier  joaeur  approche 
de  la  certitude. 

Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir,  servent  à 
résoudre  non-seulement  la  question  proposée ,  mais  encore  le« 
deux  suivantes. 

Problème  XII.  i*.  Quelles  doivent  être  les  adresses  respect 
tii/es  de  deux  joueurs,  pour  quen  leur  distribuant  un  nombre 
donné  de  jetons  d^une  manière  déterminée ,  leurs  espérances 
respectives  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés? 

Problème  XŒ.  a?.  Les  adresses  respectives  de  deux  joueurs 
étant  connues  ,  de  quelle  manière  faut-il  répartir  entreux 
un  nombre  donné  de  jetons  ^  pour  que  leurs  espérances  res- 
pectives soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés? 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  de  chacune  de  ces  deux 
questions. 

1°.  On  donne  4  jetons  à  A  et  a  à'B;  quelles  doivent  être 
les  adresses  respectives  de  A  et  B^  pour  que  l'espérance  de 
A  soit  à  celle  de  B  dans  le  rapport  de  85o  à  81  ? 

Faisons  Xp  =  X,  ^f  =  Y  :  on  aura  donc 

x:Y::85o:8i,     d'où     x:  i  ::85o:85o  +  8ij 

à  cause  de  X-4-  Y  =:  1 ,  et  conséquemment  X=  -^  :  on  a 

de  plus 

P  =  4>      ?  =  »!      P  +  <7  =  6; 

donc 

^ my(fnf— nQ m*(ni^—  n^) m*(m*-f'i»'}   ^ 

—  'ÇnP^  —  np-^—      m^—n^      ~  mH- ««m* + «♦  * 

chassant  les  dénominateurs  ^  transposant  j  réduisant  et  iàél^JA 
par  n^,  on  obtient 


«•(=)'+«■  (=)-«°=» 


cette  équation  résolue  donne 

—  8i±53i 


®= 


16a 
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rejetant   la   racine    négative   qui  rendrait  —  imaginaire»  on 
trouve 

\nj        S  n        3  * 

donc  Tadresse  de  A  doit  être  à  celle  de  B  dans  le  rapport 
de  5  à  3. 

flo.  L'adresse  de  A  étant  à  celle  de  B  dans  le  rapport  de 
3  à  a  y  de  quelle  manière  faut-il  répartir  5  jetons  »  pour  que 
leurs  espérances  soit  dans  le  rapport  de  1 35  à  76  ? 

On  a 

X:y::i35  176,    tfoù    x  =  ;jg^; 

ms=:3,    it  =  9^    p-f-^c=5,      d'où      ç  =  5  —  p  ; 
donc 

i35_  m^jm^'^nP)  _  3^p(ffl— fly)_  S»— g^xS^^^ 
an        mH^— n*^  3*^  a*       ""  an  * 

on  tire  de  là 

i35  =  a43-a43(|y. 


(0'=^G)'' 


d'où 

donc 

p  =  a  ,      <7  =  3: 

il  faut  donc  donner  a  jetons  à  A  et  3  à  B. 


Problème  XIV.  Soient  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses 
respectives  sont  met  n,  et  dont  le  premier  ait  p  jetons  et  le  s^ 
cond  q  jetons  ;  supposons  qu*à  chaque  coup  celui  qui  perd  donne 
un  jeton  à  son  adversaire ,  et  que  la  partie  nejlnisse  que  lorsque 
tun  des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetons  :  on  demande  la  pro^ 
bghilité  que  tun  des  joueurs  ^  A,  par  exemple ,  gagnera  lapartie 
avant  ou  au  r*"*  cot^  ? 
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M.  Laplate  résout  ce  problème  qui  a  qaelqa*aiiàlogie  aiM 
le  précédent^  par  le  procédé  suivant  qui  est  en  quelque  «orti 
jnécanique. 

Supposons  q  égal  on  moindre  que  p,  et  considérons  le  dé- 
veloppement du  binôme  (  m  +  n  )*  :  le  premier  terme  m*  de  ce 
développement,  sera  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au 
coup  (/(m*  Prin.)  ;  on  retranchera  ce  terme  du  développement, 
et  Ton  en  retrancbera  pareillement  le  dernier  terme  n^,  si  </=p^, 
parce  qu'alors  n^  exprime  la  probabilité  de  B  pour  gagner  la 
partie  au  coup  17.  Ensuite  on  multipliera  le  reste  par  m  +  n: 
le  premier  terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  m^n  ;  et  comme 
Texpos^t  17  de  m  ne  surpasse  que  de  </  <—  1  l'exposant  de  n , 
il  en  résulte  que  la  partie  ne  peut  pas  être  gagnée  au  coup 
ç-4"  ^  P^^  '^  joueur  A,  ce  qui  est  visible,  d'ailleurs;  car  B 
ayant  gagné  un  jeton  dans  les  q  premiers  coups,  et  se  trouvant 
conséquemment  avoir,  au  moins ,  deux  jetons  après  q  coups, 
le  joueur  A  ne  peut  gagner  la  partie  qu'en  q  +  a  coups.  Mais 
slp=^-f-i>  anquel  cas  on  n'a  pas  dû  précédemment ,  retran- 
cher le  dernier  terme  n*  du  développement ,  on  retranchera  di 
produit  son  dernier  terme  n*"*"*  qui  exprime  la  probaUfité  du 
joueur  B  pour  ga^er  la  partie  au  coup  9  -|-  !•  On  multi- 
pliera de  nouvea!u  ce  second  reste  par  m-4~^;  le  premier 
terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  mf^^n  ;  et  comme  Tcx- 
posant  de  m  7  surpasse  de  q  cehii  de  n ,  ce  terme  exprimera  la 
probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  q  '{-a  :  oa 
retranchera  ce  premier  terme  et  le  dernier ,  si  l'exposant  de  n 
y  surpasse  de  p  celui  de  m.  On  multipliera  de  nouveau  ce 
troisième  reste  par  m^n ,  et  l'on  continuera  ces  multiplications 
jusqu'au  nombre  de  fois  r —  q ,  en  retranchant  à  chaque  mul- 
tiplication ,  le  premier  terme ,  si  l'exposant  de  m  y  surpasse  de 
q  celui  de  n ,  et  le  dernier  terme ,  si  l'exposant  de  n  y  surpasse 
de  p  celui  de  m.  Cela  posé ,  la  somme  des  premiers  termes 
ainsi  retranchés  ,  sera  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie 
avant  ou  au  coup  r,  et  la  somme  des  dernien  termes  sera  la 
probabilité  semblable  relative  au  joueur  B. 

Problème  XV.    Une  personne  essaie  de  faire  une  chose  , 
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par  exèmpk ,  if  amener  un  six  avec  un  dé ,  ou  un  sonnez 
avec  deux  dés  y  ou  carte  blanche  au  piquet,  etc.  ;  cependant 
si  elle  ne  réussit  p€is  au  premier  coup  ,  elle  a  la  faculté  dUen 
faire  un  second,  un  troisième,  un  quatrième ,  etc.  :  on  demande 
en  combien  de  coupa  elle  peut  parier  à  but  défaire  la  chose? 

Si  Ton  exprittié  par  x  l'espérance  de  Pierre ,  lotsqu*ayant 
manqué  à  gagner  du  premier  coup ,  il  Va  jouer  son  'second 
coup  ;  par  y  son  espérance ,  Iorsqu*ayant  manqué  ]e  second 
coup ,  il  va  jouer  le  troisième ,  etc. ,  et  que  Ton  désigne  par 
p  le  nombre  des  cas  fayorables  â  Pierre ,  et  par  'q  le  nombre 
des  cas  contraires ,  et  que  Toti  fesse  p  -f-  ^  =  m  :  la  probabi- 
lité en  faveur  de   Pierre ,  sera  ^  ^  et  la  probabilité  contre 

sera  •^.  Soit  S  Tespérance  de  Pierre  en  commençant  la  pre- 
mière partie  :  il  est  clair  que  la  probabilité  de  la  perdis  ou 
de  feîre  un  second  coup ,  sera  — ,  et  que  son  droit  à  l'es- 
pérance X  de  gagn^  la  seconde  partie ,  sera  -^  x  :  on  aura 
donc  (Vm«PrÎBc.) 


S 

m 

+ 

Ix: 
m 

9n 

trouvera 

de 

a^e 

% 

X 

m 

+ 

iy 

y 

m 
etc. 

+ 

i'^ 

et  conséquemment , 

m       m^        m^  '    m* 
On  conclura  donc  que  Pierre  peat  parier ,  but  à  bbt^  de 
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faire  la  chose    en  autant  de  coups  qu'il  faut  ebployer  âe 

termes  de  cette  suite  pour  avoir  S  =  ^* 

La  somme  de  cette  suite  infinie  est  toujours  égale  à  Tunité  ; 
car  s'il  y  a  quelque  possibilité  que  Pierre  gagne  au  premier 
coup ,  il  y  a  certitude  qu'il  gagnera  après  un  nombre  infini 
de  coups.  Cette  certitude  est  représentée  par  l'unité  ^  et  en 
effets  la  suite  précédente  est  le  développement  de  la  firactioB 

— 2 — ^  qui,  pour  la  valeur  m=p4-7>  devient  l'unité. 

Maintenant  si  l'on  veut  trouver  en  combien  de  coups  on 
peut  parier  à  but  de  faire  une  chose  ^  sous  des  valeurs  don- 
nées pour  p  et  i; ,  il  faudra  sommer  un  nombre  n  des  premien 
termes  de  cette  série  ^  poser  cette  somme  =  j- ,  et  déduire  de 
là  la  valeur  de  n. 

On  peut ,  par  exemple ,  rechercher  ,i^.  en  combien  de  coups 
on  peut  parier  d'amener  six  avec  un  dé ,  auquel  cas ,  on  aura 
m=  6  ,  9 =5 ,  p  =  1  ;  a^.  en  combien  de  coups  on  peut  parier 
d'amener  sonnez  avec  deux  dés ,  ce  qui  donne  771=  36  ^  <}  =  35  > 

p=i.  Ainsi  la  probabilité  de  cet  événement  est  =^  au  premier 

i    ,      35  ,  1    ,      35     ,     35,35 

^^"P-'  36+30?^^^^"^^^""'^P'36  +  30ë  +  3-6:36^ 
etc.  au  troisième  coup  ,  etc.  Ces  différentes  sommes  de  pro- 
babilités ne  peuvent  jamais  devenir  égales  à  l'unité  ,  mais  elles 
en  approchent  de  plus  en  plus  ,  de  manière  à  n'en  différer  que 
d'une  quantité  moindre  que  toute  fraction  donnée.  Un  homme 
est  donc  moralement  certain  d'amener  un  certain  coup  en 
jouant  toute  sa  vie  au  trictrac  ,  certitude  morale  *qu'il  ne 
faut  cependant  pas  confondre  avec  la  certitude  absolue  qni 
résulterait  d'une  démonstration  rigoureuse  >  distinction  essen- 
tielle et  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue.  3^.  D'amener  cartes 
blanches  au  piquet ,  cas  pour  lequel  on  a 

m  =  578966 ,      q  =  578633  ,      p  =  323  ; 
car  on  trouvera  aisément  que  siu:  le  nombre  225793840  qui 
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exprime  en  combien  de  manières  on  peut  prendra  12  cartes 
«nr  3a ,  il  y  en  a  125970  de  tirer  la  cartes  blanches  ,  ce  qui 
donne  pour  probabilité  d'amener  la  cartes  blanches  au  piquet 

— 'f  Q/"  =  g  o  rr>>  ensorte  qu'il  y  aurait  de  Tayantage  à 
2a579a84o      078956  1       ^  0 

parier  1  contre  179a,  et  du  désavantage  à  parier  1  contre  1791. 

Problème  XYI.  Pierre,  Paul  g  Jacques  et  Jean  jouent  avec  > 
un  dé,  à  qui  amènera  le  plus  tôt  un  as  ;  comme  ils  jouent  dans ^ 
tordre  oà  ils  sont  nommés ,  savoir,  Pierre  le  premier ,  Paul  U 
second ,  et  ainsi  de  suite ,  et  que  les  premiers  auraient  d« 
r  avantage  ,  si  chaque  joueur  jouait  un  égal  nombre  de  coups; 
on- demande  combien  les  derniers  en  doivent  jouer  de  plus  qus 
les  premiers ,  pour  compenser  F  avantage  de  la  priorité  ? 

Soient  n  le  nombre  de  coups  que  Pierre  doit  jouer  ^  p  !• 
nombre  des  cas  favorables ,  q  le  nombre  des  cas  contraires  : 
soient  X»  y^  z,  etc.  le  nombre  de  coups  que  doit  jouer  chacun 
des  autres  joueurs. 

Dans  le  cas  d*im  de  ,  on  a  p=  1 ,  9=5.  La  probabilité 

de  Pierre  pour  gagner  au  premier  coup ,  sera  g;  pour  gagner 

1       5  5* 

au  second  coup ,  elle  sera  (  Probl.  XV  )>  "g  +  g:=  1  "^g;» 

pour  gagner  au  troisième  coup ,  elle  sera 

1       5       5*      1      5/1       5\      1      5/       5*\  5* 

Ensorte  que  tl  étant  le  nombre  de  coups  que  iPierre  doit  jouer, 

5* 
la  probabilité  de  gagàer  sera  1  —  ^* 

Cherchons  le  sort  du  second  joueur.   Pierre  n'ayant ,  par  « 
exemple ,  qu'un  coup  à  jouer,  auquel  cas  i»=] ,  la  probabilité 

5 
en  faveur  de  Paul,  est  -x  ;  et  comme  d'ailleurs  Paul  doit  jouer 

5* 
X  coups  qui  lui  donnent  la  probabilité  »  —  "5:^,  d'après  ce 

qu'on  a  vu  plus  haut,  la  probabilité  cherchée  serà^le  produit 
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des  deux,  c*est-à-çlîre,  g  —  -n^^jf:;-»  Lorsque  Pierre  joue  deux 

coups  i  ou  pour  n=:fl|  la  probabilité  en  faveur  de  Paul ,  après 

"un  coup ,  étant  la  précédente ,  après  le  second  coup  elle  en 

5      ♦      .    .       5*       5*^ 
sera  les  g,  ç*est-ià-dire ,  -^ —  gj^ ,  et  après  n  coups,  elle 

deviendra  g^  — g^qp^.  Egalant  les  probabilités  de  Pierre  et  de 
Paul ,  on  aura  cette  équation 


d^6ù  Ton  tire  facilement  la  valeur  de  x,  en  prenant  les  lo- 
garithmes de  part  et  d'autre. 
'  Pour  avoir  la  valeur  de  j^,  il  n'y  a  qu'à  substituer  dam 

l'expression  g;  —  gi:^;^}  pour  n  la  somme  des  coups  de  Pierre 

et  de  Paul,  c'est-à-dire,  n  plus  la  valeur  de  x  déduite  de  la 

précédente  équation ,  reiiiplacer  x  par  y  et  égaler  le  résultat  à 

5* 
1  «—  g^.  On  trouverait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  z,  u,  etc. 

ProUème  XYIL  Etant  donné  un  nombre  quelconque  de  jetons 
nyant  chacun  deux  faces ,  F  une  blanche  et  t  autre  noire  ; 
on  propose  de  trouver  toutes  les  combinaisons  de  faces  blanches 
et  noires  qu*on  peut  amener  en  les  jetant  au  hasard? 

Pour  simplifier  ,  supposons  quatre  jetons  qui  porteront  con- 
séquemment  quatre  faces  blanches  et  quatre  faces  noires  :  il 
est  clair  que  la  question  revient  à  compter  les  produits  diffé« 
rens  un  à  un  ,  deux  à  deux,  trois  à  trois ,  quatre  à  quatre 
qu'on  peut  faire  avec  quatre  choses.  Si  donc  on  dé^tigne  la  face 
blanche  par  a,  et  la  face  noire  par  6,  et  qu'on  face  le  dévelop- 
pement de  (a+  &}S  ce  qui  donne 

(a  -h  *)^  =  «♦  +  ^^h  -f-  6a*i»  +  4a6^4-  M  ; 
on  conclura  ,  i".  de  chacun  des  termes  a*  et  M,  qu*il  n'y  a 
qu'une  maniàre  d'amener  quatre  faces  blanches,-  et  qu'une 
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manière  d*amener  quatre  face«  noire»  -,  a\  du  terme  4a^b,  qu'il 
y  a  quatre  manières  d'amener  trois  faces  blanches  et  un« 
•noire;  3^  du  terme  4alP,  qu'il  y  a  aussi  quatre  manières 
d'amener  une  face  blanche  et  trois  noires  ;  4°.  enfin  du  terme 
6a*6%  qu'il  y  a  six  manières  d'amener  deux  faces  blanches 
fBt  delix  noires. 

En  partant  de  cette  propriété  que  les  coefficîens  numériques 
des  termes  équidistans  des  extrêmes  dans  le  développement  dé 
(x+a)«  sont  les  mêmes,  on  conclut  i»  que  le  nombre  des  pro- 
duits différens  de  m  lettres  deux  à  deux,  est  le  même  que  celui 
des  produits  différens  de  m  lettres  m  — a  à  m  — 2  ;  a»  que 
le  nombre  des  produits  m  de  lettres  trois  à  trois  est  le  même 
que  celui  du  même  nombre  de  lettres  m— 3  â  m-i-J,  et 
ainsi  de  suite  ;^  ensorte  que  le  nombre  des  faces  blanche^  ou 
noires  étant  m'  et  les  premières  pouvant  être  amenées  deux  à 

deux  de  ""  ^^^^^  manières  différentes,  les  faces  restantes  en 

nombre  m  — 2  pourront  être  amenéies  toutes  ensemble  d'autant 
de  manières ,  et  on  en  dira  autant  de  pareil  nombre  de  faces 
noires  qui  doivent  être  combinées  avec  les  m  faces  blanches 
deux  à  deux.  D'après  cela  b  désignant  une  face  noire  et  a  une 
face  blanche,  si  on  développe ( a+ 6 )« et  qu'on  oixlonne  sui- 
vant i,  les  coeflSciens  numériques 

m(m— 1)    m(m--i)(m— a) 
'  a        *  ""  âT3"  *^®•'- 

indiqueront  en  combien  de  manières  on  peut  amener  une,  deux 
Irois ,  etc.  faces  noires  sur  m,  et  en  même  tems  en  combien  de 
manières  on  peut  amener  m— 1,  m— a,  m  — 3  etc.  faces 
blanches  sur  m  :  on  observera  encore  que  les  nombres  deface^ 
blanches  amenées  sont  les  exposans  de  a,  et  ceux  des  faces 
noires  les  exposans  de  b. 

Problème  XVIU.  i».  Ayant  n  dés  dont  chacun  ait  ^  faces 
marquées  d'un  zéro  ,  b  faces  marquées  d'une  unité  positive  , 
et  h  faces  marquées  dune  unité  négative ,  trouver  la^robabilité 
quil  y  a  d: amener  zéro  points ,  en  jetant  tous  ces  dés  au 
hasard  ?  a*».  Ayant  n  dés  dont  chacun  ait  sl  faces  marquées 
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z^ro ,  b  faces  marquées  +  i ,  et  b  faces  marquées  —  i ,  oit 
demande  la  probabilité  Ramener  -f>/M  bu  — /u  points  ,  en 
projetant  ces  dés  ? 

Ce  problème  est  une  généralité  du  précédent,  i*.  On  dési-* 
gnera  par  x*^.  la  face  portant  le  numéro  o ,  par  a;'  la  face 
portant  le  numéro  +  ^  >  «t  par  a:~'  la  face  portant  le  numéro 
—  1.  Or  on  sait  par' la  théorie  des  combinaisons,  que  si  on 
élève  le  trinôme  ex*' +  6x*  +  ix""*  à  la  puissance  n,  le 
coefGcient  du  terme  absolu,  c*est-à-<lire,  delà  puissance  o  de 
X,  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  mar< 
qués  par  tous  les  dés ,  sera  égale  à  zéro  ;  mais  au  lieu  du 
trinôme  précédent  élevé  à  la  puissance  n ,  on  peut  prendre 
fa -f-i  (x»«+' x"*)]*.  Donc  en  nonunant  A  le  coefficient 

de  X,  on  aura  pour  la  probabilité  cherchée ,  r — ; — rr- ,  ei 

[a  -f-  Qo)* 

obsjervant  que  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles,  est(a+  ab)\ 
Tout  se  réduit  donc  à  trouver  le  coefficient  A  qu'on  peut  obte- 
nir de  deux  manières  différentes  : 

1"  manière.  Si  on  développe  la  puissance  Ca+&(x'+x^03** 
on  aura 

a«  +  na*-'b  (x»+  x"')  +  îîi!^  a^^b*  (^t^  x-y+  etc.  : 

or  il  est  facile  de  voir  que  les  puissances  impaires  du  binomt 
x*  +  ^^*  °c  renferment  aucun  tçrme  sans  x,  et  que,  dans 
les  puissances  paires  ,  il  y  a  toujours  un  terme  sans  x  qui  eit 
celui  du  milieu ,  terme  dans  lequel  les  exposans  de  x'  et  x""' 
sont  les  mêmes.  Ainsi  le  terme  sans  x  de  (x*4-x~')*  sent  2, 

de.ix'+x-'Y  seva^,  de  (x'+x-»)«  sera^:^,  «t 

* '^  l .2,3 

ainsi  de  suite.  Donc^  on  aura  »  en  général , 

A=a-+H .  ^lSn^=}l A.-t-4-5  »(«-0(«~aX»-5) 

la  '  i.a  i.fl.3.4 

.  6-5-4    n  (n— 1)  (n— a). . . .  .(«—5)   ,^,.  . 
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c'eat-à-dire  ; 

(  V  ^  1.2.1. a 

n  (71^0(11-2) (i>-5)  . 

^  i.a.3.1.2.3  ""     o+etc. 

a*  manière.  Il  est  visible  que  le  trinôme  a'{'b{x^  +  ar^) 
peut  se  décomposer  en  ces  deux'  binômes  m  +  Cr*,  «  +  Cx"^, 
ce  qui  donne  ^  par  la  comparaison  des  termes, 

d*où  Ton  tire , 

et  de  là ,  

•~  a  ' 

-  _  t/a  +  a^+  y/g— a& 

on  aura  donc 

=  (••  +  n-»-'Cx+ ii^î^  •--C^x»+ etc.) 

d'où  il  est  facile  de  c(»iclure  qu'on  aura 

A  =  -»  +  (n.-'ffy+  (»(«-^0f-^^ 

a*.  Pour  résoudre  la  seconde  question ,  il  n'y  aura  qu*à 
é\  ever  le  trinôme  a  +  ^  i^^  +  ^'î^*  )  à  la  puissance  n ,  et  le 
coefiieient  jde  a?^  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  d» 
tous  les  points  sera  fé,  de  même  que  celui  de  x~^  dénotera 
le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  sera  — /m.  Ainsi 
la  somn^  de  <C68  deux  coeffîciens^  divisée  par  {a+oiy  qui 
est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles ,  donnet^  la  probabilité 


j^ 
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cherchée.  Or  on  a         ' 

t  c  4- 6  (x' +  ar' )3»  =  c»  +  i»o"-i  (  X' +  ae-' ) 
+ "^"~')  a"— 6* (x*  +  X-' )»  +  etc.  ; 
et  de  plus , 

(x'+r-O*  =  X*  +  X-»  +  a , 
(x'+x--)^  =  x^  +  x-î  +  3  (x'+x-O  » 

(x'+x-y  =  x<  +  x-^  +  4  (f  *+*-l + ^  , 

(x'+x-)*  =  X»  +  x-«  +  5  (x^+x-^  +  ^  (x'+x-'). 

et ,  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  suppose 

la+b (x'+x^') J"  =  A  +  B  (x'+x—)  +  C  (x*4ar«) 
4-D(x3-i-x-^+etc., 
on  aura 

'  1         S  1.2  a. 5. 4 

e^    n(n— p....   (i»-6)    ^^g  . 

+  7X3-  a.3.4.5.6  °     0+etc.. 

B=«a-i  +  5    n(.-0(n-a)  ^^^ 
V  1  a. 3 

M    w(n— i)(ii— a)(/t— 3)(»>-4)       „^ 
■•"i.a'  a,3.4.5 

^7:6^    »(«-») 0^-6)  „^ft,.^  ^^ . 

i.a.o  a. 3 .....7 

fi  I  a. 3. 4 

e.5  » («— 0 («-5)^^^. 

1.3*        a. 3 ,6 

'      ^^4:7 .  »(>^0-  •;  •(f^-^^.^&t^  etc. . 

1 .â.5  1 .a. .. ^ . . .0 

et  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  désigne  par  M  le  terme  àe  la 
série  A  /B4  C  ,  etc.  dont  le  c[iumti^me  sera  ^4*  >  »  il  «^ 
facile  de  Yoir  qa*on  aur^ 
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j^_7l(n  — 1) (»-^+i)^n-^^M 

i.a ..^ 

,  Çjfa    »  (w  —  i). . .(«— /«— i)  ^n-«-a^»+a 

"^     1      •      i.a (m  +  ») 

.  (/»-f4)(^*+3)    n  (»— 0 ■ . .  .(n— )w— 5)  .n-^B^u.^^ 
^  i.a  •        i.a (m+4) 

+  €tC. 

Or  ce  ttrme  M  est  le  coefficient  de  x^et  de  x"^  ^  de  sorte 
qu'on  Âora  -z —       ,^^   pour  Texpresaîon  de   la  probabilité 

cherchée. 

A  l'efFet  de  faciliter  le  calcul  des  quantités  A ,  B  >  C,  etc. , 
on  a  cherché  à  faire  dépendre  ces  ooefficiena  les  uns  des  autres  ». 

et  en  posant. t^^K»  on  trouve 

r  —  ytA-T-KB 

_  (it~i)B  — aKC 

^  —        infz       > 

etc. 

Ainsi,  connaûssant  les  deux  premiers  termes  A  et  iB^^  en  cjJcu^ 
lera  facilement  les  autres. 

Pour  a  =  &  ,  on  a  K:=  i ,  et  faisant  successivement  n= i  ». 
c=  a ,  =  5  ,  etc. ,  on  trouvera 

(  n         A         B        C       P       E     F      G 

1  I  1  G  O  OOO 

a         3  aiQQOo 

3  7         6       3        1        OOO 

4  19        16      10       4        100 

5  5i        45      3o      i5        5      1^      o 

6  141      laS      go      5o     i»i      6      i*^ 
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La  solution  de  cette  question  à  laquelle  on  ramène  la  snî* 
vante ,  est  due  au  célèbre  Lagrange ,  qui  Ta  donnée  dans  im 
Mémoire  inséré  dans  les  Mélanges  de  la  Société  Royale  de 
Turin  pour  les  années  1770 — 1773,  ayant  pour  titre: 
De  tutilité  de  la  méthode  de  prefidre  le  milieu  entre  Us 
résultats  'de  plusieurs  observations ,  etc.  On  ne  sera  peut4tre 
pas  fâché  de  trouver  ici  l'introduction  à  ce  beau  Mémoire , 
l'un  des  premiers  travaux  de  ce  grand  géomètre. 

Lorsqu'on  a  plusieurs  observations  d'un  même  phénomène 
dont  les  résultats  ne  sont  pas  tout  à  fait  d*accord ,  on  est  certain 
que  ces  observations  sont  toutes ,  ou  au  moins  en  partie ,  peu 
exactes  ,  de  quelque  source  que  Terreur  puisse  provenir  :  alon 
on  a  coutume  de  prendre  le  milieu  entre  tous  les  résultats» 
«parce  que  de  cette  manière ,  les  diflPérentes  erreurs  se  répar* 
tissant  également  dans  toutes  le»  observations  ,  Tireur  qm 
peut  se  trouver  dans  le  résultat  moyen,  devient  aussi  moyenne 
entre  toutes  les  erreurs.  Or  quoique  tout  le  monde  reconnaisse 
Vutilité  dé  cette  pratique',  pour  diminuer  autant  qu'il  e^  pos« 
sible  l'incertitude  qui  naît  de  l'imperfection  des  instromens , 
et  des  erreurs  inévitables  des  observations ,  il  est  cependant 
livantageux  d'examiner  et  d'apprécier,  par  le  calcul,  les  ayao* 
tages  qu'on  peut  espérer  de  ^-étirer  d'une  semblable  métbode. 
Je  commencerai  par  supposer  que  les  erreurs  qui  peuvent  se 
glisser  dans  chacpié  observation  soient  données  ,  et  qu'on  coii<- 
naisse  aussi  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  ces  errenn , 
c'est-à-dire ,  la  facilité  de  chaque  erreur  :  je  supposer^  ensuite 
que  l'on  connaisse  seulement  les  limites  entre  lesquelles  tonta 
les  eireurs  possibles  doivent  être  renfermées  .  avec  la  loi  de 
leur  facilité  >  et  je  cherchemi  dans  l'une  et  dans  l'autre  de  ca 
hypothèses  ,  quelle  est  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat 
moyen  soit  nulle ,  ou  égale  à  une  quantité  donnée ,  ou  sea- 
lement  comprise  entre  des  limites  données.  Je  ferai  voir,  en 
même  temps ,  comment  on  peut  déterminer ,  à  posteriori ,  la 
loi  même  de  la  facilité  des  erreurs ,  et  quelle  est  la  probabib'té 
que ,  dans  cette  détermination ,  on  ne  se  trompera  pas  d'une 
quantité  donnée.  D'où  je  déduirai  des  règles  assez  simples 
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pour  la  correction  des  înstrumeDs,  par  des  yériEcatlons  réitérées. 
La  difficulté  consiste  ici ,  comme  dans  toutes  les  questions 
de  probabilité ,  dans  Ténuméràtion  des  cas  favorables  et  possibles 
dont  le  quotient  est  la  probabilité. 

Nous  passerons  à  la  solution  du  premier  problème ,  en  sup- 
primant même  les  remarques  et  le  scholie  qui  nous  mèneraient 
trop  loin. 

Problème  XIX.  On  suppose  que  dans  chaque  observation , 
on  peut  se  tromper  d^une  unité  tant  en  plus  qu'en  moins;  mais 
0fue  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  un  résultat  exact , 
est  au  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  une  erreur  dune 
unité  y  comme  a  :  ab  ;  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
d avoir  un  résultat  exact ,  en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats 
particuliers  dun  nombre  n d'observations? 

Puisqu'il  y  a  a  cas  qui  donnent  zéro  d'erreur  ^  et  s&  cas  qui 
donnent 4"  1  et—  1 ,  c'est-à-dire,  b  cas  qui  donnent  -+-i ,  et  b 
cas  qui  donnent  —  1  d'erreur ,  il  est  clair  par  les  règles  ordi- 
naire» des  probabilités  0*'P™*)»  fP®  '^  probabilité  que  l'erreur 
soit  nulle  dans  chaque  observation  particulière,  sera  exprimée  par 

r.  Voyons  quelle   est   la  probabilité  que  Terreur  soit 

encore  nulle ,  eu  prenant  le  milieu  entre  n  observations.  Il  est 
facile  de  voir  que  cette  question  se  réduit  à  ceile-ci  résolue  pr^ 
cédemment:  ayant  n  dés  dont  chacun  ait  a  faces  marquées  d'un 
zéro  ,  b  faces  marquées  d'une  unité  positive  et  b  faces  marquées 
d'une  unité  iiégatlve ,  ensorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit 
a-f-ai,  trouver  la  probabilité  d'amener  zéro,  en  jetant  tous 
ces  dés  au  hasard/  On  a  vu  que  la  probabilité  cherchée  est 

t      \         /^  a. a 

+  B  («-0  («-a)  («-3)  (»-4)  ("-5)  a'zflfi+^c. 
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Soit  a  =  6,  ce  qui  revient  i  supposer  qu'il  7  ait  un  nombt 
égal  de  cas  qui  donnent  o ,  ou  +  1  ,  ou  —  i  d'enrwr  :  li 
probabilité  d*ayoir  un  résultat  exact  dan^  chaque  obionratioa 
particulière ,  sera  j ,  et  celle  d'avoir  un  résultat  exact,  en  pre- 
nant le  terme  moyen  entre  les  résultats  de  n  observatioiis ,  ser^» 
suivant  1^  première  formule  et  après  avoir  divisé  par  a"  le  lâst 

A 


et  le  bas  de  la  fraction 


(a +  26)"* 


,  +  nin^,^  +  ''^^'^^n^y^^ 


a. a 


3- 


Donc  en  faisant  successivement  /*=a ,  ssa,  :s:3,  etd  wW 


pour 


n  ==  1 
rt  =r  a 


n±=Z 
\  probabilité 


n 


n 


s 


»  =  6 
etc. 


I 

=  3 

I 

"3 

37 

=^ 

-il 
'  343 

-iii 
■729 

etc. 


On  voit  par  cette  table  que  la  probabilité  que  rerrear  soit 
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nulle  9  diminue  à  mesure  que  Ton  prend  un  plus  grand  nombre 

d^observations. 

Soit  maintenant  a  =  a&  ^  ensorte  que  le  nombre  des  cas  qui 

donnent  un  résultat  exact,  soit  égal  au  nombre  de  ceux  qui 

peuvent  donner  une  erreur  de  + 1  et  •—  i  :  dans  ce  cas  >   il 

vaudra  mieux  se  servir  de  la  seconde  formule  ;  car  on  aura 

« = ^6,  ff  =  j/ J,  d*où  C=  «,  de  sorte  qu'à  cause  de  a + a^ = 4*» 

-  A 

on  aura ,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  ^         , 

par  i", 

^      -,    •  .  .       . 

pour  la  probabilité  que  Terreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu 
entre  n  observations.  Donc  en  faisant  successivement /i  =  i  ^ 
=3,  =3,  etc. ^  on  aura 


Il  =  1 


»  =  2 
Pî^"^  ^  n  =  5  ^  probabilité 


etc. 


I 
a 

_3_ 
8 

ia8 
etc. 


Soit  6  =  aa,  de  manière  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent 
donner  une  erreur  d  une  unité  tant  en  plus  qu*ea  moins ,  soit 
double  de  celui  où  on  aurait  un  résultat  exact.  On  aura  po'ur 
la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle,  en  prenant  le  milieu  entre 
un  nombre  n  d'observations  , 

i+4n(/i-0+ —^ h 537^^3 
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Donc  faisant  succeasivement  n=i  ^=:a>r=r3y  ete.|OBann 

probabilité  <  __    > 

^       etc. 

Problème  XX.  Un  joueur  jouant  successivement  contre  tm 
ceux  qui  se  présentent ,  estimer  la  probabilité  de  sa  ruine  » 
après  un  nombre  quelconque  de  parties^  " 

L'expérience  prouve  sans  réplique ,  que  la  passion  da  jeu 
conduit  ceux  qui  s'y  livrent  à  une  ruine  inévitable;  mais 
cette  triste  vérité  est  perdue  pour  les  joueurs ,  parce  <pw 
s'accoutument  à  ne  voir  que  l'eflpet  du  hasard  dans  les  éyéne- 
inens  du  jeu,  qui  feraient  peut-être  plus  d'impression snrlmr 
esprit  ,  si  on  leur  démontrait  qu'ils  doivent  les  considfeef 
comme  une  suite  nécessaire  de  la  combinaison  des  chances.  Tel 
fut  sans  doute  le  motif  qui  engagea  l'illustre  Buffon  à  exaim- 
ner  cette  question  sous  un  point  de  vue  purement  mathématiqn«i 
dans  son  Essai  à!  Arithmétique  morale  :  on  trouve  dans  cet 
ouvrage  des  idées  qui  auraient  dû  conduire  l'auteur  aux  mu 
principes  de  la  théorie  générale  du  jeu  ,  qu'on  ne  doit  pas  cob* 
fondre  avec  la  théorie  des  différens  jeux  considérés  chacun  eo 
particulier ,  laquelle  a  été  l'objet  des  recherches  de  plusienrt 
géomètres  et  particulièrement  de  Montmort. 

Avant  d'entrer  en  matière,  M.  Ampère  fait  connaître  lespnfl- 
cipaux  résultats  auxquels  il  a  été  conduit  «  et  dont  la  itmoo»' 
tration  est  l'objet  de  son  Mémoire. 
*  1®.  En  écartant  les  considérations  morales  qui  fenttarierU 
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valeur  de  Targent  suivant  les  circonstances  où  se  trouvent  les 
joueurs ,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun  désavantage  à  jouer  à  jeu 
égal  contre  un  adversaire  également  riche  ^  puisque  rou  ne 
peut  perdre  que  l'autre  ne  gagne  ,  et  que  tout  est  égal  de 
part  et  d*autre  ;  a'',  la  même  chose  peut  se  dire  de  deux  joueurs 
de  fortunes  inégales ,  s'ils  sont  décidés  à  ne  faire  qu  un  nombre 
déterminé  de  parties  ,  et  assez  petit  pour  que  l'un  ^i  l'autre  ne 
puisse  perdre  tout  ce  qu'il  possède  ;  3°.  il  n'eu  est  plus  ainsi 
lorsqu'il  s'agit  d'un  nombre  indéfini  de  parties  \  la  possibilité 
de  faire  face  plus  long-temps  au  jeu ,  donnant  au  plus  riche 
des  deux  joueurs  ,  un  avantage  qui  croit  en  raison  de  l'excès  de 
sa  fortune  sur  celle  de  son  adversaire  ;  4^.  cet  avantage  devien- 
drait infini ,  si  l'une  des  fortunes  pouvait  l'être  ;  car  alors  la 
ruine  du  moins  riche  des  joueurs  serait  certaine  :  d'où  l'on  doit 
conclure  que  c'est  s'exposer  à  une  ruine  inévitable ,  que  de 
jouer  contre  tous  ceux  qui  se  présentent  :  on  peut^  en  effet , 
assimiler  ce  nombre  indéfini  de  joueurs  à  im  seul  dont  la  fortune 
est  indéfinie. 

En  représentant ,  comme  on  le  fait  ordinairement ,  par  l'unité 
la  certitude  absolue ,  par  exemple ,  celle  qui  résulte  d'une  dé- 
monstration rigoureuse ,  on  pourra  regarder  comme  une  certi- 
tude morale  toute  fraction  variable  qui ,  sans  deyenir  jamais 
égale  à  l'unité  «  en  approche  continuellement^  et  de  manière  à 
en  différer  d'aussi  peu  qu'on  voudra  (  Probl.  XV), 

Toutes  les  fois  que  rien  ne  borne  le  nombre  des  coups  qui 
doivent  amener  un  événement ,  la  probabilité  de  cet  événement 
augmente  avec  les  coups  :  mais  il  faut  distinguer  le  cas  où  cette 
augmentation  tend  vers  une  limite  déterminée,  de  celui  que  nous 
venons  de  faire  remarquer ,  où  elle  n'a  d'autre  limite  que  la 
certitude.  Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons 
deux  joueurs  également  riches  jouant  à  jeu  égal,  jusqu'à  ce 
que  l'un  d'eux  soit  ruiné  :  il  est  aisé  de  voir  que  rien  alors  ne 
détermine  le  nombre  des  parties  que  feront  les  deux  joueurs  , 
et  que  la  probabilité  que  l'un  d'eux  se  ruinera ,  augmente  avvc 


Digitized  by 


Google 


^a2  ANALYSE 

le  nombre  des  parties  ^  sans  pouvoir  cependant  jamais  surpasser 
la  limite  l ,  puisque  la  probabilité  de  se  ruiner ,  étant  la  même 
pour  chacun  d'eux  ^  n*est  plus  que  la  moitié  de  la  certitude. 
Quant  à  celui  qui  se  livre  à  la  passion  du  jeu  ,  la  probabilité 
de  sa  ruine  croissant  continuellement  /  finit  par  surpassa:  tonte 
probabilité  donnée. 

Pour  déterminer  la  limite  des  probabilités  contraires  an 
joueur  y  il  faut  trouver  le  terme  général  de  la  série  qni  les 
comprend  toutes  ^  c'est-à-dire ,  la  probabilité  que  le  joueur  se 
ruinera  à  la  dernière  d'un  nombre  quelconque  de  parties  ;  et 
nous  supposerons  que  la  somme  jouée  est  la  même  à  chaque 
partie,  et  qu'elle  est  une  partie  aliquote  exacte  de  la  fortune 
du  joueur  en  entrant  au  jeu  ^  supposition  que  nous  pouvons 
faire  tourner  à  sou  profit  ^  en  prenant  cette  partie  aliquott 
moindre  que  les  sommes  successives  qu'il  hasarde  à  chaque 
partie. 

Représentons  par  m  le  nombre  de  fois  que  cette  partie  ali- 
quote est  contenue  dans  la  fortune  du  joueur  :  puisqu'il  ne 

risque  que  —  de  sa  fortune ,  à  chaque  partie  ^  il  ne  pourra  se 

trouver  ruiné  avant  la  partie  dont  le  rang  est  désigné  par  m  : 
pour  qu'il  le  fût,  en  effet ^  à  cette  partie,  il  faudrait  qu'il  la 
perdit  après  avoir  perdu  toutes  les  précédentes  :  s'il  en  gagne 
une  et  qif  il  perde  toutes  les  autres .  il  ne  se  trouvera  ruiné 
qu'après  m  -f-  i  parties  ,  ce  qui  suppoée  m  -f-  ^  parties  :  s'il  en 
gagne  une  seconde,  il  ne  pourra  plus  être  ruiné  qu'après  m-f-^ 
parties  ,  ce  qui  suppose  m-f-  4  parties ,  et  il  est  aisé  de  voir , 
en  général ,  que  p  étant  un  nombre  quelconque ,  il  faudra , 
pour  qu'il  ne  reste  rien  au  joueur,  que  le  noipbre  de  tontes  les 
parties  soit  m  -f*  ^  >  1^  nombre  des  parties  qu'il  gagne  étant 
p ,  et  celui  des  parties  qu'il  perd  étant  m  +  p. 

Soit  ^  le  rapport,  à  chaque  partie,  entre  le  nombre  des  cas 
favorable^  et  celui  âes  contraires  :  la  probabilité  de  gagner  nne 
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partie  sera  ■  ^  ■ ,  et  la  probabilité  de  la  perdre ,  aéra  ■    ■     .  Si 

Ton  veut  avoir  la  probabilité  que  p  parties  gagnées  et  m  +  p 
parties  perdues  se  succéderont  dans  un  ordre  déterminé ,  il 
Eaudni^  conformémept  au  (III*  Principe)^  faire  le  produit 

de  p  facteurs  égaux  à  ■  jl      ,  et  de  m  +  p  facteurs  égaux  à 

— ; — ,  ce  qui  donnera  , — .      n„x;^» 

*  Cette  probabilité  reste  la  même  pour  tous  les  arrangemens 
qu*on  peut  imaginer  entre  les  parties  gagnées  et  perdues  -,  et 
comme  ils  sont  absolument  indépendans  ,  il  est  évident  que 
la  probabilité  précédente  doit  être  multipliée  par  le  nombre 
de  ces  arrangemens ,  en  observant  qu'il  faut  faire  abstraction 
àe  ceux  qui  n'auraient  pas  permis  au  joueur  de  parvenir  à  la  par- 
tic  que  nous  considérons,  en  le  privant  de  sa  fortune  dès  ks 
parties  précédentes.  Soit  m+  ar  le  rang  d'une  de  ces  parties  : 
r  étant  ^p ,  il  faudra  rejeter  tous  les  arrangemens  de  p  parties 
gagnées  et  de  m+P  parties  perdues,  dont  les  m -Ipâr premières 
parties  renfermeraient  r  parties  gagnées  et  m  +  r  parties  per- 
dues ,  parce  que  ce  sont  ces  arrangemens  qui  auraient  ruiné  le 
joueur  après  m  +  2r  parties. 

Sans  cette  restriction,  le  nombre  des  arrangemens  serait 

m+ap    m+ap — i    m+op — a  m+p+i 

~7~-         a         •         3        ~y    ^'^' 

en  observant  que  le  nombre  total  des  arrangemens  de  m  -f-  ^ 
choses ,  étant 

1  .a. 3 (m  +  p)  (m  +  p+  1  ) (m  +  ap) , 

il  faut  le  diviser  par  le  nombre  des  arrangement  des  m+p 
parties  perdues ,  et  encore  par  le  nombre  des  arrangemens  des 
p  parties  gagnées  ,  pour  n'avoir  que  le  nombre  des  arrange- 
mens entre  les  parties  gagnées  et  perdues.  Pour  savoir  ce  qu'il 
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devient  après  la  correction  annoncée  pitig  haut ,  exprimons  e& 
général  par  A^O  le  nombre  quelconque  t  de  parties  jqui  amènent 
la  ruine  du  joueur  précisément  à  la  dernière  t  de  ces  parties,  (Q 
étant  un  indice  et  non  un  exposant  :  d'après  cette  notation,  le 
nombre  dont  nous  cherchons  la  valeur  ^  sera  représenté  par 
j^(m4-«p)^  et  A^"^*0  rappellera  le  nombre  des  arrangemens  de  r 
parties  gagnées  et  de  m  -f-  ^  parties  perdues ,  qui  auraient  ruiné 
le  joueur  à  une  des  parties  précédentes  dont  le  rang  est,  en  gé- 
néral ,  désigné  par  m  -f  ar ,  r  étant  <  p. 

Si  l'on  joint  p '^  r  parties  gagnées  et  autant  de  partiel  per- 
dues à  chacun  de  ces  derniers  arrangemens  dont  le  nombre 
est  A^"'*"*0,  on  en  formera  de  p  parties  gagnées  eià&m+f 
parties  perdues ,  qui  devront  être  retranchés  de  la  formule  (i) , 
afin  qu'après  avoir  donné  à  r  toutes  les  valeun  possibles  en 
nombres  entiers ,  depuis  r=  o  jusqu'à  r  =p —  i ,  il  ne  reste 
que  les  arrangemens  dont  le  nombre  est  A^"*'*^'')  :  or  le  nombre 
des  arrangemens  de  îp  —  ar  choses  est,  d'après  ce  qu'on  a  dit 
précédemment, 

ap — ar  ^  zp — ar — i     s^p-^t^r — a         p— '"4"^ 
î       *  â  '       ^""3  p^T 

qu'il  faut  prendre  A^"*^0  fois  :  on  a  donc  pour  le  nombre  d« 
arrangemens  à  retrancher , 

ap — ar    ap — ar^i    ap — ar — a  CZZlii  A^***^* 

1       '         a         '  3  p^-'T 

Faisant  successivement  r:=ip —  i,  =:p— a,  =p  — 5,etc., 
on  trouvera  pour  les  différentes  valeurs  de  l'expression  pr«" 
cédente, 

Î^Cm-Mp-»)      4.ËaC*-*^*»t^.    -.^.IaC"^^,   etc., 
1  '     i    a  '     I    a    3 

d'oi^  on  conclura 
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^  -'•"'  a    /        a        '        3        *  *  '  *       p 

1  1  a  1    a    3 


•  ••••* •••< 


gp^ar  ap-ar— 1   ap— ar~i> Pr!±î  AC«^0  _  etc. 

1      '         a       *        3         •  •  •  •  •   p.^,, 

— ~r~"     2     •     3    ^ 

_  aAC'»^'-*)  —  a .-  AC^-^/^O—  a.? .  ^ .  |  AC^-^v-S) 
1  1    a    S 


^^y— ar— iap-ar^aap-ar-5      p~y^^-^^,^,^     ^^^ 
l'a  3  p^^T'^i. 

Pour  avoir  une  valeur  de  A^*"*^)  indépendante  des  qi{an- 
tités  AC-H-P-),  AC'"+*'^4),  AC'"-^P-«). . . .  AC"^0^  etc. ,  on  ob- 
servera que  le  joueur  ne.  peut  se  ruiner  à  la  partie  dont  le  rang 
est  désigné  par  m-f-^^  à  moins  que ^  dans  les  m-f-^—  i 

parties  précédentes  y  il  n'ait  été  réduit  à  la  fraction  ~  de  sa 

fortune  primitive ,  puisque  nous  avons  exprimé  par  cette  frac- 
tion, la  mise  qu'il  hasarde  à  chaque  partie*  Il  e^  nécessaire  poi^r 
cela  que  sur  ces  m  +  ap  '—  i  parties  ^  il  j  en  ait  p  gaguéef , 
et  m-^'P'^  1  perdues.  On  voit  tfaillemrs  quç  le  nombre  dfs 
"arrangemens  diiFérens  qu'on  peut  doxmer  à  ces  parties ,  «^i|8 
supposer  qu'aucune  d'elles  ait  ruiné  le  joueur  ^  doit  être  égal  à 
celui  des  arrangemens  de  p  parties  gajpées  et  m  +p  parties 
perdues^  dont  le  nombre  est  représenté  par  A^"*"*^''),  puisque 
chacun  de  ceux-ci  se  forme  d'un  des  premiers  y  en  f  ajoil* 
tant  une  partie  perdue.  Nous  tirerons  de  cette  consid^atioa 
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une  autre  valeur  de  A^**^*'')  que  nous  égalerons  à  la  pré 
cédente. 

Le  nombre  des  arrangemens  qu'on  peut  faire  avec  m+op— i 
parties  ,  est  en  général ,  d'après  (i), 

rn-^zp — 1     m+ap — a  \ïi+2p — S  ^w+p 

formule  qui  revient  à  celle-ci^ 

m+P    m-^Qp — 1     m+ap — a  m+p+i 

"'  •  ——————  ,  '  -  , , , , , ,—  '* 

1  a  o  p 

n  ne  s*agit  donc  plus ,  pour  avoir  la  valeur  de  A^""^^^,  que  âe 
•ouatraîre  du  nombre  exprimé  par  cette  formule ,  le  nombre  d» 
arrangemens  qui  auraient  ruiné  le  joueur  dès  les  parties  pré- 
cédentes, lesquels,  absi  que  nous  l'avons  vu  précédemment, se 
fOrûielit  évidemment  des  arrangemens  de  r  parties  gagnées  ^ 
m  +  r  parties  perdues,  dont  le  nombre  est  représenté  pa 
j^(m4-8r)^  pris  avec  tous  ceux  de  ap — ar — i  parties  dont  p-r 
gagnées  et  p — r  —  i  perdues^  et  qui  peuvent  se  faire  de 

ap— ar~i    ap — ar — a    ap — ar — 5  p— r+i       m 

1        *         a         *         3        p — r— 1  ' 

manières  différentes. 

En  raisonnant  ici  comme  dans  le  calcul  précédent,  on  veira 
que  le  nombre  total  des  arrangemens  à  retrancher ,  se  trouve^ 
en  donnant  successivement  à  r  toutes  les  valeurs  poaibte  ^ 
nombres  entiers ,  depuis  r=p  —  i  jusqu'à  r  =  o  dans  la  lor- 
mule  (3)  multipliée  par  AC"^0  -.  «i  l'on  réunit  ensuite  tow  les 
résultats  obtenus,  savoir, 

j^tM^r^)       r  AC"»^P-0 .     -  .  ^  A^'"^''^ ,   etc. , 
oa  aura 
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a      *         a         *         3        ••••••      p 

I  1    a    3 


•1 


_ ap-ar^i    ap— ar^a    y— ar--3 p— r+i  ^^^^^ 

1         *         a         '         5        p— r— 1 

—  etc.  , 

En  doublant  les  deux  membres  da  cette  équation^  on  obtient 
la  suivante, 

^^'  1  a  3  p 

_  ^ j^(«H^p-a)  _  2 .  Ë  AC-H-'/^O—  a.- .  ^ .  I AC"^»^) 
1  1   a  3 


an — ar— 1   ap — ar— a  ap — ar— 3  p — r — i   .^..^.^ 

— a.-^^^ .  -^ .— — 5T ^-— AC***^) 

1  a  0^  p — r— i 

—  etc.  , 

et  en  retranchant  Téquttion  (a)  de  cette  équation  (iQ^  il  yiexxt 
pour  dilFérence , 

^  ''  1  a  3  p 

formule  remarquable  par  son  élégante  simplicité ,  et  qa*on  atiràk 
facilement  obtenue  par  induction. 

Substituons  pour  AC'"'*'*^  cette  valeur  dans  l'expression  de  la 

probabilité  qui  est  A^'^^'^^X  f — «      -vfci^>  ®^  ^^^  aurons 


(B). 


m   m-j-Qp — ^1    m+ap — a         m-f-p+i  q^ 


i'         a        •         3        *"•       p        '  (i  ■fç)'""^*'' ' 
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En. faisant  successivement p=o,p=  i  ,ps3a,p=3,(tc; 
on'aurâles  probabilités  suivantes  que  le  joueur  se  raineta: 

A  la  partie  m"** >  ■.     .„ ; 

A  la  partie  (m+0'^'.  •,•  •  ^.=^±2.^-^; 
A  la  partie  (m+a)""'.... .  ^.î!L±3  __^. 
A  la  partie  (^+3)- -  î:i±5  m+4.  _X^.. 

etc. 
Si  dans  la  formule 

i-a.3... n 

qui  compte  lô  nombre  des  produite  différens  de  m  lettm 
prises  nàn  y  on  fait  m=m'-f-2p^  n=p,  onauralasmaiste, 

"^"""^         •  ^~"^^— — ^— — ^ ,  •  •  •  •  •  ^"■"^■^"^^  i 

1  a  3  p 

qui  ne  différée  du  second  membre  de  (5)  que  par  le  premier 
facteur  qui  manque  du  terme  ap ;  ensorte  quen  désignant ptf 
yp0wHW),i>i  1«  nombre  d^  produits  différent  de  m+V 
lettres  p  à,  p  ^  on  a 

PW^aiî^m+^      d'où    iîl%fe-^==:AC*^), 
^  oonaA^tm^ièM  TeiEiireteion  (6)  de  ia  probabilité  diria^ 

•  (i+^r^>  /n+ap         ^  (1  +q)'^f 

*  On  pourrait  maintenant  restreindre  la  question  précédente, 

et  supposer  que  deux  joueurs  jouent  constamment  Vnn  contrt 

l'autre.  Il  faudrait  d'abord  calculer  la  probabilité  que  1*1»^ 

jolièiUrs  èè  tirouye  ^iné  à  la  der^i^dère  d'un  nombre  ^aelcooqu* 
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de  parties.  Supposons  encore,  à  T^Set  de  yen^  le  cakiil  plue 
simple  >  que  la  somme  jouée  soit  la  mêiue  4  chaque  partie  , 
et  qu'elle  soit  une  aliquote  exacte  de  1^  fortune  de  chaque 
joueur,  contenue  m  fois  dans  la  fortune  du  joueur  B ,  et  n  fois 
<ians  celle  du  joueur  C,^m,  n  escrimant  le  riqip^  desrdfvs 
fortunes.  Il  est  évident  que ,  dans  cette  supposition ,  le  premier 
joueur  ne  se  trouvera  ruiné  qu'après  m  -f-  ^  parties  dont 
p  gagnées  et  m  +  P  perdues  ;  d'où  il  suit  qu'en  représentant 

toujours  par  -  le  rapport  entre  les  chances  favorables  et  les 

diances  contraires  àoejoueisr,  .    t    ^m-^p  e^râmera  toujours 

la  probabilité  que  le  jJOue^r  B  perdra  la  totalité  de  sa  fortune 
iiprès  m  +^P  parties  dans  tous  les  arrangemens  qu'on  peut 
en  faire.  Celte  probabilité  est  donc  encore  la  même  que  dans 
le  cas  précédent  ;  mais  le  nombre  des  arrangemens  des  m  +  sp 
parties  par  lequel  il  faut  la  multiplier  ,  ne  sera  pas  le  même , 
parce  qu'il  faudra  exclure  du  nombre  total  des  arrangemens  dp 
p  parties  gagnées  et  de  m  +  p  parties  perdues ,  non-seule- 
ment les  arrangemens.  qui  ^uraieip^  ruiiié  le  joueur  B  avant  la 
partie  dont  le  rang  çst  désigné  p£^r  m  -f*  ^P  >.  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  précédent,  mais  encore  ceux  qui  auraient 
amené  la  ruine  de  son  adversaire  avant  la  même  partie ,  puisque 
le  jeu  cessant  nécessairement  dès  que  l'un  des  joueurs  est  ruiné , 
il  n'aurait  pa3  pu  être  continué  dans  ce  cas  jusqu'à  la  partie 
pour  laquelle  nous  calculons  la  probabilité  de  la  ruine  du  pre- 
'inier  joueur. 

n  etuit  de  cette  ot)se^i|tiQn  qpe  Ja  probabilité  de  la  ruine 
de  l'un  des  joueurs ,  ne^eutêtre  calculée  indépendamment  de 
la  probabilité  de  oellç  de  l'autre  ;  mm  comme  i^alyse  qui 
résout  cette  question  est  très-étendue ,  nous  renverrons  le  lecteur 
au  mémoire  de  M.  Ampère,  ou  à  Tçuvrage  que  nous  nous 
proposons  de  publier  incessamment  sur  cette  matière ,  et  nous 
nous  bornerons  ici  à  faire  connaître  les  conclusions  auxquelles 
.•e  ^éomètca  est  parvenu  :  il  «  ^uyé  que  |a  limite  de»  proba* 
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bilités  contraires  an  joueur  B^  est 

i  +  q  +  q'+g'+ +  ^*~*' 

(K  que  celle  des  probabilités  contraires  au  joueur ,  esf 

gn  ^  gn^t^gf^^^ . .  ^  .4,  ^*-" 

i+q  +  q'  +  q'^ +  <?*"" 

en  observant  que  /<  =  m  +  n.  Lia  somme  de  ces  deux  limites 
est  égale  à  Tunité  qui  exprime  la  certitude ,  ensorte  quVn  ne 
peut  xlouter  que  Tun  des  joueurs  ne  finisse  par  se  ruiner.  A 
l'égard  de  l'avantage  que  donne  au  plus  riche ,  l'inégalité  des 
fortunes ,  il  faut,  pour  le  déterminer,  supposer  tout  le  reste  égal 
entre  les  deux  joueurs,  et  par  conséquent  ^  =  1.  Le  numéra- 
teur de  la  première  fraction  se  réduit  alors  an;  le  nninéra* 
teur  de  la  seconde  et  le  dénominateur  commun  deviennent 
respectivement  m  et  ft  ^  ensorte  que  les  deux  fractions  se  ré- 
duisent à 

n  m 

or  m  :  »  est  le  rapport  de  la  fortune  du  joueur  B  à  celle  du 
joueur  G  -,  d'où  l'on  conclut  que  la  probabilité  que  chaque 
joueur ,  à  jeu  égal ,  ruinera  son  adversaire  ,  est  en  raison  directe 
de  sa  fortune. 

Lorsque  q   est  autre  que  l'unité  ^  on  peut  réduire  à  deux 
termes  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque  fraction  ^ 

en  les  multipliant  par  q  —  i  ;  on  a  ainsi  \ pour  la  pro- 

habilité  que  C  ruinera  B ,  et  ^ — ^  pour  celle  que  B  niîr- 
nera  C. 

En  égalant  les  deux  expressions  cî^essus^  on  est  conduit 
a  l'équation 


Digitized  by 


Google 


ALGÉBRIQUE.  63i 

'  <pif  donne  ç  lorsqu'on  connaît  m  et  n ,  ou  qui  fait  connaître 
le  rapport  qui  doit  exister ,  à  chaque  partie,  entre  les  chances 
favorables  à  chaqne  joueur ,  pour  qu'il  en  résulte  en  faveur 
du  moins  riche  ^,  un  avantage  qui  tende  à  compenser  Tinégalité 
des  fortunes  ,  sans  lui  donner  plus  d*espérance  que  n^en  a. 
son  adversaire. 

Si  Ton  suppose  inEnie  la  fortune  du  joueur  G ,  par  exemple , 

on  a  71  =  -  :  alors   le  nombre*  m  restant  fini  .   la  fraction 

qui  exprime  la  probabilité  que  ce  joueur  se  ruinera  > 


m-f-/i 


«^évanouit  ^  et  la  probabilité  — j —  qu'il  ruinera  son  adver- 

TH-f-Tl 

sàire  ,  devient  égale  à  Tunité ,  ce  qui  équivaut  à  la  certitude  : 
le  joueur  B  se  trouve  alors  précisément  dans  le  même  cas  que 
s'il  jouait  indéfiniment  contre  tout  joueur. 

En  supposant  toujours  le  jeu  égal ,  et  par  conséquent  ^=  i , 
et  faisant  de  plus  m  =  n,  pour  dire  que  les  deux  joueurs  sont 

^salement  riches ,  les  deux  fractions  — : — .  — : —  deviennent, 
y  îh  +  n    m+7t 

égales  et  se  réduisent  Tune  et  l'autre  à  ^  :  la  probabilité  de 

se  ruiner  est  donc  la  même  pour  les  deux  joueurs. 

Problème  XXI.  Une  loterie  étant  composée  de  m  numéros 

1,2,   3 m ,  dont  il  sort  n  numéros  à  chaque  tirage  , 

quelle  probabilité  y  a-t-il  que  parmi  les  n  numéros  d*un  ti^ 
rage,  il  ne  se  trouvera  pas  deux  nombres  consécutifs  de  la 
suite  naturelle  des  nombres? 

On  peut  chercher  directement  le  nombre  des  combinaisons 
de  cette  sorte  ;  ou  bien  on  peut ,  au  contraire ,  chercher  le 
nombre  de  celles  qui  renferment  deux  numéros  consécutifs  ; 
oar  ce  dernier  nombre  retranché  du  nombre  total  des  combi- 
naisons n  à  71 ,  donnera  pour  reste  le  nombre  des  combinaisons 
cherché.  Potir  abréger  le  discours  ,  nous  appellerons  ambe 
successif,  l'assemblage  de-  deux  numéros  se  succédant  consé* 
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cutivement  dans  la  suite  des  nombres  natnrela,  aoil  que  ûm 
Biiméros  soient  seuls  ^  soit  qu*ils  fassent  partie  d'un  plut  g^and 
nombre  de  numéros. 

Première  sobuion.  Nous  nous  éleyerons  ici  à  la  formule 
générale  par  la  considération  des  cas  partiùnliers. 

1*.  Dans  le  cas  de  n  =  1  ^  le  nombre  des  tirages  qui  donnent 
4es  ambes  auccessifii ,  ast 

^  mm 

1         1  * 

a*.  Dans  le  eas  de  ii=:d^  le  nombre  des  tirages  qui 
donnent  des  ambes  successifs  «  est  éifidemment  m  —  i ,  pnî»« 
qu*on  ne  peut  combiner  chacun  des  m  numéros  i  >  a  ,  3. .  .m, 
qu'arec  son  consécutif^  et  on  a 

m —  1  jn    m — i        m — i    m— a 

1  l'a  1      *      a     * 

3^.  Soit  /i  =  3  :  si  les  numéros  i  et  a  font  tous  dem  p^tîe 
d'un  même  tirage ,  on  pourra  leur  adjoindre  l'un  quelconque 
des  m  —  a  numéros  restans  :  si  au  contraire  i  doit  faire  partie 
d*an  tirag3^  sans  que  a  doiye  s*y  tro«Ttr>  il  faudra  lui  ac^oindre 
toutes  les  combimûsons  a  à  a  des  m— a  numéros  restans  qui 
peuvent  fournir  des  ambes  consécutifs  ,  et  dont  le  nombre  est  » 
par  ce  qui  précède ,  m  —  3,  Ainsi  le  nombre  des  tirages  ayant 
1  pour  plus  pçtit  nyméi^o  «  et  représentant  des  ambes  succès^ 
sifs ,  sera  Çm^r-a)  +  (tii-^  :  pareillement  le  nombre  de  ceux 
qui  auront  a  pour  plus  petit  numéro,  spra  (m— 3)  +  (m — ^: 
le  nombre  de  ceux  qui  auroQt  3  pour  plus  petit  numéro ,  sera 
(m — ^4)  +  (ni— 5)  y  et  ainsi  oe  suite  jusqu'à  Tanté-pénultitoe 
nufîiéro.  Il  sera  bon  d'observer  que ,  dans  1^  combinaison  i,  s,  3 
qu'on  obtient  en  prenant,  par  exemple,  i  et  a /avec  diacna 
âes  m—  a  numéros  restans,  il  y  a  les  deux  ambes  successif 
1  et  a,  a  et  3  ;  mais  qu*on  ne  doit  compter  que  le  prenùer 
ambe ,  parce  que  le  second  est  ensuite  amené  par  les  tirages 
de  trois  nyl^éros  ayant  a,  pour  plus  petit  numéro  :  nous  m^ 
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ireviendrona  plus  sur  cette  observation.  Ailisi  le  ttombre  total  des 
tirages  de  trois  numéros  qui  présentent  des  ambes  successifs, 
sera 

[(m-^a)  +  (m-3)]  +  [(m-3)  +  (m^4)] 

+Kni-4)  +  ('^-5)]+ +  (i+o) 

=  C(m-3)  +  (m-3)  +  (m-4)+ +  1] 

+[(m-3)  +  (m-4)  +  (ni-5)+ -h  O 

l'ai'a 

m    m — 1    m — a       m — a    m— 3    m — 4 

/~T'-"i~"l  r"""3^*^3~* 

en  observant  que  cbacnne  de  ces  deux  suites  est  une  suite  de 
termea  par  équi-différences  dont  le  terme  sommatoire  est  connu 
(  Alg.  !'•  section). 

4**.  Soit  n  =  4  '  sî  les  nombres   i  et  a  doivaat  à  la  fois 

faire  partie  d'un  même  tirage  «   on   pourra  leur   adjoindre 

,            j     TO— a    m— 3        1.     .  »     r       •  1 

chacune  des . combuiaisons  a  a  a  fourmes  par  les 

m — a  numéros  restans.  Si  au  contraire  i  doit  faire  partie  d*un 
tirage^  sans  que  a  doive  s'y  trouver j  â  faudra  adjoindre  à  ce 
numéro ,  toutes  celles  des  combinaisons  3  à  3  des  m  -^  a 
numéros  restans  >  qui  présenteront  des  ambes  successifs ,  et 
dont  le  nombre  est,  par  ce  qui  précède , 

m— 3    m'—A    •  w* — 4    wi — 5 

. ^  +  -^ — 2  .      ■      : 

1  ai  a 

ainsi  le  nombre  des  tirages  de  quatre  numéros  qui,  présen-. 
tant  des  ambes^  successifs  ,  auront  i  poiu:  leur  plus  petite 
numéro,  sera 

m— a    Tn~^3       TH'^^^    m-— 4    i_  ^-"4    ^n-^S 

-  •  — — —  "Y"     '  •  '  T"  — — —  .     '       '  '    • 

1  a  1  2  1  a 

lie  nombre  des  tirages  de  cette  sorte  (^  auront  a  pour  leur  plut 
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petit  numéro ,  devra  donc  être 

m — 5    m — 4   I    yy>— 4    ^ — 5        m — 5    m-^6 

Pareillement  le  nombre  do  ceux  qui  auront  3  pourleiirpliB 
petit  numéro^  sera 

771—4    ni— 5    -^  m— 5    m— o  ^^  m— G    m— 7 
1  a       '        1  a       '        i  a. 

et  ainsi  de  suite. 

n  résulte  de  là  que  le  nombre  total  des  tirages  de  quatre  niH 
méros  ,  qui  donneront  des  ambes  successifs ,  sera 

Cm — 3    m — 3'      m — 3    m — 4   f_  ^ — 4    !îill5"l 
~  •  """^      «        P"  •  """^  P"  •     3  J 

I  r^ — 3    m — 4  •_  yy*— 4    ''^ — 5  _,   m— ^5    n^— 6*^ 
pm— 4    ni— 5   ,  m^— 5    m — C      m— G    m— 7'! 


-r * 

+      3 

4-      i 

■:„i 

+  1    3 

+      i 

+      » 

...i 

+  C    I 

V    0 

+      0 

i 

les  trois   dernières  lignes  étant  dues  aux  hypothèses  «««es^ 
sives  m  =  6, 711=  5  ^  m  =  4  dans  Texpression. 

m — a    m — 5       m — 3    /n — 4    •_  ^ — 4    y^'^S 
l'ai'ai'a 

obtenue  plus  haut  :  si  Ton  range  horîzontaîêment  les  ligne* 
yeiiicales  de  la  formule  précédente^  on  aura  (ch.  XXffl;  °''  ^^ 
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. • '+ -. +6+3+r  ï 

1        a.  1.        ai         a  -T 

j-g^^g-j     ;n-4m-5     m-5m-6 .f,e^^.,-| 

'Li        ai        ai        a  ._!. 

j_  F"»-"^  m— 5     m— 5  m— S     m— 6  m— 7  1  o  ,  a  ■  .H 

__  m — i   m — a  m — 3      m — a  m — 3  m — /^ 
m — 3  711 — 4  ^ïi— 5 

771      771— —r      771— a      Ttl-^—O         771—3    771—4    ''^""•O    771— O 

en  obâenrant  que  lorsqu'on  a.  trouvé  le  terme  sommatoire  de  la 
première  suite  de  nombres  figurés  , 

la^iaia 

il  suffit  d*y  changer  771  en  m  —  i,  en  771— a  pour  avoir 
ceux  des  nombres  figurés  qui  forment  les  deux  demièrea 
lignes. 

La  loi  des  formules  que  nous  venons  d'obtenir  ^  est  facile  à 
saisir  ;  et  à  raison  de  la  marche  uniforme  du  procédé  y  on  exi 
peut  conclure  celle  qui  donne  le  nombre  des  tirages  de  n  numé- 
ros qui  présentent  des  ambes  successifs. 

Seconde  solution!  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  ci-dessus,  on 
peut  chercher  à  calculer  directement  le  nombre  des  chances 
favorables  ,  c'est-à-dire ,  le  nombre  des  tirages  di^Térens  qui  ne 
présentent  pas  de  numéros  consécutif  ,  n  désignant  le  nombre 
des  numéros  qui  sortent  à  chaque  tirage ,  et  en  divisant  le 
nombre  àes  cas  favorables  par  celui  de  tous  les  cas  ou  de 
toutes  les  chances  possibles  ,  qui  est  le  nombre  total  des  tiragea 
possibles  de  /t  numéros  parmi  tti  j  on  aura  la  probabilité  deman-* 
dée  par  TénoAcé  de  la  question» 
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Nous  supposerons  qu*on  a  fait  des  chances  chercliées ,  dÎTei» 
groupes  y  en  plaçant  âans  le  premier  groupe  toutes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  i ,  dans  le  second  toutes  celles  dont  le 
plus  petit  numéro  est  ù  ;  dans  le  troisième  ^  tontes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  3;  et  ainsi  de  suite. 

1®.  n  est  évident  que  s*il  ne  doit  sontir  qu*im  seul  nu- 
méro à  chaque    tirage ,  k   nombre  des  chances  favorable» 

sera  le  nombre  total  des  tirages ,  c'est-à-dire  ^  m  ou  *-. 

a®.  S*il  doit  sortir  deux  numérov  à  chaque  tirage  i  celles 
des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  i ,  ne 
pouïTont  être  complétées  que  par  quelqu'un  des  m  <»  a  numéros 
3 ,  4  >  S*  *  •  •  m  :  le  nombre  de  ces  chances  sera  donc  m —  a. 
Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  a , 
ne  potirront  être  complétées  que  par  quelqn*im  des  m— -3 

numéros  4  >  ^  >  6 m  :  le  nombre  de  ces  chances  sera 

donc  m  —  3.  Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit 
numéro  sera  3  ,  ne  pourrcmt  être  c<«2plétée8  que  par  qoelqu  an 

des  m  -^4  numéros  5,6,7 tu  :  le  nombre  de  ces  chances 

sera  donc  m  ~-  4  »  ^^  ^^^  ^  ^^^  jusqu'à  la  cbance  favorable 
dont  le  plus  petit  numéro  sera  m-^  a ,  laquelle  sera  unique , 
puisqu'elle  ne  peut  être  complétée  que  par  le  seul  numéro  m. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  ii=  a^  le  nombre  total  des  chances 
favorables  sera 

(;n— a)  +  (m-5)  +  (m— 4)  + +a+i  =^^  .  —-, 

c'est-à^^iiré,  le(m-^a)"^nbmlMre  triangulaire  (ch.  XXIH^n**  iSa). 

3^.  S'il  doit  sortir  trois  numéros  â  duique  tirage^  celles  des 

éhances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  i ,  ne  pour- 

tont  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons  s»  à  a  des 

m— a  numéros  3,  4>  ^ ^  V^  °®  présenteront  pa» 

de  nombres  consécutifs  >  et  dont  le  noad^re  est ,  par  ce  ^ 
|)récède  , 

(m— a)  —  a    (m — i) — a m-*"4  ni — 3 
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Cdiei  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera 
s  ,  no  pourront  étr«  complétées  que  par  celles  des  combinai- 
sons s  à  a  des  m  —  3  numéros  4  >  &  >  ^ ^   qui  &« 

présentent  point  de  nombres  consécutifi ,  et  dont  le  nombra 
est ,  par  ce  qui  précède  , 

(m — 4)  —  i  (m — 3)—  1 m-^5  m — 4 

1  â  1  a 

Celles  des  chances  favorables  dont  k  plus  petit  numéro  sera  3j 
ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 
s  à  a  des  m  —  4  numéros  5 ,  S  ,  7 m  qui  ne  pré- 
sentent point  de  nombres  consécutifs ,  et  dont  le  nombre  est  » 
par  ce  qui  précède , 

(m — 5) — 1   (m — ^4) — ^  «^  m — 6  m — 5 

et  ainsi  de  suite  ,  jusqu'à  la  chance  favorable  dont  le  plus 
petit  numéro  sera  m-^4>  laquelle  sera  unique  >  attendu  qû*elU 
ne  pourra  être  complétée  que  par  les  deux  seuls  numéros 
fit  -^  il  et  m. 

Ainsi,  dan^  le  cas  de  n=:3^  le  nombre  total  des  chances 
favorables^,  est 

m^A  m— 5  ,  m— 5  m-^^A  .   m— b  m— 5    ,  1  #»  • 

-. . -^H . f- +3+i 

1         a'i         aia  '• 

Tn'^'4  m— ^  m-*— a 

— r"'T"-""3"* 

c*est-à-dîrB  ,  le  (m— 4)"*^  nombre  pyramidal. 

4°,  SU  doit  sortir  quatre  numéros  à  chaque  tirage ,  celles 
des  chances  fayorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  1  ,  ne 
pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 
3  à  3  des  m  —  a  numéros  3  ,  4  »  5 m  ,  qui  ne  pré- 
sentent point  de  nombres  consécutifi ,  et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , 

(m — 4)— a  (m«-3) — a  (m— a)— a m— G  m-^5  m — 4 

ï         '         a        '         5        ~     i    *     a    '     3   " 


Digitized  by  VjOOQ IC 


X 


658  ANALYSE 

Celleë  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  a  4 
ne  pourront   être   complétées  que  par  celles  des  combinai* 

sons  3  à  S  des  m  —  3  numéros  4  >  5,  6 m  qui  ne  pré» 

tentent  point  de  nombres  consécutif ,  et  dont  le  nombre  est  ^ 
par  ce  qui  précède  , 

(m — 6) — 1    (m—5) — 1    Qn-—^ — 1 m— ^  m — G  m — 5 

"^      ï         '         a         '         3         ~      1    *"~â""'~3^ 

Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  3 , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 

3  à  3  de!s  m  —  4  numéros  5 ,  6,7 m  qui  ne  présentent 

point  de  nombres  consécutifs ,  et  dont  le  nombre  est ,  par  ce 
qui  précède, 

(m— 7)-^i    (m— -6)— 1   (m — 5) — ^1 m — 8  m — 7  m — 6 

T     *     i     '     3    "  ~  ""ir*  ~sr'  ~^~"' 

«t  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  la  chance  favorable  ayant  m  —  5 
pour  son  plus  petit  numéro,  laquelle  sera  unique,  attendo 
qu  elle  ne  pourra  être  complétée  que  par  les  trois^  seuls  nu- 
méros m —  3,  m  — a,  m. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  n  =  4  >  le  nombre  total  des  chances 
favorables,  est 

m — 6  m — 5  m — ^4    •_  ^ — 7  ^ — ^  m— 5 
m— 8  m— 7  771-6 

771—6    771—5    771— 4  '''*'"*^        •-  V    •    »- 

c'est-à-dire,  le  (771 — G)"'  nombre  figuré  du  quatn^meoîm, 

La  marche  parfaitement  uniforme  de  ce  procédé  ^ipaqidnM 
conclure ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pous8)sr  riii|di)6iî<ltt  fkm 
avant,  qu'en  général  n  désignant  le  nombre  des  numéros  qui 
sortent  à  chaque  tirage ,  le  nombre  des  tirages  qui  ne  présentent 
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point  de  numéros  consécutifs,  est  le  (m*— iin+ii)""  nombre 
figuré  du  Ti''"'  ordre,  c'est-à-dire, 

.    m---£72-f-2  m — 2w4-3  m — ^n-i-^,  m — 72+ 1 

ce  qu'il  serait  d'ailleurs  facile  d'établir  par  nn  raisonnement 
rigoureux,  , 

Si  présentement  on  considère  que  le  nombre  totid  des  tirages 
possibles  de  n  numéros  parmi  m ,  est 

m  m— 1    m — a  m — n+i 

1        a  3     n  * 

-on  en  conclura  que  la  probabilité  cherchée  est 

m — an-l-a  m — an +3  m— a7i+4  m— n+i 

m        *     m — 1      *      m — a     "'mr-^n-j-i' 

Problème  XXII.  Une  loterie  étant  composée  de  m  numéros 
1 ,  a,  3. . .  .m  ,  dont  il  sort  n  à  chaque  tirage ,  quelle  proba^ 
bilité  y  a-t^il  que  parmi  les  n  numéros  d'un  tirage ,  il  ne  se 
trouvera  pas  k  nombres  consécutifs  de  la  suite  naturelle? 

On  a  résolu  dans  ]e  problème  précédent ,  le  cas  où  parmi  les 
nombres  extraits ,  il  y  en  a  deux  qui  suivent  l'ordre  des  nombres 
naturels ,  ou  qui  forment  un  ambe  successif. 

On  demande  le  nombre  des  cas  dans  lesquels ,  parmi  les  nu- 
,méros  extraits ,  il  y  en  a  trois  qui  suivent  l'ordre  des  nombres 
naturels  ou  qui  forment  un  terne  successif.  Nous  introduirons 
à  la  solution  de  cette  question  par  des  cas  particuliers. 

/"■  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  trois  :  celui 
des  ternes  successifs  sera  évidemment  m — a. 

II*  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatre  : 
I**.  si  l'on  a  pris  le  numéro  i  avec  les  deux  numéros  suivans  , 
à  ce  terne  successif  peut  se  joindre^  un  à  un^  chacun  des 
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m^^i  nutaêtos  irestans  ;  le  nombre  des  cas  est  donc  m^^Sr 
au  numéro  a  pris  avec  les  deux  consécutifs ,  on  pourra  joindre, 
un  à  un  ^  chacun  des  m  —  4  numéros  restans  :  pareillement  an 
numéro  3 ,  pris  avec  les  deux  suivans ,  on  pottirra  joindre ,  un  à 
Un,  chacun  des  numéros  restans  en  nombre  m— 5,  ce cpii don- 
nera cette  preaiièro  suite  de  temet  succc8sî& , 

Revenons  au  numéro  i  :  s*il  est  tiré  avec  le  numéro  a  sans  le 
numéro  5,  puisque  le  terne  successif  i ,  a,  S  Vient  d'être 
compté  >  on  n*a  plus  que  m  —  a  numéros  qu'oà  prend  deux 
à  deux^  ce  qui  ne  peut  donner  Heu  à  des  ternes  sncce)»i&.  Si 
le  numéro  i  est  tiré  sans  le  numéro  a,  les  m^anuméroi 
restans  donnent  lieu ,  d*après  ce  qui  précède ,  à  m— 4  ^^" 
successifii.  Si  le  numéro  o  est  tiré  sans  le  numéro  3,  les 
m  —  3  numéros  restans  donnent  lieu  km  —  5  ternes  sik:- 
cessifs ,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  cette  autre  série  de  tem» 
successifs  , 

Ensorte  que  le  nombre  cherché  de  ces  ternes  succeMi6|Sff* 

m— 3  m— a  ,   m^^^À  ni— 3       -        ,».. 
1  a       '       1  a  ^         ' 

Les  détails  donnés  sur  ce  cas ,  ne  Uussenr  pas  de  difficnltéfi  kt 
les  suivans. 

///'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  cwç» 
i"*.  si  le  nupiéro  i  est  tiré  avec  les  deux  nuHiéros  suifani ,  à  ce 
teiiie  successif  peuvent  se  joindre ,  deux  à  deux,  les  ff>**^ 

numéros  restans  :  le  nombre  des  cas  est  donc  -— -•  'Y'* 

a**.  Si  le  numéro  1  est  tiré  avec  le  numéro  a  sans  le  numéro  5  • 
*  puisqu'on  vient  déjà  de  supposer  ce  terne  successif  amené, 
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reste  m — 3  numéros  dont  on  en  tire  trois:  le  nombre  des 
ternes  successifs  aiucquels  ces  m  —  3  nmnéros  donnent  lieu  ^ 
€«t  TU  —  5. 

3®.  Que  le  numéro  1  soit  extrait  sans  le  numéro  â  ^  il 
reste  m  —  a  numéros  dont  on  en  tire  quatre  :  le  nombre  ie9 
ternes  successif  auxquels  ces  m—  a  numéros  donnent  lieu,  est 

711  —  5    m"^^     1^  TU— — D    171— —5 

De  là  le  nombre  total  des  ternes  successi£s  auxquels  donna 
lieu  Textraction  de  cinq  numéros  sur  771 ,  est  la  somme  des  tti— 5 
premiers  nombres  naturels ,  et  celle  des  (77*— 6)"*',  (771 — 5)""* 
et  (7n — ^4)*'"'  premiers  nombres  triangulaires.  Ce  nombre  de 
cas  est  donc  (  chap.  XXUI^  n^  i34) 

771-^5    771—4  _i_   ''*■■"  6    771^5    771^—4  fM\ 

I    771—5    771-4    771^—5  » 

,  7n— 4  ''^"^  771— a 
*       1  a  3 

/^'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six  t 
1*.  que  le  numéro  1  soit  tiré  avec  les  deux  numéros  qui  le 


*(*)  En  remontant  aux  formules  trooTées  (chap.  XXIII,  no.i34)  poar  U 
sommation  d^uoe  sërie  de  termes  de  l'une  de  ces  formes 


711 

m-f-i 

m 
I 

m-4-i 

a 

m-f-a 

3  ' 

m 

X 

m-f-i 

a 

m-f-a    m.4-3 

I 

•     a     ' 

34 

on  reconnaît  qne  le  terme  sommaioire  se  compose  tonjoors  du  pins  grand 
des  termes  de  la  suite,  c'est-à-dire,  du  premier  terme,  multiplia  par  un  fac- 
teur consécutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  numérateur,  et  divisé  par  un  fac* 
teur  coosccutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  dénominateur.  Ainsi  le  i 

sommatoire  de  la  séria  de  tcimesy  qui  oommeaœ  par  ■      ■   .  ■"'^— 
m — 6    m — 5    m — 4  ' 
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suivent  :  à  ce  terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  — 3 
numéros  suivans  ^  pris  trois  à  trois  :  le  nombre  des  cas  est  donc 

a*.  Que  le  numéro  i  soit  amené  arec  le  numéro  s  sans  le 
numéro  3  :  il  reste  m  —  3  numéros  dont  on  en  tire  quatre  ; 
le  nombre  des  tçmes  successif  auxquels  ils  donnent  lieu  est , 
par  ce  qui  précède  ^ 

m— 6    m— 5    ^^  m — y  m— 6 
î      '"â        ^      1      *     fl     ' 

3°.  Que  le  numéro  i  soit  tiré  sans  le  numéro  a  :  il  reste  m — a 
numéros  dont  on  en  tire  cinq  ;  le  nombre  des  ternes  succeâsi^ 
auxquels  ces  m  —  a  numéros  donnent  lieu,  est^  d'après  la 
formule  précédente  dans  laquelle  on  change  m  en  m— a  ^ 

TU'— 7  m — 6  j^  TFi— 8  171—7  ''^^"^ 

iin— O    771—5    Fîl^— 4 
r"*"T"--3~' 

De  là  le  nombre  des  ternes  successifs  auxquels  Textraction 
4e  six  numéros  sur  m  donne  lieu ,  est 

lîl— ^    7?l— 5     711—4  771—5    77^—4    771-3    711—3 

—  ^ 


i'a"3^      i'a'3'4 

+ 


+   771 7  771—^6  771—5  .  771 6  771 5  771 A    771 — 3 
1    a  •  3  ^   1  •  a  •  3  •  4 

m 7    771 6    771 5    77» 4 


+ 


1    ■     a    *     3    •     4 

771—8    771—7    771—6 


1    '     a    •     3    •     4 


;     f^  cas.  Que  le  nombre  des  noméros  extraits  soft  sefft: 
a*.  qu«  le  numéro  i  soit  tiré  avec  les  deux  numéfos  qui  le 
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suivent  :  à  ce  terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  — 3 
numéros  suivans  pris  quatre  à  quatre  :  le  nombre  des  cas  est 
donc 

ni— 5   m— 4  wi— 5  m^^S 

~r"' ""^- "T~- "X"' 

d^.  Que  le  numéro  i  soit  amené  avec  le  numéro  â ,  sans  le 
numéro  3  :  il  reste  m  —  3  numéros  dont  on  en  tire  cinq  ;  le 
nombre  des  ternes  successifs  auxquels  donnent  lieu  ces  m  —  3 
,  numérols ,  est ,  en  changeant  m  en  m  —  3  dans  la  formule 
qui  donne  le  nombre  des  ternes  successifs  qu*on  peut  faire 
avec  cinq  numéros  , 

?7l— — 8    7?l  — 7      ^^   ''^'""9     ''*"""8    ITl'^y 

1  a  1  a  3 

m—- 8  711^-7  TFi— o 

+  771^—7  n>— 6  m— 5^ 
1  a         3 

3**.  Que  le  numéro  1  soit  tiré  sans  le  numéro  a  t  41  reste 
77»  —  a  numéros  dont  on  en  tire  six;  le  nombre  des  ternes 
successifs  auxquels  ces  771  —  a  numéros  donnent  lieu,  s'obtient 
en  changeant  771  en  771  —  a  dans  la  formule  qui  compte  leg 
ternes  successifs  auxquels  donne  lieu  l'extraction  de  six  nu- 
méros sur  7n }  et  on  trouve 

7Ï1 — 8  771 — 7  7n — 6  j^  771 — 7  m — 6  7n— ^5  771—4 
~"T"""r"'~3"""**      1      ""a    '     3    •     4 
7n— 9   771—8  771—7        7n— -8  7n— 7  77i-^€  771—^ 

-»"  ^- ~r- ~^- ~F"  +  ~T  •  ~ir- "~3~- ~4~ 

yn— 9    77>— 8    771f— 7    771^—6 

"^     r"*""â"'""3"  "4  * 

7n— 10  771—9    771—8    77t J 

■*    r~'~T"'   3  •  4  ' 

De  là  le  nombre  total  des  ternes  successif  auxquels  donne  lieu 
Textraction  de  sept  numéros  sur  Tn^eft 

4>.- 
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l'a 
m — 6  m — 5  m — ^  m — ^  m— a 


m-^8  m-^7   m—6  ^^  m-— 7  m — 6   m— 5  m— 4 
"""•"T"'      3     *^        ~'      a    '^3"'     4 


X  -  ^  ^ 

,         771—8  771—7  771— O    771^5 


_  771 9  771 8  771 — 7  771 6 

+^'"'T"'~r"' "3^- ~4"" 

771 — 8  771 7  771 G  m 5  771—4 

+  ~r"*"T"  ""3~'"4~-~5" 

ni— 9    771 8    771 7     771 6    771—5 

"*"  ""T^' ~~â^*  ""3"' ""4^*  ~r" 


Ces  exemples  paraissent  suffire  pour  indiquer  la  marche  isoÎTre 
dans  cette  recherche ,  et  pour  montrer  que  le  cas  proposé  sur 
un  certain  nombre  de  numéros  extraits ,  est  toujours  ramené 
aux  deux  cas  dans  lesquels  le  nombre  des  numéros  extraits  est 
inférieur  d'une  et  de  deux  unités. 

Kecherchons  le  nombre  des  quaternes  successif  auxquels 
donne  lieu  l'extraction  de  n  numéros  sur  771  numéros  ,  et  pro- 
cédons encore  par  des  cas  particuliers. 

/''  cas,  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatn  : 
on  forme  les  quaternes  successifs  ,  en  prenant  le  premier  mn 
méro  avec  les  trois  suiyans ,  le  second  avec  les  trois  suivans , 
et  ainsi  de  suite  ;  et  comme  le  dernier  de  ces  quaternes  est 
formé  des  771—4  derniers  numéros ,  il  est  clair  que  le  nombre 
total  de  ces  quaternes  successi£i  >  est  tti  «-  3. 

'  //'  cas.  Que  la  nombre  des  numéros  extraits  soit  cîti^  ; 
%\  Que  le  numéro  1  soit  tiré  ayec  les  trois  numéros  saivanf  > 
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a  ce  .quaterne  successif  peuvent  se,  joindre  les  m  —  4  numéros 
restans,  pris  un  à  un;  le  nombre  des  cas  est  donc  m  — 4- 
Que  le  numéro  ù  soit  tiré  avec  les  trois  suiyans  :  à  ce  qua- 
terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  —  5  numéros  restans^ 
pris  un  à  un,  ce  qui  donne  m—  5  cas.  Que  le  numéro  3  soit 
tiré  avec  les  trois  suivans ,  quaterne  auquel  on  peut  joindre  les 
m  —  6  numéros  restans ,  un  à  un  ,  et  on  aura  m — G  cas ,  e 
ainsi  de  suite ,  en  finissant  par  4  >  3 ,  s  ,  1 .  a^.  Les  numéros  1 
et  a  étant  amenés  chacun  sans  aucun  des  deux  suivans,  les  numé* 
ros  consécutifs  à  ces  derniers  ,  sur  lesquels  on  en  tire  trois ,  ne 
donnent  pas  lieu  à  des  quaternes  successifs.  3^.  Le  numéro  1 
étant  tiré  sans  le  numéro  a  ,  il  reste  m  —  a  numéros  dont  on 
en  tire  quatre  ;  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels 
ces  numéros  donnent  lieu  ,  est  m — 5  :  le  numéro  a  étant  tiré 
sans  le  numéro  3 ,  il  en  reste  m— 3  dont  on  tire  quatre,  ce  quj 
donne  lieu  à  m  —  6  quaternes  successifs  :  le  nombre  3  étant  pri^ 
sans  le  nombre  4  >  on  peut  former  m  —  7  quaternes  successifs 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  4>  3  ,  a,  1  quaternes  successifs. 

De  là  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels  donne 
lieu  Textraction  de  cinq  numéros  sur  m ,  est 


///'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six: 
i«.  SI  le  numéro  1  est  tiré  avec  les  trois  numéros  suivans  ,  à 
ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  —  4  numéros, 
nuivans ,  pris  deux  à  deux  :  le  nombre  des  cas  est  donc 


a*.  Si  le  numéro  t  est  amené  avec  les  numéros  a  et  3  sans  le 
numéro  4»  ^^^  171—4  numéros  suivans  parmi  lesquels  on  en 
tife  trois  y  ne  donnent  pas  lieu  à  des  quaternes  successif. 
3°^  Qu  on  amène  les  numéros  1  et  a  sans  le  numéro  3  :  il 
reste  m  —  3^  numéros-  sur  lesquels  on  doit  en  tirer  quatre,  et 
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qui  donnent  lieu  à  m  —  6  quaternes  successifs.  4*-  Q^«  '• 
numéro  i  soit  amené  sans  le  numéro  a  :  il  reste  m  —  a  nu- 
méros qui  doivent  ^tre  tirés"'  pinq  à  cinq ,  et  qui  donnent  lieu 
à  un  nombre  de  quaternes  successifs  ,  exprimé  par 

(m  — 6y; 

Partant ,  le  nombre  total  des  quaternes  successifs  auxquels 
donne  lieu  l'extraction  des  six  numéros  sur  m ,  est 


I    îTi— 6    m— 5    TTi-^^^ 
T"  — ;;     • 


+ 


1     '      fl    *      3 

m— 7    m— 6    m — 5 


//^'  cas»  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soît  sept  : 
1°.  que  le  numéro  i  soit  tiré  avec  les  trois  suivans  :  à  ce  qua- 
terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m-—  4  numéros  suirai»» 
pris  trois  à  trois  ;  le  nombre  des  cas  est  ddtc 

7?i-^4    i^'^^o    m— — 0 

a*.  Que  le  numéro  i  soit  amené  avec  les  deux  numéros  suivans 
sans  le  numéro  4  '  il  i^ste  m  —  4  numéros  dont  on  tire  quatre, 
et  qui  donnent  lieu  km  —  7  quaternes  successifs.  3*.  Que  U 
numéro  1  soit  tiré  avec  le  numéro  a  sans  le  numéro  3  :  il  reste 
m— 3  numéros  dont  on  tire  cinq^  et  qui  donnent  lieu  à 


quaternes  successifs.  4°*  Que  le  numéro  1  soit  tiré  sans  It 
numéro  a  :  il  reste  m — a  numéros  qui,  pris  six  à  six, 
donnent  lieu    à  un  nombre    de    quaternes    successifs  ,   ej- 
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primé  par 

m— S     tri'— 7  »,   m— 7     m — 6     7n— 5 
T~*  "T""^      1      •      a     ■      3 
m— 8     OT— 7     7Tt^*6 

•  +  ~T~  •  ~ir  •   3 

Ainsi  le  nombre  des  qnaternes  successifs  auxquels  donne  lien 
Textracdon  de  sept  numéros  sur  m^  est 

m— 7     m— 6  ^^  m^-y     m— o     tti-— 5 

m— 6     m — 5     m— 4     n»— 3 
+  ~T~  •  ~~  •  ~3~  •      4 

+        m— 8        771—7         TTlr— 8 
1  2  3 

771—7        771 — 6        711—5        771-^4 

+  ~T~  ■  ~T~  '  ~3~  •     4 

TU — 8     m— 7     m — 6     m — 5 


+ 


771—9        771—8        771—7        77V — G 

— r  •  ""^  •  ~3"  •  ■^"'• 

/^'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  huit  r 
i«,  le  numéro  i  étant  amené  avec  les  trois  numéros  sui- 
vans,  à  ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  77i — 4 
numéros  suivans ,  pris  quatre  à  quatre  ,  ensorte  que  le  nombre 
des  cas  est 

771 4       ^  —  ^        7n— 6        771—7 

a*.  Le  numéro  i   étant  tiré  avec  les  deux  numéros  suivans  ^ 
san»  le  numéro  4 ,  il  reste  tti— 4  numéro*  dont  on  tire  cinq , 
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et  qui  donne  lien  à 

m— o     Hi— 7   %^  ^^9     7?i— 8 

quatemes  snocessifs.  3*.  Le  numéro  i  étant  amené  ayec  Icno- 
méro  3  sans  le  numéro  5,  il  reste  m  —  3  numéros  quon  peot 
prendre  six  à  six ,  et  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  de  qiB« 
ternea  8ucce8si&^  exprimé  par 

7ïl-r"9        ?Tl— o     1^  771  "^  8       771-^7       771— S 


1        *      a     *      3 

,     771  — ~9       711^-8       771—^ 

m— lo     m— q     ;» — 8 
4--- ^--3- 

4**  Le  numéro  i  étant  tiré  sans  le  numéro  a ,  il  reste  m— d 
numéros  qui^  pris  sept  à,  sept ,  donnent  lieu  à 

ÎTI— ^      771—8         771  ^  9      771— O      771'— 7 

i  a     ^      1  a  3 

j^m — 8    771 — 7    Tïi — G    771—5 

m — lo    m— a    m — 8 

,  m.  — g    Tit  — 8    TO— 7   W""^ 


4 


771— jo    77^  —  9    7n— 8   m^j 


1  a       •      3    •     4 

,    771 11       7n lO      771—9     ''•^ 

quaternes  successifs. 

Le  nombre  total  des  quaternes  successifs  auxquels  Qonf^ 
lieu  Textraction  de  huit  numéros  sur  m ,  est  donc 
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711—8    ni— 7    'w— G  1^  m^-8    m— 7    m^o    tïi- 5 

^    711—7      "l"^      771—5      771—4      'î*""^ 

+  "1"  •  ~2~  •  ""3"  •  ~4~  •  "T" 


771—9  771—8  771^7 

'  1         a         o 

771—9  771—8  771—7      "*"■ 

1        a  5  i 


771-^8      711—7      771 — 6      7R — 5     771—4 

+  ~7"   ""V"*  ""3"  •  "T"  '  "^"" 

771—10    ni— 9    771—8    771—7 


+  3. 

-f 


1       ■      a     •      3     •     4 

771—9      ni— 8      771—7      771^—6      771— s 


I  771^10   771—9   771—8    771—7    ni— ^ 
,771—11    7n— 10   7n — 9   7n — 8  m-^j 

+~ï    •■"ir~"^'~4"""s"' 

Ces  exemples  snfiîsent  pour  indiquer  la  marche  à  suivre  dans 
cette  recherche  qu*on  pourrait  étendre  aux  quines  successifs 
qu'on  peut  faire  avec  7n  numéros, 

n  est  essentiel  d'observer  que  le  cas  proposé  sur  un  certain 
nombre  de  numéros  ,  est  toujours  ramené  à  un  certain  nombre 
de  cas  semblables  dans  lesquels  les  nombres  de  numéros  ex-« 
traits  sont  moindres.  Ainsi ,  par  exemple ,  la  recherche  des 
quatemes  successifs ,  quel  que  soit  le  nombre  des  numéros 
extraits  y  dépend  de  la  même  rechei^che  sur  771  *—  4  >  sur  771— 3 
et  sur  771  — a  numéros^^ 

Problème  XXIII.  Étant  donnés  m  numéros  1 ,  a ,  3. .  .m  , 
formant  une  loterie  dofit  on  extrait  n  numéros  à  chaque  tirage , 
déterminer , 

1*.  Quelle  est  la  probabilité  que  les  n  numéros  Sun  tirage  ,. 
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formeront  p  séries  de  nombres  consécutifs  de  la  suite  na-* 
turelle  7 

a*.  Quelle  est  la  probabilité  que  parmi  ces  séries,  il  s* en 
trouvera  «  composées  dun  nombre  déterminé  de  numéros , 
C  composées  d'un  autre  nombre  déterminé  de  numéros  ,  y 
d!un  troisième  nombre  déterminé  de  numéros  y  et  ainsi  de 
suite  ? 

5".  Quelle  est  enfin  la  probabilité  que  ces  diverses  séries 
considérées  seulement  par  rapport  au  nombre  des  termes  fpû 
les  composent ,  auront  un  ordre  déterminé  parmi  les  nombres 
de  la  suite  naturelle  ? 

Ces  questions  se  résolvent  en  divisant  par  le  nombre  total  des 
tirages,  celui  des  tirages  qui  satisfont  à  leurs  conditions ,  lequel 
nombre  est  exprimé  par  l'une  des  formules  que  nous  allons 
chercher. 

Ainsi  nous  allons  procéder  à  la  recherche  des  élémens  qoi 
servent  à  la  solution  de  ces  questions. 

Des  lettres  a,  b ,Cf  d au  nombre  de  m  ,  étant  don- 
nées, on  sait  que  le  nombre  des  produits  difiPérens  nkn  qu  elles 
peuvent  fournir,  est  exprimé  par 

m  —  n  +  I 


Concevons  qu'on  ait  formé  tous  ces  différens  produits ,  et  que , 
dans  chacun  d*eux,  on  ait  disposé  les  facteurs  suivant  Tordre 
alphabétique ,  de  la  première  lettre  à  la  dernière  :  comme  dans 
chacun  de  ces  produits ,  il  manquera  m —  n  des  lettres  a,  b ^ 
c  ,  d. . . .,  les  lettres  qui  les  composeront,  ne  se  succéderont 
^as  toutes  consécutivement,  ensorte  qu*un  de  ces  produit»  , 
pris  au  hasard ,  pourra  présenter  d'abord  un  certain  nombre  de 
lettres  consécutives ,  puis  un  autre  nombre  de  lettres  aussi  con- 
sécutives entr'elles,  mais  non  consécutives  aux  premières  ;  puis 
encore  un  autre  nombre  de  lettres  consécutives  entr'elles ,  ma» 
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fion  coDsécutiyes  à  celles  qui  composent  la  secoade  série ,  et 
ainsi  de  suite.  Soit,  par  exemple,  le  produit  abdefhikl:  en 
récrivant  ainsi, 

ab.def.hiU, 

on  voit  qu'il  est  composé  de  trois  facteurs ,  lesquels  sont  eux- 
mêmes  des  produits  dont  les  facteurs  sont  consécutifs. 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  considérerons  comme  produits  tTune 
même  classe  ,  tous  ceux  qui ,  décomposés  comme  nous  venons 
de  le  faire ,  présenteront  le  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutifs  ;  et  un  produit  sera  dit  de  première  classe ,  si  tous 
•  ses  facteurs  sont  consécutifs  ;  de  seconde  classe,  s'il  est  formé  de 
deux  séries  de  facteurs  consécutifs  dans  chaque  série,  mais  non 
consécutif  de  la  première  à  la  seconde  série.  Un  produit  sera 
ait  de  troisième  classe ,  s'il  présente  trois  séries  de  facteurs  oon-< 
sécutifs ,  dans  chacune  d'elles ,  mais  non  consécutifs  d'une  série 
à  l'autre,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  diviserons  ensuite  les  produits  d'une  même  classe  en 
genres ,  en  appelant  produits  êun  jnéme  genre ,  ceux  qui  non-^ 
seulement  renfermeront  un  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutif ,  mais  qui  de  plus  seront  tels  que  chaque  série  dans 
l'un ,  aura  autant  de  facteurs  qu'une  série  de  l'autre.  D'après 
cette  définition ,  les  deux  produits  de  même  classe 

ab.def.hikl^      abcef.hikl 

sont  de  même  genre ,  parce  que  ,  dans  chacun  d'eux ,  il 
y  a  une  série  de  deux  facteurs ,  une  série  de  trois  ,  et  une 
de  quatre. 

Enfin  deux  produits  d'un  même  genre  seront  dits  de  même 
espèce,  si  les  diverses  séries  de  facteurs  consécutifs  qui  les  com- 
posent, considérées  uniquement  par  rapport  au  nombre  de  leurs 
facteurs ,  y  sont  rangées  dans  le  même  ordre  :  tels  sont,  par 
exemple  ,  les  deux  produits 

ab,defg,ikl,         bcefgh.klm» 

.  A  l'avenir ,  pour  plus  de  clarté  et  da  simplicité ,  nous  in-  : 
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diquerons  les  produits  dans  lesquels  il  se  tronyera  des  séries  de 

M,  Cy  y facteurs   consécutifs  y  en   écrivant  les  lettres 

« ,  C^  y séparées  par  des  virgules  ^  entre  des  crochets , 

et  les  plaçant  suivant  le  rang  des  séries  de  la  première  à  la 
dernière.  Ainsi ,  par  exemple ,  le  symbole  [y  ,  «>  •  ,  a]  dési- 
gnera un  produit  de  quatrième  classe ,  dans  lequel  la  première 
série  aura  y  facteurs  y  la  seconde  «  y  la  troisième  %  et  la  qua- 
trième A.  On  voit  d'après  cela  que  les  produits 

[y,  •>  ^  A],        [C,  A,  ^,  ^], 

seront  de  même  classe  sans  être  de  même  genre  :  que  les 
produits 

[y>  •>  *>  ^]>       C^»  y,  •»  *!1 

sont  à  la  fois  de  même  classe  et  de  même  genre  ;  qu'enBn  lo«s 
les  produits  désignés  par  l'expression  symbolique 

Cy>  •>  *»  ^]> 

sont  à  la  fois  de  même  classe  y  de  même  genre  et  de  même 
espèce. 

Ces  préliminaires  établis ,  l'objet  que  nous  nous  proposons 
ici,  est  de  déterminer  parmi  tous  les  produits  de  n  facteurs  qu'on 
peut  faire  avec  m  lettres ,  i^.  le  nombre  de  ces  produits  d'une 
classe  déterminée  quelconque  ;  a°.  dans  une  même  classe,  le 
nombre  de  ces  produits  d'un  genre  déterminé  quelconque  ; 
3'.  dans  un  même  genre,  le  nombre  de  ces  produits  d'une  es- 
pèce déterminée  quelconque. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  recherche  du  nombre  des  pro- 
duits d'une  même  classe.  Désignons  >  en  général ,  par  Cp 
le  nombre  des  produits  de  la  classe  p,  c'est-à-dire,  le 
nombre  des  produits  dans  lesquels  il  entre  p  séries  de  facteurs 
consécutifs. 

D'abord  pour  les  produits  de  première  classe  ,  on  de  n  lettres 
consécutives,  on  voit  que  chacune  des  lettres  a ,  6,  c. . . .,  à 
Vexception  des  n  —  i  dernières  ,  peut  être  combinée  avec 
les  n— *  i  lettres  qui  la  suivent  immédiatement;  eosorte  qu'on 
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doit  avoir 

^  m  —  (n  —  i)        m  — ii  +  i 

c.  = . = : 

Pour  parvenir  à  Texpression  de  C.  qui  rappelle  le  nombre 
des  produits  de  la  seconde  classe ,  produits  que  nous  désigne- 
rons par  («,  n  — «),  cherchons  d'abord  ceux  d*entr'eux  qui 
renferment  la  lettre  a  :  pour  les  former ,  il  faudra  joindre  à  la 
lettre  a  les  «  —  i  lettres  qui  la  suivent  consécutivement  ;  et 
comme  la  lettre  qui  suivra  immédiatement  la  dernière  de  ce 
produit,  ne  pourra  être  employée,  on  ne  pourra  lui  adjoindre 
que  les  produits  de  première  classe,  qu'il  sera  possible  déformer 
avec  les  m  —  « — i  lettres  restantes  prises  n  —  «  à  n— «: 
le  nombre  de  ces  derniers  produits,  qui  sera  le  même  que  le 
nombre  total  des  produits  de  deuxième  classe ,  qui  doivent  ren- 
fermer la  lettre  a  ,  se  trouvera  donc  en  changeant  m  en 
m  —  «—  1  et  n  en  n  —  m  dans  la  précédente  formule,  ce 
qui  donnera  m  —  n  pour  le  nombre  des  produits  de  la  forma 
i«,  71—- «3  dans  lesquels  entre  la  lettre  a  :  faisant  successive- 
ment «=r  1 ,  =3 ,  =3 ,  etc.  =n  —  1 ,  le  nombre  total  des 
j^roduits  de  seconde  classe  dont  a  fait  partie ,  sera  exprimé  par 

(n  — i)(m— n): 

il  est  clair  qu'on  ne  peut  supposer  «  =  n ,  puisqu'à  cette  hy- 
pothèse répondraient  des  produits  de  première  classe. 
*  Ayant  ainsi  fait  dé  la  lettre  a  tout  l'emploi  que  comporte  la 
sature  de  la  question ,  on  déterminera  le  nombre  des  produits 
de  seconde  classe  où  a  n'entre  pas ,  mais  où  entre  b ,  en  cher- 
chant combien  on  peut  faire  de  produits  de  cette  classe  ^vec 
m— 1  lettres^  nombre  qui  sera 

(n — i)  (m — n — i): 

on  trouvera  pareillement  que  le  nombre  de  ceux  dansiesquels 
il  n'entre  ni  a  ni  b,  mais  qui  contiennent  e ,  est  exprimé  par 

(7*  — i)(m~/i— a), 
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et  ainsi  de  suite.  Ensorte  qu'on  aura  poar  le  nombre  total  dei 

produits  de  la  seconde  classe , 

Cft=(n— i)[(m— /i)4-('^— n— O-K'»— 'i— a) +3+a-|-i], 

c'est-à-dire ,  en  observant  que  la  suite  entre  crochets ,  est  une 
progression  par  diiFérences  égales , 


Passons  aux  produits  de  troisième  classe.  Désignons  tonjoim 
par  m  le  nombre  des  facteurs  qui  composent  la  première  série  ^ 
et  cherchons  d'abord  ceux  de  ces  produits  qui  renferment  la 
lettre  a  :  il  faudra ,  comme  ci-dessus  >  écrire  d'abord  à  la  droite 
de  cette  lettre ,  les  «  —  i  lettres  qui  la  suivent  consécutive- 
ment ,  supprimer  la  («  +  1)'^"*'  lettre^  et  faire  tous  les  |MtH 
duits  de  seconde  classe  que  peuvent  fournir  les  m  —  «  —  1 
lettres  restantes  y  prises  n  —  «1  à  n  —  «  ;  changeant  donc  m 
en  m — m —  1  et  i>  en  n  -*-«  dans  l'expression  de  C» ,  il  viendra 
pour  le  nombre  des  produits  de  troisième  classe  ^  où  entre  o ,  et 
où  la  première  série  contiendrait  m  facteurs  ^ 

7?i— n     >ïi— n— — i    -  ^ 

1  fl  ^  '' 

faisant  les  hypothèses  successives  *=:  1,  =3,  =3....=  ii— a, 
et  observant  que  dans  ces  produits  de  trobième  classe ,  le 
nombre  des  lettres  facteurs  dans  l'une  des  séries  ,  ne  peut 
excéder  n  — -a ,  on  aura  pour  la  totalité  de  ceux  des  produits 
de  la  troisième  classe  dont  a  fait  partie , 

n  —  1     n — a    m  — n    m— 71 — 1 


De  cette  formule  on  conclura  le  nombre  des  produits  qui 
ne  renfermant  pas  û^  contiennent  &  ;  le  nombre  de   ceux 
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qui  ne  renfermant  ni  a  ni  b  ,  contiennent  c;  et  ainsi  de  suite, 
en  y  changeant  successivement,  comme  ci-dessus,  m  en  m —  i , 
en  771  —  a  ,  en  771  —  3. ...  ;  et  remarquant  que  le  dernier  de 
ces  nombres ,  doit  être  7»  +  2  ,  parce  qu'il  faut ,  au  moins ,  ce 
nombre  de  lettres ,  sous  la  condition  d*en  passer  deux  dans 
chaque  produit  de  troisième  classe  :  on  trouvera  ainsi 

€3=-^^. •-  [(tîI 7l)(77l — n l)+(''»-W-l)(77l-7l-2)+. ..  . 

....+4.5+3.2+2,1], 
ou ,  en  sommant  la  série  comme  on  l'a  vu  plus  haut» 
r  — .'* — *     yt— 2    771 — n+i    m — n    m — 71—1 

On  aperçoit  facilement  la  loi  de  ces  résultats ,  et  l'induction 
conduit  à  poser  généralement , 

^  n — 1     n-^'O  it^— p+i     771— *iu+i  » 

'^12  p — i  1 

771 — n  m — n — p+2 

■~T- p      ' 

induction  qui  se  vérifie  d'ailleurs  par  xxm  raisonnement  très-usité 
eu  pareil  cas. 

n  est  clair  que  le  nombre  total  des  produits  differens  nkn 
que  peuvent  fournir  les  m  lettres  a,  ft,  c...,  est  égal  à  la  somme 
des  nombres  qui  expriment  combien  il  y  en  a  dans  chaque 
classe  ;  ensorte  qu'on  a 

,  771      771 1      m— y  2  771 71+1 


1  •      a      *      3     n 

=  C,+  C.  +  C3+......  +  Cp+ +C,; 

mettant  dans  cette  équation  pour  Ci ,  Q Cp C^  ; 

leurs  valeurs  »  on  parviendra  à  ce  résultat  qui ,  indépendamment 
de  la  théorie  des  combinaisons ,  présente  un  fait  analytique  asses 
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remarquable  *. 

T  '      â""  *      3    n 

m— n+i 

"~        i 

n— i    m — ^71+1     m — n 
*      1  1  a 


n — i    »— a    7re— n+i    m — n    m— »— i 
+  ~I~~Ï  ï         •~T''       3 

+ ;:.;... 

n — 1  n — a      n — ^p+i  m — n^i  m — nm — n — i     jn-n-p+a 
1       a           p — 1           1            a          5                  p 
+ 

m— 71+1      m — 71     m — ti^-i  tti — a7i-f-a 

"*         r~^  •  ~""  •         3        n         • 


en  observant  que  €„  résulte  de  Cp  en  changeant  p  en  n  dass 
Texpression  de  Cp,  et  faisant  les  réductions. 

Examinons  combien  il  peut  y  avoir ,  dans  chaque  classe,  (fe 
produits  de  chaque  genre  et  de  chaque  espèce. 

Convenons  de  désigner  généralement  par  Gp  le  nombre  des 
produits  d*un  genre  donné  qui  se  trouvent  dans  la  classe  p,  et 
par  Ep  le  nombre  de  ceux  d*une  espèce  donnée  qui  se  troaveot 
dans  un  genre  donné  appartenant  à  la  même  classe  p. 

n  est  d'abord  évident  que  tous  les  produits  de  la  première 
classe,  sont  à  la  fois  de  même  genre  et  de  même  espèce , 
•nsorte  qu'on  a 

G.  =  j ,       E,  _ . 

Passons  aux  produits  de  la  seconde  classe  ,  et  considérons  en 
particulier  ceux  de  l'espèce  [  * ,  n  —  *  ]  :  nous  rechercherons 
d'abord  combien  il  y  a  de  ces  produits  qui  renferment  la 
Itttre.a.  Cetle  lettre  a,  suivie  des  «— i  qui  lui  succèdenf 
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dans  Tordre  alphabétique,  devant  être  combinée  avec  leà 
produits  de  n — m  lettres  consécutives ,  ou  avec  les  produits 
de  première  classe  que  fournissent  les  m  *—  «  —  1  dernières 
lettres ,  prises  n — «  à  n  —  * ,  en  observant  que  de  mkn — m , 
il  jr  a  une  lettre  passée  ,  il  faudra ,  pour  avoir  le  nombre  des 
produits  de  cette  espèce  ,  changer  dans  C, ,  G|  ou  E^ ,  I9 
nombre  m  en  m  —  «  —  1  et  ;i  en  71  —  « ,  ce  qui  donnera 
m^^n  pour  le  nombre  des  produits  de  Tespèce  [[«,  n— «3 
qui  renferment  la  lettre  a ,  comme  on  Ta  trouvé  précédemment. 
Fabant successivement  m  =  m —  1,  =m  —  2.,..=:ii-}-i, 
pour  avoir  ceux  de  ces  produits  qui  ne  renfermant  pas  a ,  con- 
tiennent b ,  qui  ne  renfermant  ni  a  ni  6  ^  contiennent  c ,  etc.  ; 
et  sommant  la  série ,  on  trouvera 

^         m — n+i      m  — 71 
1  a 

Pour  passer  de  Tespèce  E»  au  genre  G» ,  on  rematYpiera 
qu'en  général  le  nombre  des  produits  de  ce  genre ,  est  égal  au 
nombre  des  arrangemens  diiTérens  dont  «1  et  n  -—41  sont  suscep- 
tibles^ nombre  =  i.â;  on  aura  donc 

^  _  m — n+i      m  —  Il 

Ga=  i.8.Ea=  i.a. . . 

1  fl 

Considérons  ensuite  les  produits  de  troisième  classe  ,  et  re- 
cherchons combien  il  s'en  trouve ,  dans  cette  classe ,  de  l'es^' 
pèce  f*,  ^  t  n  —  «—  C3,  parce  que  de  là  il  sera  facile  de 
passer  aux  produits  de  troisième  genre.  Ne  considérons  d*abord 
^ue  ceux  des  produits  de  troisième  classe  qui  renferment  la 
lettre  a  :  cette  lettre  doit  y  être  suivie  des  m  —  1  lettres  qui  lui 
sont  consécutives  dans  Tordre  alphabétique  ,  et  cette  première 
série  doit  être  combinée  avec  tous  les  produits  de  seconda 
élasse  ,  et  de  Tespèce  [^,  n  —  «  —  S"]  que  peuvent  fournir 
2es  m  —  «  —  1  dernières  lettres ,  prises  n  —  *  à  /i —  m:  cban-' 
géant  donc  dans  E.  les  nombres  771  et  n  en  771  —  «  —  1  et 
jf^M,  on  aura  pour  le  nombre  des  produits*^  de  cette  espècs 
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«pji  renferment  la  lettre  a , 


m  —  71        771——  71  • 


changeant  successivement  TTten  771 —  i,  771  —  â n-f-a 

dans  cette  formule ,  et  sommant  la  série  résultante ,  il  viendra 

-,  771  —  71-1-1     771  —  n    m~^  n — 1 

I13  =  .  — —  .  „ . 

.  i  a  3 

Quant  à  G3  ^  il  est  clair  qu'il  sera  ég£d  à  £3  multiplié  par 
le  nombre  des  arrangemens  dont  «  ,  C,  n  —  m,  —  C  sont  sus- 
ceptibles ;  et  comme  lorsque  ces  trois  quantités  sont  difie* 
rentes  ^  le  nombre  des  arrangemens  est  1 .  â .  3  ^  on  aura 

-771 — 7l-f-l        771  —  n       771 71 1 

G3  ^    1  .2»J.  —  .  — ^—  .   = . 

1  â  o 

On  pourrait  facilement  poursuivre  de  cette  manière  ;  mais 
il  est  déjà  facile  d'apercevoir ,  et  il  est  aisé  de  se  convaincre 
par  un  raisonnement  rigoureux  ^  qu'on  doit  avoir ,  en  général , 
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la  valeur  de  Gp  deviendra  alors 

i^fl.5 p 


G.  =2 


'p 


i.a....«  X  i.a.^-.C'x  i.a...  .y'  x,- . 

m — 71+1      m  —  n  m — n — p  +  a 

X  ■  •  *  •  •  •  •  _  ^ 


Ces  formules  Cp^  Ep,  Gp   sont  celles   qui,  divisées  par  le- 
nombre  des  tirages  possibles^  résolvent  les  questions  énoncées. 

Problème  XXIV.  On  pourrait  aussi  demander  :  Quelle  est  la 
prohabilité  que  les  numéros  propres  à  former  un  tirage  dune 
classe ,  <tun  genre ,  ou  d^une  espèce    déterminés  ,  sortiront 
^  dans  un  ordre  déterminé  ? 

On  résoudra  cette  question  en  multipliant  la  probabilité  que 
lés  numéros  sortans  satisferont  à  la  première  condition ,  par  la 
probabilité  que  ces  numéros  y  satisfaisant ,  auront  un  ordre 
de  sortie  conforme  à  la  seconde. 

Problème  XXV.  Concevons  dans  une  urne  r  boules  marquées 
du  n^,  i  y  r  boules  marquées  du  n''.  a ,  r  boules  marquées  du 
n".  3 ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n*.  n  ;  ces  boules  étant  bien 
mêlées  dans  l'urne ,  on  les  tire  toutes  successivement ,  et  on 
*  demande  la  probabilité  quil  sortira ,  au  moins,  une  de  ces 
boules,  au  rang  indiqué  par  son  numéro.' 

Une  boule  ne  pouvant ,  suivant  la  condition  énoncée ,  sortir 
à  son  rang  que  dans  les  n  premiers  tirages  ,  on  peut  faire 
abstraction  des  tirages  8ui vans. 

Calculons  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  les  n  pre- 
miers tirages. 

Considérons  une  des  boules  marquées  du  n®.  i ,  et  supposons 
qu'elle  sorte  à  son  rang  ou  la  première  :  il  restera  m  —  i  boules 
qui ,  dans  les  n  —  i  tirages  consécutifs  ,  donneront  lieu  à 

(m—  i)  (m — a) (m  —  n+  i) 

arrangemens  *  comme  cette  supposition  peut  s'appliquer  à  chacune 
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des  r  boules  dn  n*.  i  ^  on  aura 

r{m —  i)  (m— a> (m  —  n+i) 

pour  le  nombre  des  cas  relatifs  ou  favorables  à  Thypothèse 
qu  une  des  boules  marquées  n^.  i ,  sortira  à  son  rang.  Le 
même  résultat  ayant  lieu  sous  Thypothèse  qu*une  quelconque 
des  rn  boules^  sortira  au  rang  indiqué  par  son  numéro» 
on  aura 

rn{rn'^  i)(m—  a) (m  —  »+i) (à) 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  ,  an  moins, 
sortira  à  son  rang,  pourvu  qu'on  en  retranche  les  cas  répétés, 
comme  nous  allons  Te^liquer. 

Pour  déterminer  ces  cas ,  considérons  une  des  boules  du  n*.  i 
sortant  la  première,  et  une  des  boules  du  n*'.  a  sortant  la 
seconde  :  ce  cas  est  compris  deux  fois  dans  la  formule  précé- 
dente ',  car  il  est  une  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  â  la 
supposition  quune  des  boules  numérotées  i ,  sortira  à  son  rang, 
et  une  seconde  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposi- 
tion qu'une  des  boules  numérotées  a ,  sortira  à  son  rang  ;  et 
comme  cette  observation  s'étend  à  deux  boules  quelconques 
sortant  a  leur  rang ,  on  voit  qu'il  faut ,  du  nombre  des  cas  pré- 
cédens  ,  retrancher  tous  les  cas  dans  lesquels  deux  boules 
sortent  à  leur  rang. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  deux  boules  de  numéros  dîf- 

férens ,  est  — ^ •  r*  :  en  eflFet ,  le  nombre  des  numéro* 

a 

étant  n  ,  leurs  combinaisons  deux  à  deux  sont  en  nombre 
,  et  dans  chacune  de  ces  combinaisons ,  qui  se  ré- 
duisent à  des  produits ,  on  peut  combiner  les  r  boules  marquées 
d'un  numéro ,  avec  les  r  boules  marquées  de  l'autre  numéro  ; 
il  faut  dono  multiplier  la  formule-précédente  par  r*.  Pour  cha- 
cune de  ces  combinaisons  j,  le  nombre  de  celles  des  m  — a 
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bo.ulcs  restante»  ,  prisea  à»  —  an  —  a,  est 

(m — fl)(m  — 3).  ....  (m— »+!)• 

Ainsi  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  deux 
boules  sortent  à  leur  rang  ^  est 

ÎL(2ZIl2|-(m— a)(m— 3) j[m— /i+i); 

en  le  retrancbant  du  nombre  (a) ,  on  aura 

nr(m—  i)  (m  — a).. (m—n+i) 

—  iîI^îZ:!^  j*  (m— a)  (m—  3). . .  .(m  — ii+ 1  ) (a') 

a 

pour  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule  ^  au 
moins ,  sortira  à  son  rang ,  pourvu  que  Von  retranche  encore 
de  cette  expression  les  cas  répétés ,  et  qu  on  lui  ajoute  ceux  qui 
manquent. 

Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  trois  boules  sortent  à  leur  rang  : 
en  nommant  k  ce  nombre ,  il  est  répété  trois  fois  dans  le  pre- 
mier terme  de  Texpression  (a')  ",  car  il  peut  résulter,  dans  ce 
terme ,  des  trois  suppositions  de  chacune  des  trois  boules  sortant 
a  son  rang  :  le  même  nombre  k  est  pareillement  compris  trois 
fois  dans  le  second  terme  de  la  même  fonction  ;  car  il  peut  ré- 
sulter de  chacune  des  suppositions  relatives  à  deux  quelconques 
des  trois  boules  sortant  à  leur  rang  ;  mais  ce  second  terme  étant 
affecté  du  signe  — ,  le  nombre  k  ne  se  trouve  pas  dans  la  fonc- 
tion (a')  ;  il  faut  donc  le  lui  ajouter ,  pour  qu  elle  contienne  tous 
les  cas  dans  lesquels  une  boule ,  au  moins  ,  sorte  à  son  rang  :  le 
nombre  des  combinaisons  de  n  numéros  j  pris  trois  à  trois  ^  est 

n(n  — i)(7i — a)  ,.        i         ,      i 

— ^ ~ ,  et  comme  on  peut  combiner  les  r  boules 

a.ô 

d'un  des  numéros  de  chaque  combinaison  ,  avec  les  r  boules  du 

second  numéro  ^  et  avec  les  r  boules  du  troisième  numéro  ,  le 

nombre  des  combinaisons  de  trois  boules  de  numéros  différens  ^ 
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sera  -^ ^      ~      .r^  :  d'ailleurs  le  nombre  des  combi- 

a.o 

naisons  des  r»— 3  boules  restantes,  prises  71-^—5  à  n — 3, est 

(m~3)(m — 4) (rn  — n+i); 

donc  le  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles  troii 
boules  sortent  à  leur  rang^  est 

Si  Ton  ajoute  ce  produit  à  la  fonction  (af) ,  on  aura 
nrÇpin^i)  (rn—2).  . (m— n+i) 


i.a 


■r*(ni^a)  (rn-^.  ....  (m— n+i) 


,  n(n — iV/i — a)  «^        «x..         ^ 
+  -^ ^^^g '  r»(m-.3)Cr/i— 4). . . .  (m-n+ 1) (a"), 


-f-eic. 
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]d  série  étant  contîniiée  aussi  loin  qu'elle  peut  Vêtre.  Dans  cette 
fenction,  cliaqtie  combiriaisbn  n*est  pas  répétSé  :  aSnsiia  com- 
binaison dé  s  boules  sortahlf  à  leuï*  rang ,  ne  s^y  trouva  qu'une 
fois  ;  car  cette  combinaison  est  comprise  s  fois  daâis  le  premier 
terme  de  la  fonction ,  puisqu'elle  jiètit  résulter  de  chacuhe  des 

5  boules  sortant  à  son  rang  :  elle  est  retranchée — 

fois  dans  le  second  terme  ,  puisqu'elle  peut  résulter  des  com- 
binaisons detbcà  deuk  des  s  bouleà  sortant  à' leur  râtig;  elle 

est  ajoutée      ^  ^.r ^  fois  dans   le  trcfoième  terme , 

a. a 

puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  des  s  boules ,  trois 

à* trois ,  et  ainsi  de  suite  :  elle  est  donc,  dans  là  fonction  (A) , 

comprise  un  nombre  de  fois  exprimé  par 

S  a.o 

En  divisant  la  fonction  (A)  par  le  nombre  des  cas  possibles , 
cxptîtoé  par 

m(nt— i)(rh  —  2) (m  — n+i), 

on  aura  pom*  expression  de  la  probabilité  qu'mie boule,  an 
moine ,  sortira  à  son  rang , 

a(ni—  !)"■*  fl.3(m— 0(r^  — a) 

fl.3.4(r7i— i)(m— a)(m  — 3)"*"      ^  ^' 

M.  Laplace,  en  généralisait  ce  problème,  a  chercher  ex- 
pression de  la  probabilité  que  s  boules  ,  au  moins  ,  sortiront  à 
leur  rang;  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  cette 
solution. 

188.  On  a  vu  (i83et  184)  la  différence  qui  existe  entre  l'espé- 
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rance  mathématique  etrespérance  morale  *,  Tespérance  mathéma- 
tique résultante  de  Tattente  probable  d*un  ou  de  plusieurs  biens, 
étant  le  produit  de  ces  biens  par  la  probabilité  de  les  obtenir , 
elle  peut  être  évaluée  par  l'analyse  *,  Vespérance  morale  étant  le 
produit  de  la  fortune  morale  par  la  probabilité  de  l'obtenir , 
la  difficulté  est  d'assigner  cette  fortune  morale.  A  cet  effet , 
X  étant  la  fortune  physique  d*un  individu^  l'accroissement 
in&niment  petit  qu'elle  reçoit  et  que, nous  nommerons  dx , 
produit  à  l'individu  un  bien  moral  réciproque  à  cette  fortune 
(i85);  l'accroissement  de  la  fortune  morale  peut  donc  être 

kdx 
exprimé  par ,  k  étant  une  constante  ;  ainsi  en  désignant 

par  y  la  fortune  morale  correspondante  à  la  fortune  physique  x, 
on  aura  (Cale.  diflP.  et  intég.), 

kdx 
y  = ,       d'où      y  =  klx  +  /A  , 

h  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  anmoyea 
d'une  valeur  de  y  correspondante  à  une  valeur  donnée  de  x. 

Problème  XXVI.  Deux  joueurs  AetB  jouent  à  croix  empile, 
avec  la  condition  que  A  paie  à  B  deux  francs  si  croix  arrive 
au  premier  coup  ;  quatre  francs  si  croix  arrive  au  second  coup  ; 
huit  francs  si  croix  arrive  au  troisième  coup ,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  n"*  coup  ;  on  demande  ce  que  B  doit  donner  à  A  en 
commençant  le  jeu,  pour  F  égalité  mathématique  du  jeu  ? 

n  est  visible  que  l'avantage  de  B  ,  relatif  au  premier  coup , 
est  im  franc  ;  car  il  ^  j  de  probabilité  d^  gagner  a^  à  ce  coup  : 
son  avantage  relatif  au  second  coup,  est  parei^ement  un 
franc  j  car  il  a  ^  de  probabilité  de  gagner  4^  à  ce  coup,  et 
ainsi  de  suite,  ensorte  que  M  somme  des  avantages  relatifi  aux 
n  coups ,  est  n  francs'  que  B  doit  donner  à  A  pour  l'égalité 
mathématique  du  jeu  :  cette  somme  devient  infinie  si  le  jeu 
continue  à  l'infini.  Cependant  personne  ne  risquera  à  ce  jeu  , 
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nne  somme  même  modique  ^  telle  que  loo  francs.  Pour  peu  que 
Ton  réfléchisse  à  cette  contradiction  entre  le  résultat  du  calcul 
et  Findication  du  simple  sens  commun  ,  on  voit  qu  oUe  tient  à 
ce  que  si  Ton  suppose ,  par  exemple  ,  ti  =  5o ,  ce  qui  donne 
a^  pour  la  somme  que  B  peut  espérer  au  5o*  coup  ,  cette 
somme  immense  ne  produit  point  à  B  un  avantage  moral  pro- 
portionnel à  sa  grandeur  ;  car  il  y  a  pour  lui  un  désavantage 
moral  à  exposer  5o  francs  pour  obtenir  a^  avec  la  probabilité 

extrêmement  petite  -^  de  réussir. 

Nous  allons  reprendre  la  solution  de  cette  question ,  en 
faisant  entrer  la  formule  morale  en  considération ,  d*après  le 
principe  précédemment  établi. 

Nommons  a  la  fortune  de  B  avant  le  jeu ,  et  x  ce  qu*il 
donne  au  joueur  A;  la  fortune  de  B  devient  a — a7-|-3>  «î 
croia:  arrive  au  premier  coup  ;  elle  devient  a  —  x  +  a* ,  si 
croijc  arrive  au  second  coup,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  coup  7t, 
où  elle  devient  a— j;+  a*,  si  croia:  n'arrive  qu'au  n''"'  coup. 
Mais  la  fortune  de  B  est  a  —  x,  si  croix  n'arrive  pas  dans 
les  n  coups  après  lesquels  la  partie  est  supposée  finie,  événe- 
ment dont  la  probabilité  est  — .  En  multipliant  les  logarithtaes 

de  ces  diverses  fortunes  par  leurs  probabilités  respectives  et 
par  k  ,  puis  à  cette  somme  ajoutant  Ih ,  d'après  la  formula 
précédente ,  on  aura  la  fortune  morale  de  B ,  en  vertu  des  con- 
ditions  du  jeu ,  égale  à 

-W  (c— j:-4-a)-|-— A/(a^ — x+a*) 

. . . .  + 1  Jli(a_  ic  +  fl»)  +  1  W(a— x)  +  Lh. 

Mais ,  avant  le  jeu ,  la  fortune  morale  de  B  était  Jd.a  +  Lh\ 
égalant  donc  ces  deux  formules ,  pour  que  B  conserve  toujours 
la  même  fortune  morale ,  on  aura  d'abord^  après  avoir  divisé 
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par  k  et  supprimé  dé  part  et  d'aùti'e  l.h, 

I                    I  f  I 

/  (a—x+ay  (a-^r+a*)** (a— x+a»)^  (a-xp  =  la. 

Faisons  a  —  a?  =  (/,  d'où  û  =  a'  +  j? ,  et  nous  aurons' 

/(a'+fl)'(a'+a«)'' (a'+a»)'*  a'^=  /  (o'+x). 

Maintenant^  on  peut  passer  dès  logarithmes  au  nombre^  ce  qû 

donnera 

II  T  I 

(a'-}.a)V+a*r . .  ..(a'+a»)»"a'»''=:  (oT+x). . .  .(i)  : 
faisons  de  plus  -^=  «,  et  cette  formnle  devienidra 
'+±-1.      — +i  l  i'  — 


I  T 


les  facteurs  (i+2«)*,  (i+a*»)*  ^  etc.,  vont  en  diminuant  sans 
cesse ,  et  leur  limite  eàt  rnnlté  ;  car  en  considérant  deux  de 
ces  facteurs  consécutifs  ^  on  a 

I  r 

En  effet, 'en  élevant  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  a***, 

ce  qui  revient  à  multiplier  le  premier  membre  pjir  (t-f^'d^, 
on  aura 

et  sous  cette  forme  ,  l'inégalité  devient  évidente.  De  plus ,  le 

I 

logarithme   de  (i+a*«)* 
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et  il  es^t  visible  que  cette  fonction  devient  nulle  dans  le  cas  de 

I 

i  infini ,  ce  qui  exige  que,  dans  ce  cas ,  (  i  +  a'«)^  soit  Tunité. 
Soit  n  infini  dans  Téquation  (i)  ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
avantageux  à  B ,  puisqu'alors  la  partie  se  prolonge  à  Tinfini  ; 
sous  cette  hypothèse,  et  en  remplaçant  a'  par  sa  valeur  a  — -  x, 
et  supposant  a  —  x  =s  loo ,  Téquation  (i)  deviendra 

(ioo+2)*(ioo  +  iôï(ioo+8)»  +  etc.  =a, 

d*où  il  s*agit  de  déduire  la  valeur  numérique  de  a  ;  mais  d'après 
l'observation  précédente  ,  il  faudra  employer  un  très^-grand 
nombre  de  facteurs ,  et  j'ai  trouvé  qu'en  prenant  vingt  de  ces 
facteurs  ,  la  somme  de  leurs  logarithmes  était  22,0322928 ,  qui 
répond  au  nombre  107,719,  ou  à  peu  près  107^,72  ,  et  qu'alors 
on  n'est  pas  même  certain  des  dixièmes»  Pour  pouvoir  compter 
sur  le  chiffre  des  centièmes  ,  il  faut  pousser  le  calcul  beaucoup 
plus  loin ,  et  on  est  conduit  à  cette  valeur  a  =  107,89.  Ainsi 
la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement  de  107^,89,  il 
ne  doit  risquer  prudemment  que  7^,89  au  lieu  de  la  somme 
infinie  que  le  résultat  du  calcul  indique ,  lorsqu'on  fait  abstrac- 
tion des  considérations  morales.  Ayant  ainsi  la  valeur  de  a  rela- 
tive  à  a'  =  100  ,  il  est  facile  d'en  conclure  sa  valeur  relative 
à  a'  =  200  :  en  effet,  on  a  ,  dans  ce  dernier  cas,  et  en  obser- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  est  infini , 

il  12  1 

«==(200+2)»  (20o+4)*>etc.=2(ioo+i)*(ioo4-2)*(ioo+4)^,  etc. 
Mais  on  vient  de  trouver 

(ioo  +  àJ^(ioo+4)*  etc.  =  (107,89)^; 
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donc 

a  =  fl  v/ioi.i07,89  =  208^78. 

Ainsi  la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement  208^78 , 
il  ne  peut  risquer  prudemment  à  ce  jeu  au-delà  de  8'^78. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  la  solution  de  ces  questions, 
nous  réservant  de  reprendre  cette  matière^  et  d'en  faire  le  sujet 
d'un  traité  particulier^  à  la  portée  de  ceux  des  lecteurs  qui  Baie- 
raient étudié  que  nos  deux  sections  de  l'Algèbre. 


FIN. 
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